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les exercices posés en 2022 ainsi que leurs corrigés dans les options scientifique et littéraire B/L.

Cet ouvrage devrait permettre aux futurs candidats une meilleure préparation a ’épreuve orale de ma-
thématiques de ESCP et fournir une aide efficace aux enseignants des classes préparatoires économiques et
commerciales.

De plus, ces annales constituent également un outil pouvant faciliter la préparation aux épreuves écrites
de mathématiques du concours quelle que soit leur option (mathématiques approfondies, mathématiques
appliquées, littéraire B/L ou technologique) ; la plupart des thémes abordés dans les sujets d’oral se retrouvent
en effet, peu ou prou, dans les sujets de 1’écrit.

Certains exercices publiés dans ces annales sont assez longs : ce sont des sujets d’étude et le jury n’en
attend pas nécessairement une résolution complete.

Les énoncés et corrigés des exercices ont été regroupés en quatre rubriques : analyse, algebre, probabilités
et sujets de l'option littéraire B/L.

Chaque candidat doit exposer en une vingtaine de minutes son sujet principal préparé en salle et résoudre
directement au tableau, pendant le temps restant, une courte question dont on trouvera, dans cet ouvrage, un
échantillon.
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SUJET N© 2

1. Soit un entier n > 2 et E un espace vectoriel réel de dimension n. Déterminer tous les sous-espaces
stables par ’homothétie de rapport A € R.

2. Déterminer tous les sous-espaces stables par ’'endomorphisme f de R? de matrice dans la base canonique

0 -1
A= < . ) .
3. Soit un entier n > 2, un espace vectoriel réel E de dimension n et un endomorphisme g de F tel que

g"=0cet g" 1 £0.

(a) Soit u € E tel que g™ *(u) # 0. Montrer que la famille B = (g" (), " %(u), -+ ,g(u),u) est
une base de E. Préciser la matrice N de g dans cette base.

(b) Pour k € [1,n— 1], expliciter la matrice N*. On pose : Gj = Ker(g*). Préciser G}, et sa dimension.

(c) Déterminer tous les sous-espaces de E stables par g.

4. Soit un entier n > 2, un espace vectoriel réel E de dimension n et un endomorphisme f de E. On
suppose f diagonalisable, de valeurs propres distinctes Ay,---, ), et de sous-espaces propres associés
E.,---,E,.

(a) Pour tout k € [1,p], soit F} un sous-espace vectoriel de Ej . Montrer que le sous-espace vectoriel
P
F= Z Fy. est stable par f.
k=1
Dans les questions suivantes, on note F' un sous-espace vectoriel de E stable par f.

(b) Justifier que :

P
VueF, 3(uy,...,up) € By X -+ X Ep, ’u,:zuk.
k=1

P
(¢) Montrer que Z[()\k —M)ug] €F.
k=2
En déduire que les vecteurs uq,...,u, appartiennent a F.

(d) Montrer que :
p
F=> [FNE].
=1

(e) Déterminer tous les sous-espaces de E stables par f.
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SOLUTION DU SUJET N° 2

1. Tout sous-espace de E est stable par AId .

2. Les sous-espaces triviaux {0} et R? sont stables par f. Une droite est stable par f ssi elle est dirigée par
un vecteur propre de f;or, AX =XX = X =—-1 ou X =0, donc f n’a pas de valeur propre
(réelle) et donc pas de droite propre.

3. (a)

En composant par ¢" ', on a :

S[akgk(u)} =0 = ap=0
k=0

puis par récurrence descendante, tous les ay, nuls; la famille est libre de cardinal n, donc une base
de E. De plus :

0 1 0
N:
0 0

N* est la matrice avec une « sur-diagonale »de n — k uns; d’ott :
G, = Ker(g") = Vect (g™ " (u), - - ,g”*k(u)) avec dim(Gy) =k.

Soit F' un sous-espace de dimension k € [1,n — 1] stable par g. Alors la restriction § de g & F est
encore nilpotente, donc il existe p tel que GP~! # 0 et P = 0. Le méme raisonnement qu’en (a)
montre que p < dim(F) =k, d’otu :

P=0= §"=0 = FCG, = F=0G,

par égalité des dimensions et G, est évidemment stable par g.
Les sous espaces vectoriels stables de g sont exactement les Gy, pour k € [0, n].

Pour tout (u1,...,up) € Fi x---x F,,ona:
P P
f(Zuk>Z[)\kuk}€F donc f(F)CF
k=1 =1

Comme f est diagonalisable, E est somme directe des Ej , d’ou la décomposition de u.
On a :

Z[(/\k —A)ur] = f(u) = A\u€eF

k=2
Par récurrence, on obtient :

[H()‘P - /\k)] Up = [H(f — g Id)] (u) e F

k=1 k=1

et comme le produit est non nul (puisque les valeurs propres sont distinctes), il vient u, € F' ; puis
par récurrence descendante, tous les uj dans F.

P
D’apres ce qui précede, Vk € [1,p], ux € F N Ey, done, F C Z [F N Ek] ; Pinclusion réciproque
k=1
étant évidente, on a égalité.
P
Les sous-espaces stables par f sont donc ceux de la forme F = Z Fy,ou Vk € [1,p], Fi est un
k=1

sous-espace de Ej .
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SUJET N° 6

Dans cet exercice, n est un entier supérieur ou égal & 2 et E = R,,[X] est l'espace vectoriel des polyndmes
de degré inférieur ou égal a n.

x
1. Montrer que I'intégrale / P(t)e'dt converge pour tout P € E.
— 00

On note alors T'(P) : x — e*"”/ P(t)e'dt (fonction définie sur R).
Soit alors T I'application définie sur E,par T : P— T(P).

2. Montrer que T est linéaire.
3. Déterminer KerT.
4. Pour tout k € [0,n], on note e = X*.
(a) Calculer T'(ep).
(b) Montrer que, pour tout k € [0,n — 1], on a : T(ex+1) = ext1 — (kK + 1)T(er).

(¢) En déduire que, pour k € [1,n], on a : T(er) — ex € Vect(eg,...,€x-1)-
En déduire que T' est un endomorphisme de E.

. Montrer que (I —T)"*! =0, ou I désigne I'identité de E.

6. Déterminer les valeurs propres de T'. L’endomorphisme 7" est-il diagonalisable ?

(@3

7. En déduire une expression de T~! (comme polynéme en T)).
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SOLUTION DU SUJET N° 6
1. L’intégrale converge car t"e! = o(1/t?) lorsque t est au voisinage de —oco. Ainsi T est bien défini.
2. L’application T est linéaire, par linéarité de l'intégrale convergente.

3. Supposons que T'(P) = 0. Alors

x

0=T(P)=e® / " P()etdt o / P(t)etdt
—o00 0

Par continuité de ¢ — e! P(t) et par le théoréme fondamental du calcul intégral et aprés simplification

par e~ %, il vient, en dérivant :

0= (/OI P(t)etdt)/ = P(x)e* =0= P(z) =0

Donc KerT = {0}.
4. (a) Le calcul donne T'(eg) = 1.

(b) On peut raisonner par récurrence. Plutot, une intégration par parties, valable ici, car les fonctions
en jeu sont de classe C! et toutes les intégrales convergent, donne pour tout k& € [0,n — 1]
T(ex+1) = exv1 — (k+ 1)T(ex).

T k1
(c) En posant up = (—1)* (ke'k) et en multipliant ’égalité précédente par %,
il vient Up4+1 = (—1)k+1 (]:]j:i)' + Ug.
k € k e
YN -y — IRV A 1y s
Dou.ukfu0+2( 1) 7 *Z( 1) ik
j=1 §=0
k ol
soit finalement T'(eg) = Z(fl)Jﬁek_j.
§=0

Ainsi T est un endomorphisme de E qui laisse stable tous les polynémes de R,;[X] pour 0 < j < n.
En particulier ¢’est un endomorphisme de R,,[X].

5. Par le résultat précédent, pour tout P € E, deg((I —T)(P) < deg(P) — 1.
On en déduit (récurrence) que deg(I — T)*(P) < deg(P) — k. D’'ou (I — T)"* = 0.

6. D’apres le polynéme annulateur trouvé précédemment, ’endomorphisme I — T a pour seule valeur propre
possible 0; or I — T # 0, donc il n’est pas diagonalisable.
L’endomorphisme T non plus car autrement, comme I est diagonalisable, I — T le serait également.

7. Comme I et T commutent la formule du binéme donne :

0=(I-T)" = ni:l(—n’“(";{L 1>T’c = To (%(-1)’“(”2 1>Tk‘1> =1

k=0 k=1

n+1 TL+ 1
don 77! = — Z(—U’“( N )Tk_l.

k=1
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SUJET N° 7

Soit un entier n > 1. On note M, (R) 'ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients réels. Ker(M)
et Im(M) désignent respectivement le noyau et 'image d’une matrice M € M, (R).

Soient A € M,,(R) et k un entier supérieur ou égal a 1. On note vj, = dim (Ker(A")) la dimension de
Ker(A") et wy = dim (Im(A¥)) la dimension de Im(A¥).

1. Montrer que Ker(A*) C Ker(A**!) pour k > 1. En déduire que (vg)r>1 est une suite croissante.
2. Montrer que la suite (wg)r>1 est une suite décroissante.
3. Supposons qu’il existe un entier ko > 1 tel que vy, = vg,+1. Montrer que vg,+1 = Vg 4+2. Que peut-on

alors dire des suites d’entiers (vg)i>k, €t (Wk)k>ko

Pour le reste de ’exercice, on définit les notions suivantes.
Une matrice M € M,,(R) est dite nilpotente s’il existe un entier m > 1 tel que M™ = 0.
Pour une matrice nilpotente M € M, (R), on définit son indice de nilpotence par :

p=min{m € N\ {0} | M™ = 0}.
4. Donner trois exemples de matrices nilpotentes de M3(R) : un ot p =1, un ot p = 2 et un ot p = 3.

5. Soit M € M,,(R) une matrice nilpotente. Montrer que p < n.

6. On suppose ici que n > 2. Soit B = (b; ;)i je{1,...n} € Mn(R) dont les coefficients b; ; sont définis par :
biit1=1pourie{l,...,n—1} et b;; =0 pour j #i+ 1.
Résoudre dans M,,(R) I’équation d’inconnue M donnée par :

M? = B.
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SOLUTION DU SUJET N° 7

1.

Soit = € Ker(A4*). On a donc A¥ x = 0. En composant par 4, il vient A¥*1z = 0. Ainsi, z € Ker(A4*+1!)
et on conclut que Ker(A*) C Ker(A*+1). Ainsi, vy, < vy et la suite (vy)r>1 est une suite croissante.

. D’apreés le théoréme du rang, n = v +wy = Vg1 +wWk41. Ainsi, comme v < Vg1, ONaAN—Wg < N— W41

Par conséquent, wg+1 < wy et la suite (wy)g>1 est décroissante.

Supposons que vy, = Vk,+1- De plus, on a d’apres la question 1), Ker(A*0) C Ker(A¥+1). Par conséquent,
on a Ker(A*0) = Ker(A**+1). Montrons alors que Ker(A**1) = Ker(A**2). Nous savons d’apres la
question 1) que Ker(A*o+1) c Ker(A*+2). 11 suffit donc de montrer I'autre inclusion.

Soit x € Ker(A**2) on a alors A*0*2 3 = A*o+tlAx = 0 . Ainsi, on a Az € Ker(A*o+!) = Ker(Ako)
et donc AMAx = 0 = AFoFlz . On conclut que x € Ker(AFo+l) et que Ker(A*0+2) C Ker(AFo+!).
On a alors finalement Ker(A**+1) = Ker(A**2) et vy, 11 = vg,42. On montrerait alors aisément par
récurrence que pour k > ko, on a vy = vk,. La suite (vg)g>k, est donc constante et par le théoréme du
rang, comme wy = N — Vg, la suite (wg)r>k, est également constante.

Onap=1, p=2et p=3respectivement pour les trois matrices suivantes de M3(R) :
Al =

A2 = et A3 =

o OO
o o O
o o O
o o o
oS OO
S O =
o OO
S O =
O~

Il est clair que A; =0, A3 =0 (avec Ay # 0) et A3 =0 (avec A3 # 0 et A3 # 0), donc leurs indices de
nilpotence sont respectivement 1, 2 et 3.

. Soit M € M,,(R) une matrice nilpotente. Supposons par I’absurde que p > n. On a donc d’une part,

pour tout j € {1,...,n}, A7 #0 et d’autre part, A? = 0 et donc v, = n. Une matrice nilpotente ne peut
étre inversible (car AP = 0) donc Ker(A4) # 0 et v; > 1. De plus, pour tout j € {1,...,n}, v; # vj41 car
si v; = vj41, la suite (vg )k, est constante et donc v; = v, = n; on aurait alors Ker(A47) = M, 1(R) et
A7 =0, ce qui est impossible car j < n < p. Comme (v;);>1 est une suite d’entiers croissante et que
pour j € {1,...,n}, v; # vj41 et que vy > 1, il s’ensuit que v; > j pour j € {1,...,n+ 1}. Ainsi, on a
Un41 > M, ce qui est absurde car la suite (vg)r>1 est bornée par n. On conclut donc que p < n.

. 11 est aisé de vérifier que B"~1 # 0 et que B = 0. Donc B est nilpotente. On a alors si M? = B :

M?n=1) = Bn=1 oL (g et M?" = B™ = 0. Ainsi M est également nilpotente et son indice de nilpotence p
vérifie 2(n — 1) < p (car M2~ £ 0) et p < n (d’apreés la question précédente). Ainsi 2(n —1) < n et
donc n < 2 ce qui est impossible car on a supposé que n > 2. L’équation matricielle M2 = B n’admet
donc pas de solution.
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SUJET N° 11

Dans cet exercice, on désigne par n un entier naturel de N*.

On se propose de montrer qu’il n’existe pas de matrice A de Ma,11(R) telle que A% = —1, o1 I désigne la
matrice identité de May, 11(R).
Pour tout A € C, on notera Ey = Ker (A — AI) = {X € Map4+11(C)|AX = \X}.

1. Trouver une matrice A de Ma,,1(C) telle que A? = —1.
2. Dans cette question, on suppose qu’il existe une matrice A de My, 1(R) telle que A% = —1.

(a) Vérifier que 5; ((A+il) — (A —il)) = I.

(b) En déduire que : Map41,1(C) = Ker (A —iI) & Ker (A + iI).

(¢) En déduire que A est diagonalisable dans Ms,,1(C) et donner ses valeurs propres.

21 21
3. (a) Pour toute matrice colonne X = de Ma;,41.1(C), on note X la matrice colonne
Zon41 Zon+1
Montrer que X € E; si et seulement si X € E_;. La réciproque est-elle vraie ?

(b) En déduire que dim E; = dim E_;.

(c) En déduire qu’il n’existe pas de matrice A de Ma,, +1(R) telle que A2 = —T
4. Ce résultat est-il encore valable dans May, (R) ?
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SOLUTION DU SUJET N° 11

1. La matrice diagonale D = diag(i, .. .,4) vérifie D? = —1I.

2. (a)
(b)

()

4. Ce résultat est faux pour n pair. Par exemple , la matrice A = <

Par calcul direct.

Soit X € May41,1(C). La relation précédente donne

1
X = Z((A—iI)X —(A+4d)) X
En notant X; = (A4 —il) X et Xo = (A +il) X, la relation A2 + I = 0 donne X; € Ker (A + i)
et Xo € (A —iI). Tout vecteur de C" ™! se décompose comme somme d’un vecteur de E; et d'un
vecteur de F_;. Donc
C* 1l = Ker (A + i) + Ker (A — iI)

Enfin cette somme est directe car Ker (A + ¢I) N Ker (A — iI) = {0}.

La question précédente donne la diagonalisabilité et Sp (4) C {i,—i}. Il y a égalité car si un seul
de ces deux sous-espaces propres est réduit & {0}, par exemple E_; = {0}, alors Mg, 411(C) = E;
d’ou A =il, ce qui est absurde car A est une matrice réelle.

Soit X € E;. Alors AX = iX. En conjuguant cette relation, il vient AX = —iX puisque A est une
matrice réelle (il suffit de faire le produit matriciel). La réciproque est identique puisque X =X.
Soient Ai,..., A, des complexes tels que ATy + Aotz + -+ - + ATy = 0

Alors en conjuguant cette relation il vient : Adju; + Aaug + -+ - + )\T;up =0.

Et (u1,...,up) étant une famille libre par hypothese, on en déduit que AM=d== )\7, =0.
Soit encore A\ = Ay = --- = A,. Et donc (4y, Uz, ..., Gp) est une famille libre de C2ntl

De plus, elle est bien formée de vecteurs de E_; par la question précédente.

Ainsi si (uq,...,up) est une base de E;, alors p = dim E;.

Et alors (ug,...,u,) est une famille libre de E_;, de cardinal p, de sorte que p < dim E_;. Et donc
Inversement, on peut prouver que si (vi,...,v,) est une base de E_;, alors (71, ...,7;) est une

famille libre de E;, et donc que dim F_; < dim F;.

On en déduit que E; et E_; sont de méme dimension.

Si A existait, elle serait diagonalisable, et on doit avoir 2n+1 = dim C?"*! = dim E;+dim E_; = 2p,
ce qui est absurde.

0

1 _01 vérifie A2 = —1I,. Dans le cas

général, on exhibe une matrice M € My, (R) formée de n blocs diagonaux de la matrice A précédente.
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SUJET N° 14

1. Soit E un espace vectoriel sur C de dimension finie m € N*. On considére un endomorphisme inversible
fde E.
(a) Montrer que si f est diagonalisable, alors f? I'est également.
(b) Montrer que si F' est un sous-espace propre de f2, alors F' est soit un sous-espace propre de f, soit
la somme directe de deux sous-espaces propres de f.
(c) En déduire que si f? est diagonalisable, alors f est diagonalisable. Donner un exemple simple
montrant que ceci n’est plus vrai en général si on ne suppose pas f inversible.

2. On considére deux endomorphismes inversibles u et v de C™ (n > 1). On munit Uensemble £ = C™ x C"
de sa structure de C-espace vectoriel canonique ((x1, z2) + (y1,y2) = (1 + y1, 22 + y2)) et (a(z1,22) =
(al'l,()é.’ﬂg))~ Pour (‘T,y) € E, Ol pose f(xay) = (’u(y),u(m))

(a) Justifier le fait que F est de dimension finie et donner sa dimension.

(b) Prouver que u o v est diagonalisable si et seulement si v o u 1’est aussi. Donner un exemple simple,
avec n = 2, montrant que cette équivalence n’est plus vraie si on abandonne ’hypothése selon
laquelle u et v sont inversibles.

()
(d) Montrer que f est inversible et donner son inverse.
(e)
(f) Prouver que f est diagonalisable si et seulement si u o v est diagonalisable.
3. La matrice M de M4(C) définie ci-dessous est-elle diagonalisable ?

Vérifier que f est un endomorphisme de FE.

Déterminer ’endomorphisme f2.

00 3 1
0 0 -1 1
M = 11 0 O
01 0 O
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SOLUTION DU SUJET N° 14

1.

(a) Si f est diagonalisable et si A est la matrice de f dans une base B de E, il existe une matrice

(b

)

inversible P et une matrice diagonale D dans M,,(C) telles que A = P7!DP. D’ou la matrice
A? = P71D?P qui est associée & f? dans B est diagonalisable, donc f? l'est également.

Soient F un sous-espace propre de f2 associé & une valeur propre A # 0 (f est inversible) et a € C tel
que a? = X (a # 0). Alors pour tout x € F,ona 0= (f2—Ad)z = (f —ald)(f+ald)x. Si (f —ald)
(resp. (f + ald) ) est inversible, alors F' est égal au sous-espace propre E,(f) (resp. F = E_,(f) ).
Sinon, les deux sous-espaces E,(f) et E_,(f) ne sont pas réduits & {0}, il sont inclus dans F et en

somme directe. De plus, tout « € F peut s’écrire sous la forme x = — ((ald + f)z + (ald — f)x)
avec (ald+ flx € Eo(f) et (ald— flx € E_,(f); il en résulte que F = E,(f) ® E_,(f).

Comme f? est diagonalisable, I'espace E est somme directe des sous-espaces propres de f2. De plus,
d’apres la question précédente, dans chaque sous-espace propre F' de f2, on peut choisir une base
de ce sous-espace qui sera formée de vecteurs propres de f. Par concaténation, on construira ainsi
une base de E constituée de vecteurs propres de f; il en résulte que f est diagonalisable. Comme
contre-exemple, on peut considérer I’endomorphisme g de C? donné par g(e;) = 0 et g(e2) = e;.
L’endomorphisme g2 est diagonalisable puisqu’il est nul, mais g ne l’est pas. En effet dans le cas
contraire sa matrice serait semblable & la matrice nulle et donc nulle, ce qui est absurde.

Siej, -, e, est une base de C", il est clair que (e1,0),---,(€,,0),(0,e1), - ,(0,e,) forment une
base de E qui est donc de dimension 2n.

Supposons que u o v est diagonalisable. Alors, v ou = u~! o (u o v) ou est semblable & u o v et est
donc diagonalisable. Les roles de u et v étant symétriques, on obtient bien ’assertion souhaitée.
Comme contre-exemple, on peut prendre les endomorphismes u et v associés respectivement aux

matrices
0 1 1 0
A_<O O)GtB_(O O)

puisque AB = 0 est évidemment diagonalisable et BA = A ne l’est pas (cf. question 1).
C’est évident par calculs.
Comme u et v sont inversibles, il est clair que f est inversible et que f~1(z,y) = (v~ (y),v " (z)).

On a f*(z,y) = (vou(x),uov(y)).

Si h est un endomorphisme et A € C, on note E (k) le noyau de h—AId. Si f est diagonalisable, alors
f? Pest. On pose Sp (f2) = {A1,- -+, Ap}. On voit facilement que Ey, (f2) = {(z,0);2 € Ex,(vou)}®
{(0,y);y € Ex,(uow)}, dott dim(Ey, (f?)) = dim(Ey, (vou)) +dim(Ey, (uowv)) = 2dim(Ey, (uov))

P P
(vou—M\;Id et wov— A;Id sont semblables). Comme 2n = Zdim(EAi (f?) =2 Zdim(EAi (uow)),

k=1 k=1
I’endomorphisme u o v est diagonalisable. Supposons que u o v est diagonalisable, alors on a vu

que v o u Pest aussi. Choisissons une base (1, - ,2,) (resp. (y1, -+ ,yn)) de vecteurs propres de
vou (resp. wow). Alors, la famille {(x1,0),- -, (zn,0),(0,41),- -, (0,9,)} est une base de vecteurs
propres de f? qui est donc diagonalisable. Alors, d’apres 1.(c), I'endomorphisme f est diagonalisable.

3. Posons

31 11
A_<—1 1)etB_<0 1)’

et notons u (resp. v) 'endomorphisme de C? canoniquement associé & A (resp B). Alors, 'endomorphisme
f de la question 2 admet M comme matrice associée dans la base (e1,0), (e2,0),(0,e1), (0, e2). Comme
les matrices A et B sont inversibles et que la matrice AB est diagonalisable (elle admet deux valeurs
propres distinctes, ce que 1'on voit facilement avec les éléments du cours sur les matrices 2 x 2), on déduit
de la question précédente que M est diagonalisable dans My(C).
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SUJET N° 18

Soit n € N*. On note R, [X] Pensemble des polynémes de degré au plus n.
Pour tout (P, Q) € R,[X]?, sous réserve de convergence de I'intégrale, on note :

+oo
P.Q)= [ Poawe a
0
1. Pour tout (k,¢) € [0,n]?, montrer la convergence et donner la valeur de 'intégrale (X*, X*).
2. Montrer que 'application suivante est bien définie et que c’est un produit scalaire :

R,[X] xR, [X] — R
(P,Q) — (P,Q)

Soit Iapplication « définie sur R,,[X] par :
VP € R,[X], a(P)=XP"+(1—X)P.

Vérifier, rapidement, que « est un endomorphisme de R, [X].
Ecrire la matrice de o dans la base (LX,...,X™).

Déterminer le spectre de «. L’endomorphisme « est-il diagonalisable 7

AR

Pour tout k € [0, n], montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire P de degré k tel que :
Ker(a + kIdg, x]) = Vect(Py).

7. Montrer que I’endomorphisme « est symétrique.
Que peut-on en déduire pour la famille (FPy, ..., P,)?
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SOLUTION DU SUJET N° 18
1. On reconnait que (X* X =T(k+£+1) = (k+0)..
2. e L’intégrale qui définit (P, Q) s’écrit comme une combinaison linéaire d’intégrales (X*, X*),
qui convergent d’apres la question précédente, donc (P, Q) est une intégrale convergente.
e Les caracteres bilinéaire et symétrique de ( , ) sont faciles.
e Par positivité de I'intégration, comme P?(t)e™* > 0, on a : (P, P) > 0.
oo
e Si (P,P) =0, alors /+ P%(t)e~'dt = 0 ol t — P?(t)e™t est continue et positive sur R .
Donc on a : V,t € R.:Z P%(t)e=t =0, i.e. P(t) =0.
Ainsi P possede une infinité de racines, donc P = 0 (sur R).
3. On vérifie que deg(a(P)) < n, pour tout p € R,[X]. La linéarité provient de la linéarité de la dérivation.
4. On trouve : a(1) =0 et Vk € [1,n], a(X*) = —kX* + k2X* =1 d’ou la matrice de « :

0 1 0 0
0 -1 22
M = 0 | € Mat1(R)
: —(n—1) n?
0 oo - 0 -n

5. La matrice est triangulaire supérieure, donc son spectre se lit sur la diagonale :
Sp (o) =Sp M = {—k|k € [0,n]}.

L’espace R,,[X] est de dimension n+ 1 et o a n+ 1 valeurs propres distinctes, donc « est diagonalisable...

6. ...et les sous-espaces propres E_j sont tous de dimension 1. Ainsi E_j = Ker(a + kld g, [x])) est formé
de tous les multiples (avec facteur scalaire ) d’'un méme polynéme non nul; parmi ces polyndmes il y en
a un seul, P, qui est unitaire.
Soit d € [0,n] le degré de Py, et ag # 0 son coefficient dominant.
Alors deg X P/ < d et deg(1 — X)P| = d, donc, par somme, dega(Py) = d, et le coefficient de degré d
de a(Py) est celui de (1 — X )Py, soit (—1) x (dagq). Par ailleurs le coefficients de degré d de —kPy est
—kagq. Pour que a(Py) = —kPy, il faut donc que (—1) x (daq) = —kaq, soit d = k i.e. Py est de degré k.

7. Utilisons une intégration par parties, toutes les fonctions en jeu étant de classe C'' sur Rt. Soit A > 0 :
A A A
/ (P () + (1 — )P (£)Q(t)etdt — / P (H)Q(t)e~tdt + / (1= )P ()Q(t)e—"dt
0 0 0
" A A A
= [tP'(t)Q(t)e™"], —/ P’(t)Q'(t)te_tdt—/ (1 —t)P'(t)Q(t)e_tdt—l—/ (1—t)P'(t)Q(t)e 'dt
0 0 0

A A
— [tP'()Q()e ] — /O PO)Q ()te~"dt

Or  lim AP'A)Q(A)e™ =0 et [tP'(t)Q(t)e "],_, = 0. Donc
—+o00

+oo
(@(P),Q) = - / P/()Q (tte"dt = (P,a(Q))

au vu des roles symétriques joués par P et Q.
Ainsi, d’apres le théoreme spectral, les sous-espaces propres de a sont orthogonaux entre eux, donc la
famille (P, ..., P,) est orthogonale. Ainsi la famille (P,..., P,) est une base orthogonale de R,,[X].
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SUJET N° 20

Pour (p,q) € (N*)?, on note M, ,(R) I'ensemble des matrices & p lignes et g colonnes a coefficients réels.

Si A = (a;;) et B = (b; ;) sont deux éléments de M, ,(R), on pose C = A x B la matrice de My, 4(R)
définie par, Vi € [1,p],Vj € [1,4],

Ci,j = Qg5 bi7j

Une matrice A € M, (R) est dite symétrique positive si :

e A est symétrique;

e pour tout U € M, 1(R), on a UAU > 0.

On note S (R) ensemble des matrices de M,,(R) symétriques positives.

1. Montrer que si (M, N) € (S;/(R))* et A >0, alors AM + N € S} (R).

2. Soit U € M,,1(R). Montrer que A =U'U € S/ (R)

3. Montrer que si U € M, 1(R) et V € M, 1(R), alors (UTU)* (VW)= (UxV){(UxV).

4

. Soit A € SF(R). On note (Uy,...,U,) une base orthonormée de vecteurs propres de A et on note
(A1,...,Ap) les valeurs propres correspondantes.

(a) Montrer que A; > 0 pour tout j € [1,p].

P
(b) Montrer que A = Z £\ U; ;.
j=1
5. Montrer que si A et B appartiennent & S,f (R), alors A« B appartient a S (R).
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SOLUTION DU SUJET N° 20
1. Si M, N € S,(R), alors AM + N est encore symétrique. Et si A > 0, alors

UTOM)U = NUTMU) >0

2. Ona (UUT)T =UUT et XTUUTX = ||UTX]|| > 0.
Uy U1
3. Soit U = et V=1 : |.Alors (UT) = (wu;) et (VV) = (v;v;).
Up Up
Donc (UU) » (VW) = (ujujv;vj). De méme (U x V) = (wv;) et (U *V)(U % V) = (uviu;vj).
4. (a) Les valeurs propres d’une matrice symétrique positive sont positives. Car si X est un vecteur propre
associé a la valeur propre A :

AX =2X = 0< XAX = \|X|P= A= 0 car [|[X]|| >0

(b) En utilisant le fait que (U, ...,Up) est orthonormée, le calcul donne :
P
VE, | Y NU; Uy | Uk = MU

Par ailleurs on a : Vk, AU, = A, Ui. Comme les endomorphismes canoniquement associés a A et
P

E AU tUj sont égaux, puisqu’ils coincident sur une base, leurs matrices sont égales.
j=1

P P
5. Il reste a appliquer les résultats précédents. On a A = Z AU tUj, B= Zujvj 75VJ
j=1 j=1
En utilisant la distributivité (évidente) de x sur la somme, on obtient :

p p

AxB= ZZAMWU =33 XU V) (U V) >

=1 j=1 i=1 j=1
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SUJET N° 22

1. Soit &€ I'ensemble des suites réelles (up)pen vérifiant la relation

(a)
(b)
()
(d)

VpEN, upyz=4upio — duppy + 2up

Montrer que £ est un R-espace vectoriel de dimension 3.
Vérifier que la suite (p)pen appartient a €.
Déterminer les suites géométriques appartenant a &.

En déduire ’expression des suites appartenant a &£.

2. Soit f ’endomorphisme de R3 de matrice dans la base canonique

7 3 -4
A= -6 -2 5
4 2 -1

Vérifier que 1 et 2 sont valeurs propres de A.

La matrice A est-elle diagonalisable ?

) Justifier que A est semblable a

T =

O O =
N OO

1
1
0

En déduire que le polynome P(X) = (X — 1)?(X —2) est annulateur de A.

Justifier que
Vp e N, I(ap,bp,cp) ER?, AP =q, A + b, A+c, I3

ou A a été définie dans la question précédente.

Montrer que (a,)pen € €.

) Expliciter AP en fonction de A2, A, I3.

La matrice A est-elle inversible 7 Si oui, expliciter son inverse.



CHAPITRE 1. ALGEBRE 19

SOLUTION DU SUJET N° 22

1.

(a)

& est un espace vectoriel (vérification immédiate). On a dim(E) = 3. En effet p : E — R3 définie
par (up) — (uo, u1,us2) est un isomorphime. L’application ¢ est linéaire. On vérifie que Ker ¢ = {0}
et que ¢ est surjective par définition de la suite (u,).

Vérification : Vp, 4(p+2)—5(p+1)+2p=p+3.

On a (rP)pen € € si et seulement si 0 = r® —4r? + 5r — 2 = (r — 1)?(r — 2) si et seulement si
re{l1,2}.

On vient de trouver 3 suites éléments de £. On vérifie que ces trois suites forment une famille libre

(systeme de trois équations et on prend les trois premiers termes de la suite combinaison linéaire).
C’est une base de £. Ainsi

€ = Veet((@)pen, (1), ()pen) = {(ap+b+e2") o, (a,b,) € R

-1 1
On a E; = Ker(A — I5) = Vect(ey) avec ey = | 2 | et Ker(A — 2I3) = Vect(es) avec eg = [ 1
0 2

Supposons que A soit diagonalisable. Alors
AwD:diag()\,l,Z) =4=tr(A)=tr(D)=A+3=A=1

En contradiction avec dim E; = 1. Donc A n’est pas diagonalisable.

11 suffit de trouver es tel que B = (61,62, 63) soit une base de R? et f(e2) = e1 + ea, soit

x 6 3 -4\ [z ~1
A-I) |yl =|-6 -3 5| [y]=]2 @{Q%Ly - }
z 4 2 —2) \z 0 ¥

0
On peut prendre e; = | 1
1

On montre par calcul que (T — I3)? (T — 213) = 0, puis que P est annulateur de A par similitude.

) Par récurrence, A% =4 A? —5 A+ 21I3. On suppose que AP = a, A% + b, A+ ¢, I3; alors APT! =

ap A% + b, A% + ¢, A puis en remplagant :

apr1 =4a, + by
bp+1 = —5ap -+ Cp
Cp+1 = 2a,

Puis par substitution, ay+1 — 4a, + 5ap—1 — 2a,—2 =0 soit (a,) € €.

) D’ou lexistence de (o, 3,7) € R®, V¥p € N, a, = a2P + Bp+ v ; puis ag =a; =0 et ag =1

donnent a, = 2P —p — 1, puis
AP = (2P —p—1) A% + (=2PT +3p+2) A+ (2P — 2p) I
Comme 0 ¢ Sp (A), la matrice A est inversible. Alors

P(A) =0= A[A® —4A+ 515 :213:>A‘1:%[A2—4A+513]
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SUJET N° 27

Dans cet exercice, K désigne soit R, soit C. On note Is la matrice identité d’ordre 2.
On note GL2(K) 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans K qui sont inversibles .
Pour tout A dans Ms(K), on note S(A) I'ensemble des matrices semblables & A, soit :

S(A) = {PAP~! | P € GLy(K)}.

Dans les quatre premieres questions, on a K = R.
1. Soit A une matrice non nulle de M3 (R).
(a) L’ensemble S(A) est-il un sous-espace vectoriel de Mo (R)?

(b) On suppose que pour tout (M, N) € S(A)%, M + N € S(A). Montrer que tr(A) = 0.
La réciproque est-elle vraie ?

2. Déterminer S(A) lorsque A = zI, avec x réel.

3. On suppose dans cette question que A est diagonale.
L’ensemble S(A) est-il constitué uniquement de matrices diagonales ?

4. On admet que Papplication (M, N) + tr(M'N) est un produit scalaire sur My (R), ot *M désigne la
transposée de la matrice M. On note || - || la norme euclidienne associée.
On dit qu’une partie X de M3(R) est bornée lorsqu’il existe une constante C' > 0 telle que

VM e X, ||M]| < C.

(a) Pour tout A € R, on pose Ey = <(1) i‘) et F = (/1\ (1)> Calculer Ey ' et F) 1.

(b) Montrer que ’ensemble S(A) est borné si et seulement si A = z15, avec x réel.

5. Dans cette question, K = C et A est une matrice de My (C).

(a) Justifier que A admet au moins une valeur propre dans C.
(b) On suppose que 24 € S(A).
i. Soit A une valeur propre de A. Montrer que pour tout n € N, 2™\ est valeur propre de A.
ii. En déduire que tr(A) = det(A) = 0 puis que A% = 0.
(¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que 24 € S(A).
( On pourra considérer f 'endomorphisme canoniquement associé a A)
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SOLUTION DU SUJET N° 27
1. Soit A € My(R).

(a)
(b)

Si S(A) est un sev de M (R), alors 05 € S(A). Il existe donc P € GLa(R) tel que 0o = P~1AP et
alors A = 02. Or on a supposé que A # 05. Ainsi S(A) n’est pas un sous-espace vectoriel.

Soient P et @ dans GLy(R). Supposons que S(A) soit stable pour 'addition. Alors PAP~! +
QAQ™! € S(A) et il existe H € GL2(R) tel que PAP™1+QAQ~' = HAH!. Donc tr(HAH ') =
tr(PAP™1) + tr(QAQ™1) soit tr(A) = 2tr(A) et tr(A) = 0.

Prenons A = ((1) 01) et P = (01 (1)) Onatr(Ad) =0et P~1 = Pet PAP"!=—-A4.0Ona
alors A € S(A) et PAP~! € S(A) mais A+ PAP™1 =0y ¢ S(A) car sinon A = 0,.

La réciproque est fausse.

2. Soit x € R. On a alors S(zlz) = {x]>}.
3. Bien évidemment non. Toute matrice diagonalisable non diagonale est semblable & une matrice diagonale.

4. (a)

(b)

(b)

(c)

Un calcul élémentaire (pivot) ou le cours donne Ey ' = ((1) _1>\> et Fy' = <_1)\ (1))

Soit A = (CCL Z) telle que S(A) est bornée.

Il existe alors une constante C' > 0 telle que VP € GLy(R), [|[PAP1||?> < C2.
Or, pour P = E), il vient

_ 1 f(a+X —Xa+A)+b+ Ad
Comme b'%o,jo < Z b?’j = ||BJ|? les quatre coefficients ci-dessus sont bornés quand A varie.

.
Donc ¢ =0 et a = d. On recommence le méme travail avec F) : il vient en plus b = 0.
Donc A = als. La réciproque est évidente.

Le nombre A € C est valeur propre de A si et seulement si det(A — A\l3) = 0.
Or A — det(A — Al3) est un polynéme de degré deux, qui admet au moins une racine complexe,
d’apres le théoréeme de D’ ALEMBERT-(GAUSS.

i. Soit A une valeur propre de A, alors 2\ est une valeur propre de 24 et donc de A, puisque A et
2A sont semblables. Par récurrence, pour tout n € N, 2™\ est valeur propre de A.

ii. Si A #£ 0, alors A admet une infinité de valeurs propres, ce qui est impossible. Donc A = 0 et
sp(A) = {0} ; par suite, A n’est pas inversible donc det(A) = 0.

Or si 'on note 4 = (¢ Z), alors det(A — A\3) = A2 — (a + d)\ + ad — be = A(A — a — d),
car ad — be = det(A) = 0. Comme 0 est la seule racine de ce polynéme en A (puisque 0 est la

seule valeur propre), on a a = —d et 0 = ad — bc = —a? — be. Alors le calcul donne :
2
o (a*+bc 0 _
A_( 0 a2+bc>_0'

Réciproquement supposons A # 0y et A2 = 0,.

Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a A. Comme A # 0, alors f # 0. Il existe
e1 € My 1(R) tel que f(er) # 0. Et B = (f(e1),e1) est une base de Ma 1(R).

Enfin, on a B = Matg(f) = (8 é
On pose maintenant : B = (f(e1),2e1). La famille B’ reste une base de Mz 1(R) et on a B’ =

Matp (f) = (8 (2] = 2B = Matp(2f). La matrice B’ est encore semblable & A et aussi a 2A.

). Ainsi B est semblable & A et appartient donc a S(A).

Donc 2A est semblable & A et est donc dans S(A). La condition est donc suffisante.
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SUJET N° 28

Soit n € N avec n > 2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n.
On note Oz(g) 'endomorphisme nul de E et Idg I'identité de E.

Pour tout endomorphisme f de E, on définit la suite d’endomorphismes (f¥);>o par récurrence par :
% =1dg et, pour tout k > 1: f* = fo fF=1L

1. Montrer que la suite (Ker(f*)).>0 est croissante au sens de l'inclusion.

2. (a) Montrer l'existence d'un entier ¢ < n tel que Ker(f?) = Ker(f+!).
On pose alors : p = min{q € N/ Ker(f9) = Ker(f41)}.

(b) Montrer que la suite finie (Ker(f*))o<k<p est strictement croissante au sens de I'inclusion
et que la suite (Ker(f*))x>, est constante.

Soit a un réel non nul. On considére la famille de polynoémes P, = X*(X — ) avec k € [0,n — 1].
Dans la suite de ’exercice, f désigne un endomorphisme de FE tel que :

Vk € [0,n —2], P.(f) # 0z(p) et Poo1(f) = 0z(my

Le but de Iexercice est d’établir que p =n — 1.
3. Dans cette question, on suppose que f7~! = 0z(g)- Montrer que Yk € [0,n — 2], fr £ Oz (g et conclure.
4. Dans cette question, on suppose : f7"~1 # Oz(E)-

(a) Déterminer les valeurs propres de f.

(b) Montrer : Im(f"~1) = Ker(f — oldg).

(c) En déduire que Ker(f"~1) et Ker(f — aidg) sont supplémentaires dans E.

)

(d) Conclure par I’absurde en distinguant successivement les deux cas p=mn et p <mn — 1.
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SOLUTION DU SUJET N° 28

1. Pour tout k >0, on a : f¥(x) = 0= f*1(z) = 0 d’out la croissance de la suite des noyaux (Ker(f*))s>o.

2. (a) Pour k > 0, posons dj, = dim(Ker(f*)). Cette suite d’entiers naturels est croissante et majorée par
n. Elle est donc stationnaire a partir d'un certain rang et ce rang est inférieur a n. Il existe donc ¢
tel que Ker(f9) = Ker(f9™). Soit p = min{q € N/ Ker(f?) = Ker(f9t1)}.

(b) Par définition de p, la suite (Ker(f*))o<r<p est strictement croissante.
(c) Montrons par récurrence sur j > 1 que Ker(fP*7) = Ker(f?).
e Pour j =1, c’est vrai par définition de p

e On a fPH*l(z) = 0= fPHi(f(z)) = 0= fP(f(z)) = 0, puis par hypothese de récurrence.
= fP(x) = 0. Donc Ker(fpﬁ) C Ker(f?). L’inclusion réciproque ayant été établie a la question
1, on a montré que Ker(fPT7+1) = Ker(fP), ce qui achéve la récurrence.
3.0na:0#P, off)=frt—aff2=—afr 2,
Donc f?=2 #£0, et a fortiori f*¥ #0si k <n—2. Ainsi, p=n — 1.
4. Supposons f"7 # 0zp)
(a) Les valeurs propres de f sont incluses dans les racines de tout polynoéme annulateur, donc dans
{0, a}.
e Si a n’est pas valeur propre, alors f — aldg est bijective et f7~! = 0, ce qui est absurde.

e Si 0 n’est pas valeur propre, alors f bijective entraine f — aldg = 0 ce qui est impossible car,
par définition de f, le polyndme Py = X — « n’est pas annulateur de f (car n > 2).

On a z € Ker(f —aldg) = f(z) = az = f"Hz) =a"lz =z =" (Fs) =o€
Im(f"1).

Réciproquement, x € Im(f*~!) = Iy € E, f*1(y) =z. Et on a
0= f""'o[f—aldg](y) = (f — ddg)[f" *(y)] = (f — aldg)(z) = = € Ker(f — aldg)

Donc Im(f*~ 1) = Ker(f — aldg).

(c) Lorsque a # 0, on montre que Ker(f"~1) et Ker(f — aldg) sont en somme directe. En effet :

—~
o
[ ]

z € Ker(f" M) NKer(f —aldg) = f" Hx)=0et f" (z)=a" 'z

ce qui entraine = Og car a # 0.
Le théoréme du rang affirme alors que Ker(f"~!) est supplémentaire de Im(f"~!) = Ker(f — aldg).

(d) ) Slp =n, dp = dn = n = Ker(fﬂ) = F = fn — O,C(E) et dans ce cas : Pnfl(f) = OC(E) =
Y f —aldg) = 0= af"! =0. Absurde.

o sip<n—1, Ker(fP) = Ker(f*!) d’ott en utilisant (c) : Ker(f?) et Ker(f — aldg) sont donc
supplémentaires dans F.
Soit x € E. On a & = x1 + 25 avec x1 € Ker(fP),zo € Ker(f — aldg) et

Bpy(f)(x) = Bp(f)(x1) + Po(f)(22) = (f = aldg) o (f7)(z1) + [P o (f — aldg)(z2) =0

cela contredit 'hypotheése P,(f) # 0 (en contradiction avec la définition de p).
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SUJET N° 31

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie et u un endomorphisme de FE.
On désigne par Id I'endomorphisme identité de E. Le noyau et I'image d’un endomorphisme v sont notés
Ker(v) et Im(v) respectivement. Dans cet exercice, on considére un scalaire A € C.

1.

2.

Soit v un endomorphisme de E.

Prouver I’équivalence suivante :
E =Ker (v) @ Im (v) <= Ker (v) = Ker(v?)
ol la notation v? désigne I’endomorphisme v o v.

Prouver qu’on a également 1’équivalence :

Ker (v) = Ker(v?) <= Im (v) = Im(v?)

Soit u un endomorphime de E.

3.

Prouver que si (A1, A\2) € C% avec A\; # g, on a Ker (u — A\ Id) C Im (u — A\p Id).

. On note Sp(u) 'ensemble des valeurs propres de 'endomorphisme u. Soit Ag € C tel que Sp(u)\{ o} # @.

Montrer alors que :
@ Ker (u — AId) C Im (u — Ao Id)
A€Sp(u)\{Xo}

On justifiera tout d’abord la raison pour laquelle la somme @ Ker (u — A1Id) est bien directe.
A€Sp(u)\{Xo}

. En déduire que s’il existe Ao € C tel que Ker (u — Ao Id) # Ker ((u — Ao Id)?), alors u n’est pas diagona-

lisable.

Indication : on pourra montrer en premier lieu que Ag € Sp(u).

Prouver que s'il existe Ag € C tel que Im (u — Ao Id) # Im ((u — Ao Id)?), alors u n’est pas diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET N° 31

1. De maniére générale, on montre aisément que Ker(v) C Ker(v?). Supposons maintenant que E =
Ker (v) @ Im (v). Soit z € Ker (v?), il vient v(v(z)) = 0. Donc v(z) € Ker (v) NIm (v) = {0}. Ainsi,
v(z) = 0 et donc z € Ker(v). On conclut que Ker(v) = Ker(v?).

Supposons réciproquement que Ker(v?) = Ker(v). Soit z € Ker(v) N Im (v), alors il existe y € E tel que
x = v(y) avec v(xz) = 0. Donc v*(y) = 0 et y € Ker(v?) = Ker(v), il s’ensuit que v(y) = 0 = z. Par
conséquent, comme 0 € Ker(v) NIm (v), on a Ker(v) NIm (v) = {0}.

Comme Ker(v) NIm (v) = {0}, en utilisant le théoréme du rang, on obtient :

dim (Ker(v) @ Im(v)) = dim (Ker(v)) + dim (Im(v)) = dim(E).

Or, Ker(v) ® Im(v) C E et par suite, on conclut que E = Ker(v) @ Im(v).

2. De maniere générale, on montre aisément que Im(v?) C Im(v). De méme, on a toujours Ker(v) C Ker(v?).
1l s’ensuit que Ker(v) = Ker(v?) <= dim(Ker(v)) = dim(Ker(v?)), ce qui est encore équivalent & I'aide
du théoréme du rang & dim(Im(v)) = dim(Im(v?)) <= Im(v?) = Im(v) (car Im(v?) C Im(v)).

3. 81z € Ker(u — A1 Id) alors u(x) = Mz et (u— A Id)z = (A1 — A2)z. Comme A; # A2, on a
v = (u—AId)(z/(A\1 — A2)) € Im(u—A2Id). On conclut que Ker(u — A;1d) C Im(u— A21d).

4. La somme @ Ker(u — A1Id) est bien directe car il s’agit de sous-espaces propres associés a des

AeSp(u)\{Xo}
valeurs propres distinctes

Et pour tout A € Sp(u) \ {Xo}, on a X # Ay, donc d’apres la question 3), Ker (u — AId) C Im (u — Ao Id).

Par somme on en déduit que Z Ker(u — A1d) C Im (u — A\ Id).
AeSp(u)\{ Mo}

5. Montrons d’abord que A\g € Sp(u). Comme Ker (u— \gId) C Ker ((u — AgId)?) (question 1), on a
par hypothese Ker ((u— A\gId)?) # {0}. Il existe donc @ # 0 tel que (u — Ao Id)(u(z) — Aox) = 0. Si
y=u(z) — Aox =0, 0naz e Ker(u—AId)\ {0}. On obtient alors Ao € Sp(u). Si y # 0, comme on a
y € Ker (u — AgId), il vient encore A\g € Sp(u).

Raisonnons par I'absurde, supposons que u est diagonalisable. Comme Ao € Sp(u), on a soit Sp(u) = {0},
soit Sp(u) \ {Mo} # @. Si Sp(u) = {Ao}, il vient immédiatement u = A\gId et on arrive & la contradic-
tion E = Ker (u — Ao Id) = Ker ((u — Ao Id)?). Si Sp(u) \ {\o} # @, on a E = Ker(u — X\gId) & V ou
V= @ Ker(u—AId). On en déduit que dim(V) = n—dim(Ker(u— Ao Id)) = dim((Im(u— Ao Id))

AeSp(u)\{ o}

(par théoréme du rang) et comme V C Im(u — Ag Id) d’apres la question 4), on obtient V = Im(u — A\ Id).
Il s’ensuit que £ = Ker(u — AgId) @ Im(u — AgId), ce qui est absurde d’aprés la question 1) car
Ker (u — Ao Id) # Ker ((u — Ao Id)?).

6. Silm (u — AgId) # Im ((u — A9 Id)?), on obtient d’apres la question 2), Ker (u — Ao Id) # Ker ((u — Ao Id)?).
On conclut alors avec la question 5) que u n’est pas diagonalisable.
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SUJET N° 34

Soit @ un nombre réel strictement positif. Soient les deux suites réelles strictement positives (ag)gen et
(bk)ken telles que ag = a, bp =1 et :

1 1 1 1
VeEeN, agr1==-laxg+— ), bks1 == b+ — | .
2 b 2 Qg

1
1. Montrer que pour tout réel x >0,ona:z+2+ — > 4.
x

2. Etablir une relation de récurrence vérifiée par les termes de la suite (ug)gen définie par :
Vk e N, U = apbg .

En déduire que la suite (uy)ren converge vers 1.

3. Montrer que les suites (ay)ren et (br)ren sont proportionnelles et convergentes.
Déterminer leurs limites respectives.

Soit n € N*. Une matrice S € M, (R) est dite symétrique définie positive lorsque :
S symétrique et VX € M, 1(R) — {0}, ‘XSX > 0.

4. L’ensemble des matrices symétriques définies positives est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?

5. Montrer que toute matrice symétrique définie positive est inversible et que son inverse est symétrique
définie positive.

6. En déduire que si A est une matrice symétrique définie positive, on peut définir deux suites de matrices
symétriques définies positives (A(k))ken et (B(k))ren de M, (R) telles que :

A(0) = A, B0) = I,
et VkEN, A(k+1) = % (A(k) + B(k)™"), Bk +1) = % (B(k) + A(k)Y).

On dit qu’une suite de matrices (U(k))ren de My, (R) est convergente lorsque, pour tout i,j € [1,n], la suite
(u;,;(k))ken des coefficients de la i-éme ligne et de la j-éme colonne converge (quand k tend vers +00). On
appelle alors limite de cette suite la matrice de M, (R) dont le coefficient de la i-éme ligne et de la j-éme
colonne vaut kEToo w;i,j(k), pour tout i et tout j. On pourra utiliser sans démonstration que le produit de deux

suites de matrices convergentes est convergente et que sa limite est le produit (de matrices) des limites.

7. Montrer que les suites (A(k))ren et (B(k))ren sont toutes deux convergentes dans M, (R).
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SOLUTION DU SUJET N° 34

1
1. Soit la fonction f:ax+— x+2+ —.
x

2
-1
Comme f'(z) = xfz’ f est minimale sur R en 1 ol elle vaut 4.
x
1 1 1 1 1 1 1 1
2. Ona:upyr = apr1bpr1 = = | ax + — bp+— | =-(abpg+1+14+— ) == |upr+24+— ).
2 bk ag 4 kbk 4 Up

D’apres la question précédente, on a donc ur > 1 pour tout k > 1. Et donc :

—3u? + 2ug + 1 _ (ug — 1)(—3ur — 1)

< 0.
4y duy,

Uk4+1 — Uk =

La suite (ux) est décroissante et minorée, donc elle converge. Sa limite ¢ vérifie f(¢) = ¢, soit £ —1 =10
ou —3¢ — 1 =0, impossible car u; > 1. Donc ¢ = 1.

1 1
41 2 (a’“ + H) arby +1  ay

a a
3. Ona: = = = % La suite de terme général 2k est constante et
br+1 1 (b + L) b agbp+1 by b,
2 k ag
ag . N
vaut — = a , soit ar = abi. D’ou :
0
— Va et b ! — l\f L
a = = —uf au a e .= —a —Va=—.
k ai = k ko e A Ja

4. Non, il est stable par somme, mais pas par produit par un scalaire (sauf si le scalaire est strictement
positif). De plus il ne contient pas 0.

5. Pour toute matrice S symétrique définie positive, si (A, X) est un couple propre de S, alors :

0<!XSX='XAX=X |X|° d’ott A > 0.
——
>0 car X=#0

Donc, 0 n’étant pas valeur propre de S, la matrice S est inversible.
En transposant SS~! = I, on obtient t(S_l)(tS) = I, donc t(S_l) = (*S)~1 = S~ et par suite, la
matrice S™1 est symétrique. De plus, pour tout X # 0, on a :

IXSTIX =S X)S(STIX) >0 car STIX #£0.

6. Les stabilités par somme, inverse et produit par un scalaire strictement positif permettent de montrer
par récurrence sur k > 0 la relation : « A(k) et B(k) sont bien définies et sont symétriques définies
positives ».

7. D’aprés le théoréme spectral, on diagonalise A(0) = A = PDP~! avec P orthogonale et D diagonale &
valeurs propres strictement positives. Comme B(0) = [ = PIP~!, par récurrence, on a A(k) = PD(k)P~1

et B(k) = PA(k)P~!, avec D(k) = diag (a,(c ), . (" ) et A(k) = diag (b,(:), . .7b,(€n)) diagonales qui
vérifient : 1 1
Dy =D, Ay =1, Dy41 = (Dk + A ) Ak+1 = 5 (Ak + Dk_l) .
Alors, d’apres la question 3, pour tout i € [[1,n]], ona:
i i i 1
lim a,(c) = a(()) et lim b( ) = .
k—-+o0 k— 400 a(l)
0

Donc, les suites (D(k)) et (A(k)) convergent et par produit (A(k) = PD(k)P~1), la suite (A(k))ren
converge et de méme pour (B(k))ken-
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SUJET N° 39
On dira qu’une matrice M de M,,(C) (n > 2) est nilpotente s’il existe un entier p € N* tel que :

MP=1£0 et MP =0

1. Montrer que si une matrice triangulaire supérieure T a ses éléments diagonaux nuls, alors elle est
nilpotente.

2. Montrer que 'inversibilité d’une matrice est équivalente a celle de sa transposée.

3. Soit p un entier naturel non nul. On considére des réels Aq,..., A, deux & deux distincts et non nuls.
Ao A
Soit la matrice N = € M,(C)
Ap AR
aj
a2
(a) Soit X = | . € M,1(C).
ap

P
Montrer que, si NX = 0, alors pour tout &k de [1, p], on a I'égalité Z ai)\i_l =0.
i=1
(b) En déduire que N est inversible.

4. Soit une matrice triangulaire supérieure B € M,,(C) telle que Vk € [1,n], Tr (B*) = 0.

Montrer que les éléments diagonaux de B sont nuls (on pourra raisonner par ’absurde en supposant que
B possede p éléments diagonaux 2 a 2 distincts et non nuls, certains pouvant étre répétés).
En déduire que B est nilpotente.

5. Soit une matrice M € M,,(C) telle que Vk € [1,n], Tr (M*) = 0.

(a) En admettant que toute matrice M,,(C) est semblable & une matrice triangulaire, montrer que M
est nilpotente.

(b) Le raisonnement précédent est-il encore valable dans M,,(R) ?
Plus précisément, si M € M, (R), existe-t-il toujours une matrice triangulaire T de M,,(R) et une
matrice inversible P € M,,(R) telles que M = PTP~1?
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SOLUTION DU SUJET N° 39

1.

5.

En considérant ’'endomorphisme f de C™ canoniquement associé a la matrice T, et si on note (e, ..., e,)
la base canonique de C™, on a (avec des notations évidentes) :

f(e1) =0, f(es)=ti2e; donc f>(e2) =0, f(e3)="t13€e1+tazes donc f°(e3) =0

Une récurrence (ou une simple itération) montre que : Yk € [1,n], f* (ex) = 0.
On a, a fortiori : Vk € [1,n], f™ (ex) = 0. Ainsi, f™ =0, donc T™ = 0.
Comme T° = I,, # 0, entier p = min{k € N*|M* = 0} existe, donc T est nilpotente.

. A inversible & 3B € M,,(C),AB =1 < 3B € M, (C),'B'A = I < ' A inversible.

P
(a) Le systeme NX = 0 s’écrit : Vk € [1,p], Zai)\L = 0, et en simplifiant par Ay # 0, on obtient :

i=1
p .
Vk € [L,p], Y aix; ' =0
i=1
p .
(b) En notant P le polynome ZaiY“l de R,[Y], ce qui précede montre que P possede Aq,..., A,
i=1
comme racines distinctes. Comme P est de degré inférieur ou égal & p — 1, P est le polynéme nul
donc ses coefficients (les a; ) sont nuls, ce qui prouve que X = 0 et ainsi N est inversible.
. Notons d, ..., d, les coefficients diagonaux de B.
Comme, pour tout k de [1,n], on a Tr (B¥) = 0, on obtient : (1) Vk € [1,n],df + ...+ d~ = 0.
Si on suppose que parmi les réels dy, ..., d,, il en existe p qui sont 2 & 2 distincts et non nuls, et en les
notant Aq,..., A\, (pour coller & ce qui précede), alors, en désignant par ¢; le nombre d’occurrences de \;

sur la diagonale de B, I’équation (1) devient :
Vk € [Ln],alAf + ...+ ¢Ah =0
cl)\1+...+cp)\p:0

cl)\%—i—...—i—cp)\%:O
En prenant les p premieres équations, on obtient le systéme : .

cl)\’er...Jrcp/\g:O

Moo A
A2 ... N2
gy . . N 1 D
En considérant cy,...,c, comme les inconnues, la matrice de ce systeme est : M = . .
)\117 .. )\g
Mo N
Ona'tM = : : et la question 2 nous garantit que *M est inversible donc M aussi.
Ap AR
On conclut que le systéme écrit plus haut est de CRAMER et ainsi (c1,...,¢,) = (0,0,...,0), ce qui

prouve, par ’absurde, qu’aucun \; n’est différent de 0.
Finalement, tous les \; sont nuls donc, grace a la premiere question, B est nilpotente.
(a) Soit B une matrice de M, (C). Elle est semblable & une matrice triangulaire T', donc il existe une
matrice inversible P telle que : B = PTP~!. On en déduit : Vk € N, B¥ = pT*P~1.
Comme pour tout entier naturel k£, on a Tr (Bk) = 0, alors Tr (Tk) = 0 (car deux matrices
semblables ont méme trace) et d’apres la question 4, T est nilpotente donc B aussi.

-1 . s . . . L
(b) Non, par exemple : M = (1) L Si M était semblable & une matrice triangulaire réelle T,
alors, les éléments diagonaux de T seraient valeurs propres de M, ce qui est impossible puisque les

valeurs propres de M ne sont pas réelles.
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SUJET N° 40

Soit un entier n > 1. Soit E un espace euclidien de dimension n dont le produit scalaire est noté (,-);
la norme euclidienne associée est notée || - ||. On désigne par L(E) I'ensemble des endomorphismes de E.

Soit u un endomorphisme symétrique de L(FE). Le but de cet exercice est de construire des approximations

de valeurs propres et de vecteurs propres de u. A cette fin, on suppose qu’il existe un vecteur = € E et deux
réels A € R et € > 0 tels que
lu(z) = Azl <e et x| =1.

1. (a) Justifier qu’il existe n réels A1, ..., \, ordonnés par ordre croissant et une base orthonormée
(e1,...,e,) de E et (z1,...,2,) € R™ tels que :

x:Zxkek et wu(ex) = Apex, VEe{l,...,n}.
k=1

(b) Exprimer ||u(x) — Az||? en fonction de ), des i, et des xy.
(¢) En déduire qu'il existe ig € [1,n] tel que |A — A; | < e.
2. Soit d > €. On définit les ensembles d’indices I et J par :
I={ie[l,n] |[A=X|<d} et J=[lLn]\I

(a) Justifier que I # .
(b) On définit les vecteurs =y et x; par
Ty = Zaziei et x5 = Zacjej
i€l jed
5

avec la convention que z; =0 si J = @. Montrer que ||z ;|| < d

(¢) Montrer que 1 — ||zf|| < ||z || et que 0 < ||z/]| < 1.

(d) Conclure que

e
r— —.
eI d

(e) Que peut-on en déduire sur = dans le cas ou {\;,7 € I} est un singleton ?
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SOLUTION DU SUJET N° 40

1. (a) L’endomorphisme u est symétrique réel. D’apres le cours, son spectre est réel et il est diagonalisable
dans une base orthonormée. On peut choisir cette base orthonormée (eq, ..., e,) de vecteurs propres
tels que les valeurs propres associées A, pour k = 1,...,n satisfassent A\; < ... < \,. Les x; sont
alors les coefficients du vecteur = dans cette base. Avec ce choix, on obtient les relations demandées.

(b) On a = ka er et u(x Z)\k xi ex. En utilisant le fait que (e1,...,e,) est une base
k=1
orthonormale 11 vient :
(@) = Al = 'S0 = Nawerl = 30w — N2k (1.1)
k=1 k=1

(¢) En utilisant les hypotheses : [|u(z) — Az|| < € et ||z]| = 1 et la relation (1.1), on obtient :

n n
Z (Ar — 1<e?  avec in =1 (1.2)
k=1 k=1

1l existe alors un indice ig tel que |A—\;,|? = i rrlun |A—Ax|?. Tl découle alors de (1.2) la minoration :

.....

A= P <D (A = A af < €2
k=1
Il vient |\ — A;,| < &. On conclut que A est une approximation de la valeur propre \;, a € pres.
2. (a) D’apres 1), il existe ig € [1,n] tel que |A — \;)| < € et comme e < d,onaig €I dou I # 3.
(b) Si J =, onaxy =0, donc l'inégalité demandée est vérifiée. Si J # @, il découle avec (1.2) que

P2 lul@) = Azl =) (N =Nl 4+ Y (= N2l =) (N =Nl > d? ) ad =d oy,

jeJ jeI jeJ jeJ

(ot I'inégalité stricte utilise que J # @ et la définition de J) ce qui est équivalent au résultat

demandé.
n

(¢) On observe que x = Zwkek =zrtuxy.

k=1
D’apres la question 2), on a donc ||z|| = ||zr + zs|| < ||z7]| + ||z s]| et done ||z|| — ||z < ||zs]|-
On obtient alors la premiere inégalité en utilisant le fait que ||z|| = 1. Pour la seconde inégalité, on
remarque que xy et x; sont orthogonaux (car la base (eq,...,e,) est orthonormale).
On a donc 1 = ||z|? = ||| + || || et ainsi |jz7] < 1.
Si on avait ||zf|| = 0, alors z; = z et I =0, ce qui contredirait la question 2.a).
(d) On a
Ty
o= gl =l =t = g e = o = 2 = ot o = 2 09
|$1|| |331|| [E210 [l

On a alors en utilisant la question 2)c) :

Ty
sl = 1) | = sl = 11 = (1 = ) < i
H ||$1H H H [Eal
11 découle alors avec (1.3) que Hx = e ‘ < 2|l || et on conclut avec la question 2)b).

3. Si{A;,i € I} est un singleton, on a nécessairement {\;,i € I} = {\;,} car d’aprés 2)a) ig € I. Le vecteur
xr/||xr]| est donc un vecteur propre unitaire associé & la valeur propre \;,
Le vecteur unitaire x est donc une approximation a 2e/d pres de ce vecteur propre.
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SUJET N° 44

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On note ST (R) ’ensemble des matrices symétriques réelles de
M., (R) dont les valeurs propres sont strictement positives.

1. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique. Montrer que A € S;F"(R) si et seulement si pour toute matrice
colonne non nulle X € M,, 1(R), ‘’XXAX > 0.

2. Soit P € M,,(R) une matrice inversible. Montrer que A € S;' " (R) si et seulement si ‘PAP € S;F T (R).
3. Soient A et B deux matrices appartenant a ST (R) et A une valeur propre réelle de AB.
(a) Montrer que pour toute matrice non nulle X € M,, 1(R), on a: ‘X *BABX > 0. Montrer que A > 0.
(b) En déduire que AB € S,/ T (R) si et seulement si AB = BA.
4. Soient A, B et C trois matrices appartenant a S,/ *(R). On suppose que ABC est symétrique.
(a) Montrer qu’il existe @ € M,,(R) inversible telle que B = Q Q.
(b) Montrer que ‘QABCQ € S;F+(R).
(¢) Quen déduit-on sur ABC'?
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SOLUTION DU SUJET N° 44

1.

3.

Soit A € §;7T(R). A est donc diagonalisable. Si (X, X, ..., X,) est une base orthonormée de vecteurs
propres de A associée aux valeurs propres (pas nécessairement distinctes) (A1, A2, ..., A, ), alors on a :
n

n

A= Z Mo X5 ¢ X, d’ott pour toute X matrice colonne non nulle, {XAX = Z M (P X X,)% Comme X
k=1 k=1

est non nulle, il existe un 7 dans [1, n] tel que ‘X X; # 0, et comme A € S,/ T(R), on a donc : X AX > 0.

Réciproquement, soit A une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable, telle que I’'on a pour tout

vecteur colonne X non nul : *XAX > 0. En particulier pour A € Sp (A4) et X vecteur propre associé a A

on obtient : A*X X >0, d’ott A > 0 car ‘XX > 0 (X étant un vecteur propre donc non nul).

. Soit A € SFT(R). Alors ‘PAP est symétrique. De plus, soit X un vecteur colonne non nul, alors :

IX'PAPX = Y(PX)A(PX), avec PX # 0 car P est inversible.
D'ou *X'PAPX = '(PX)A(PX) > 0 car A € §T(R), ainsi *PAP € §;/*(R) en utilisant la question
1.
Réciproquement, si {PAP € S (R), alors A = *(P~1)(!PAP)(P~!) et on applique ce qu’on vient de
montrer & *PAP et P71,
(a) B € ST (R) donc B est inversible (0 n’est pas valeur propre), alors pour X # 0 : {BAB € S (R)
d’aprés la question 2. Ainsi, {X!BABX > 0. Or X'BABX = X XBX, dou A > 0car {XBX > 0.
(b) Supposons que AB = BA. Comme A et B sont symétriques réelles, ‘A = A,'B = B. Ainsi
AB = BA = AB = {AB) et AB € S,(R). Ses valeurs propres sont réelles et donc strictement
positives par la question précédente.
Réciproquement, si AB € S;F*(R), ses valeurs propres sont réelles strictement positives et {(AB) =
AB & 'BtA= AB < AB = BA.
(a) B est diagonalisable dans une base orthonormée, donc 3P € O,(R) : B = PA'P ou A est
diagonale. Les éléments diagonaux de A étant strictement positifs, il existe une matrice U diagonale
3 coefficients strictement positifs telle que : U2 = A. Ainsi : B = PUU*P. Posons Q = PU. On a
alors : tU'P = U'P, d’ott B = Q'Q et @ est inversible comme produit de matrices inversibles.
(b) Ona: 'QABCQ = 'QAQ'QCQ = A'B' on A’ = 'QAQ € ST+(R) et B = 'QCQ € S (R). Et
B'A = {QCQRIQAQ = 'QCBAQ = *QABC(Q par symétrie de ABC, donc on a : B'A’ = A'B’.
D’aprés la question 3b, on a donc A’B’ € S+ (R), c’est & dire : ‘QABCQ € S;FT(R).
(c) D’aprés la question 2, on a donc ABC € S;FF(R) avec P = Q1.
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SUJET N° 46

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2 muni du produit scalaire ( ) et de la norme || || associée.

On note Id g 'endomorphisme identité de E

1.

Soit f un endomorphisme symétrique de E' que 1'on suppose non bijectif et non nul. Montrer que 0 est

valeur propre de f et que f admet au moins une valeur propre non nulle.

On suppose désormais et jusqu’a la fin de ’exercice que f admet exactement k+ 1 valeurs propres

deux & deux distinctes (X\;)ocj<k avec k > 1 et

)\O:Oet0<|)\1|<<|)\k\

Pour tout j € [0, k], on note Ej; le sous-espace propre associé¢ & la valeur propre A;. On rappelle que

k

FE = @EAJ. et que ces sous-espaces sont orthogonaux. On note p; le projecteur orthogonal sur Ej;

=0

. Montrer que les sous-espaces Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires orthogonaux.

(c’est-a-dire le projecteur sur £, parallelement a son orthogonal E)%] ).

k

. Montrer que : Id g = ij.

Jj=0
k

. Démontrer que : f = Z/\jpj.

j=1

Soit p le projecteur orthogonal sur Im(f). Montrer que 'on a : p =

k
1
On note alors g 'endomorphisme de E défini par : g = Z )\—pj,
j=1""

6. Montrer que l'on a : fog=p.

7. Soit y un vecteur de E. Montrer que 'on a :

k

D v

j=1

Ve e B, |f(z) —yll = inf |If() —yll <= 2 — g(y) € Ker(f)

ESCP 2022 — Oral
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SOLUTION DU SUJET N° 46

1.

Comme f est un endomorphisme symétrique réel, il est diagonalisable. Le fait que ’endomorphisme f
soit non bijectif est équivalent a 0 valeur propre de f et le fait qu’il ne soit pas I’endomorphisme nul et
diagonalisable permet d’affirmer qu’il admet au moins une autre valeur propre non nulle.

. Soit x € Ker f et y € Im f. Alors y = f(2) et, par endomorphisme symétrique

0= (f(2),2) = (&, f(2)) = (z,y)-

Ainsi Ker f et Im f sont orthogonaux. Ils sont supplémentaires par le théoréeme du rang.

k
L’endomorphisme f est diagonalisable. Ainsi £ = @E,\j. Donc tout vecteur « € E s’écrit de maniere
j=0
unique x = o + 21 + - - - + 1 avec x; € E)y, et alors p;(x) = x;.
k
Donc IdE = ij.
j=0
De méme
k k k
F@) =" f) =0+ Naj =Y Ajpj(x)
j=0 j=1 j=1
k
On sait que Ey = Ker f, que Ker f & Im f et que @ E\; CIm f et qu’ils sont de méme dimension, car
j=1
tous deux supplémentaires orthogonaux de Ker f (méme égaux car il n’existe qu'un seul supplémentaire
k k
orthogonal d’un sous-espace vectoriel). Donc @ Eyx,=Imfetp= Z Dj-
j=1 j=1
On remarque que p; o p; = 6; ;p;. Donc

k k
s wiop) =) pi=p
= =1

Fog=) A

=1 J

<

1

Il s’agit ici du théoréme de la projection orthogonale.

Soit y € E, 1l existe un couple (z, f(2)) € Ker f x Im f tel que y =z + f(y) et z et f(y) orthogonaux.

De plus in]fﬂ If(z) —y|l = d(y,Im f); cette distance est atteinte par le projeté orthogonal de y sur Im f
z€

et elle vaut ||x||. Ainsi

I£(2) =yl = inf [|f(2) —yll == = — g(y) € Ker(f)
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SUJET N° 49

Soit un entier naturel n > 2. Soit F un espace euclidien de dimension n dont le produit scalaire est noté
(+,-) et la norme euclidienne associée est notée || - ||.
Un endomorphisme f de E est appelé une contraction si pour tout z de E, ||f(z)|] < ||z|]-

1. Soit p un projecteur orthogonal de E. Montrer que p est une contraction.

2. Dans cette question, f est un endomorphisme symétrique de F,
c’est-a-dire que pour tout (z,y) € E2, (f(x),y) = (z, f(y)).
Montrer que f est une contraction si et seulement si toute valeur propre A de f vérifie || < 1.

3. Soit f un endomorphisme bijectif de E. On note M la matrice associée a f dans une base orthonormée
de E.

(a) Montrer que la matrice A = MM est une matrice symétrique dont les valeurs propres sont
strictement positives.

(b) En déduire qu’il existe une matrice symétrique S dont les valeurs propres sont strictement positives
telle que A = S2.

(c) Montrer qu'il existe une matrice €2 orthogonale telle que M = Q.S.

(d) Montrer que f est une contraction si et seulement si toute valeur propre A de s vérifie |A| < 1,
ou s désigne I'endomorphisme canoniquement associé a S.

4. Montrer qu’on a unicité du couple (£2,.5) dans la décomposition de M = Q.S avec Q orthogonale et S
symétrique a valeurs propres strictement positives.
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SOLUTION DU SUJET N° 49

1. Un projecteur orthogonal est un endomorphisme symétrique. On sait alors que E = Kerp @+ Im p. Donc

pour tout z € E, x = y + z avec (y,2) € Kerp x Imp et ||z||? = ||y||? + ||2||?. Ainsi
[p@)I1* = ll21* < [yl + ll=1* < J]2]]?
2. L’endomorphisme f est diagonalisable dans une base orthonormée (e, ...,e,) de vecteurs propres de f.
Soit « € E. Alors
n n n
w=Y wme; = |af|* =Y af, et ||f(@)][P =Y Nia?
i=1 i=1 i=1

o si [Ai| <1, alors ||f(2)[]* < ||z,

e si pour tout z € E, ||f(x)|| < ||x||, ceci est encore vrai pour x = e; et |A;| < 1, puisque e; # 0.

3. (a) La matrice A est clairement symétrique réelle et si AX = AX, alors X'MMX = AXX ou
[|[MX]||? = M| X||?. La matrice M étant inversible (f bijectif), il vient A > 0.

(b) I existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D = diag(ayq,...,ay) avec a; > 0
telles que A ='PDP. On pose A = diag(y/aq, ..., /ay). Il vient A = 'PDP = 'PAPP'AP = 52,
avec S symétrique a valeurs propres strictement positives, car S est orthosemblable a une matrice
A diagonale a valeurs propres strictement positives.

(c) On pose Q = MS~™L. On a alors QQ = S~V MS~! = §71525-1 = [,. La matrice Q est
orthogonale.

(d) Soit w et s les endomorphismes canoniquement associés a 2 et S. On peut écrire que f =wo s et
[lf (@) = llw(s(@))]| = ||s(z)]||- On est ainsi ramené & la question 2.

4. Supposons que M = Q157 = 555, sous les conditions demandées. Alors ‘MM = S5 = S2. Soit (A, X) un
couple propre de 57, alors S2X = S?X = A\?2X. Ainsi A\? est une valeur propre de S3. La matrice S5 — \21
n’est pas inversible, le produit (Sz — AI)(S2 + AI) non plus. Mais la matrice So 4+ I est inversible puisque
les valeurs propres de Sy sont toutes strictement positives. Donc (A, X) est un couple propre de Ss.
En inversant les roles de S et Sy, on obtient que ces deux matrices ont les mémes valeurs propres et
les mémes vecteurs propres. Elles sont diagonalisables dans cette base commune de vecteurs propres et
semblables a la méme matrice diagonale. Donc S7 = S et 21 = 9, puisque S; est inversible.
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SUJET N° 54

On considere un espace euclidien E de dimension supérieure ou égale & 2. On note L(E) Iensemble des
endomorphismes de E et pour u € L(E) on désigne par Ker(u) le noyau de w.

1. Soit p € L(E) un projecteur orthogonal dont l'image est notée F. En utilisant la décomposition
orthogonale E = F @ F*-, montrer que |[p(z)| < ||=|| et que I'on a égalité si et seulement si x € F.

2. On considére un deuxiéme projecteur orthogonal ¢ € L(E) et on note G son image. On introduit
I’endomorphisme u = p o gop.

(a) Montrer que u est un endomorphisme symétrique de E. Qu’en déduire quant a la diagonalisabilité
de u?

Montrer que ensemble Sp (u) des valeurs propres de u est contenu dans le segment [0, 1].
Montrer que Ker(u — Idg) = FNG.
On suppose que F'N G = {0}. Soit « € E. Prouver que la suite (||u™(x)||) tend vers 0.

Lorsque F' NG # {0}, justifier existence d’une base orthonormée (g1, - ,&,) de E dans laquelle

u se diagonalise et telle que (e1,--- ,¢,) soit une base orthonormée de F'N G (n = dim(E) et

p =dim(F NG)).

(f) En déduire que dans tous les cas, pour tout z € E, on a hr—? lu™(z) — prac(z)|| = 0 ot prrG est
n—-—+0o0

la projection orthogonale sur F N G.

3. On se donne zy € F et pour n € N*, on pose x,, = pp(2,—1) ol la suite (p,)n>1 est définie par

{p si n est impair
Pn = . .
q sin est pair

(a) Exprimer zoy (resp. xox+1) en faisant intervenir u pour k > 2 (resp. k > 1).

(b) En déduire que (z,,) converge dans E vers ppng(zo) (c’est a dire que lirf lzn — Prac(zo)|| = 0).
n—-—+oo

4. Dans cette question, on se place dans le cas ott E = R3 et on note (eg, €2, e3) la base canonique de R3.
e1t+es ex+e
1; 3, 2—; 3) et que zg = (1,2,1).
Vers quel point de R? la suite (x,) converge-t-elle ?

On suppose que F' = Vect (eq, e2), G = Vect
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SOLUTION DU SUJET N° 54

1. Soit @ € E, écrivons & = 1 + x5 dans la décomposition orthogonale E = F @ F: alors nous avons
lp(@)||? = ||z1]]? < ||z1]|? +||z2]|* = ||=||* d’ou I'inégalité souhaitée. Si on est dans le cas d’égalité, d’apres
ce qui précede on a nécessairement ||z2|| = 0 et par suite © = x1 € F. La réciproque est évidente.

2. (a) Le cours nous dit qu'un projecteur orthogonal est symétrique, d’ot pour tout z,y € F, (u(x) |
y) = (plgop(@)) | y) = (gop(x) | p(y)) = --- = (x| uly)) et par conséquent u est symétrique.
L’endomorphisme u est donc diagonalisable dans une base orthonormée.

(b) Soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre unitaire associé a A, il vient A = (u(x) | z) =
{qop(x) | p(z)) = |lgop(x)||* (¢ est un projecteur symétrique). On voit donc que A > 0, et par
ailleurs A < [|p(z)]|? < ||z||* = 1 avec la question 1.). Il en découle bien que Sp (u) C [0, 1].

(c) Soit x € Ker(u — Idg), on a donc z = p(q o p(x)) € Im(p) = F. Avec 1.), on en déduit d’abord

que [[z| = [lu(z)|| < llgop(z)]| = [lg(z)] < ||lz|| (on sait déja que p(x) = x puisque z € F), d’ott
lz]l = |lg(z)] et par suite z € G. On a donc bien x € F' N G. L’inclusion réciproque est évidente.
(d) Notons (g1, - ,&,) une base orthonormée de vecteurs propres de u et A1, - - , A\, les valeurs propres

correspondantes. Compte tenu de la question 2. b) ’hypothese F ﬂ G = {0} implique que tous les

A\ appartiennent a lintervalle [0, 1[. II s’ensuit que [|u™(z)]|* = Z A | ex)? décroit vers 0, ce

k=1
qui termine la question.

(e) Comme u est symétrique, ses sous-espaces propres fournissent une décomposition orthogonale de E.

11 suffit donc de choisir une base orthonormée (g1, ,¢p) de Ker(u — Idg) = F' NG, de choisir
ensuite une base orthonormée dans chacun des sous-espaces propres restants et de terminer par
concaténation.

(f) La question 2.d) donne la réponse lorsque FF NG = {0}. Si F NG # {0}, avec les notations déja
introduites et adaptées a la base orthonormée construite dans la question précédente, il vient

P
Z x| ex)er + Z Az | erer = prac(x Z Aplx | ex)er. Ce qui implique

k=1 k=p+1 k=p+1
n

I0'(@) = pea@IF = 3 el e)? T 0car A€ 01 powr £ =pt 1.
=p+

k—

3. (a) Par récurrence, on montre que xop = q o u¥~1(xq) pour k > 2 et xop1 = uF(z0) pour k > 1

(b) Pour k > 2, on en déduit que

22 — prac(zo) | = llg (u*~(20) = prac(z0)) || < "~ (z0) — prac (zo)ll-

En notant |y] la partie entiére d’un réel y, il est alors clair que pour n > 4

[0 — prac(zo)|| < [[ul 217 (20) — prac(xo)|| + [ul®! (z0) — praG (z0)]-

Gréce a la question 2. f) on peut alors en conclure que z,, converge dans F vers ppng(2o)-
€1 — €2

V2

alors que prng(zo) = (U'U) X = (zg | u)u. En utilisant maintenant la question 3. b), on en déduit que

1
57570)'

. Le cours nous dit

4. On observe que F NG = Vect (e1 — e2). On considére le vecteur unitaire u =

la suite (z,) converge vers le point (—
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SUJET N° 55

Soit un entier naturel n > 2.

1. Montrer qu’il existe une unique famille de polynéme Ly, ..., L, € R,[X] telle que :
o 9 . 1 sii=y
V(zaj)e[[ovnﬂ ) Ll(]): .. .
0 sit#j

Pour tout i € [0, n]), préciser le degré et le coefficient dominant A; de L;.
2. Montrer que la famille £ = (Lo, ..., L,) est une base de R, [X].
Déterminer les coordonnées de tout polynéme P € R, [X] dans cette base.
3. Soit I'application R, [X] - R définie par : p(P) = P (0).
Montrer que ¢ est linéaire et calculer la matrice-ligne U, = (¢(Lo), - .., ¢(Ly)).

4. Soit la matrice-ligne K,, = (¢(1), o(X) ..., o(X™)). Soit V,, la matrice de passage de la base £ & la base
C=(1,X,...,X"). Montrer que K,, = U,V,.

- o Jo sijefon—1
5. En déduire que : Z (n) (=) = { Sl] €lon—1]
—\1 n!  sij=n.
6. Soit f: R — R une fonction de classe C™ sur R. Soit x¢ € R. Calculer :
1 n
lim —— (Z) (=1)* f(xo + kh).

h—0 h"
k=0
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SOLUTION DU SUJET N° 55
1. La condition L;(j) = 0 si j # ¢ donne n racines de L;, distinctes donc simples puisque L; € R,,[X], d’ou :
n 1 B (_1)n—i
- H(l_]) il(n — )l
J#i G
D’oti lexistence et 'unicité de L; (pour tout %), qui est de degré n.

L=\ H(X —j), avec \; € R. Alors : Li(i) =1 <= \; =
j=0

2. Comme l'espace R, [X] est de dimension n + 1, la famille de n + 1 vecteurs Ly, ..., L, est une base si et
seulement si elle est libre.
Or, pour tout pg,...,un € R, si poLg + -+ + pn Ly, = 0, alors en évaluant cette égalité en j, on obtient
p; =0, car Li(j) =0sii#jet Lj(j) =1 Donc: poLo+ -+ pnln =0=po=--- = pt, =0.
Les coordonnées de P € R,[X] dans la base Ly,..., L, sont les nombres ay,...,qa, € R tels que :
agLo+ -+ a,L, = P. En évaluant cette égalité en j, on a alors : a;; = P(j).

3. L’application ¢ est linéaire d’apres les linéarités de la dérivation et de P +— P(0).
Comme (X*)™) =0si k <n et (X™)™ =n!, pour tout i € [0,n], on a : LE") (0) = \nl = (=1)" (7).
Donc la matrice-ligne recherchée est : U, = ( (=1)"(3) (=1)"*(7) -+ (=1)°(1) ).

4. Pour tout j € [0,n], en numérotant & partir de 0, le j-éme coefficient de la matrice ligne U, V,, est
le produit de U,, avec la j-¢me colonne de V;,, colonne qui est formée des coefficients v; ; tels que

n n n
Xi = va'Li; ce produit vaut donc : Z e(Li)vij = (Z vw-Li) = p(X7),
i=0 i=0 i=0
qui est le j-eme coefficient de la matrice-ligne K,.

5. D’aprés la question 2, les coordonnées de P dans la base £, sont (P(0), P(1),..., P(n)).
Donc Vn = (ij)0<i7j<n.

Par produit de matrices, on en déduit que : K,, = U, V,, = ( cop - Cp ) avec ¢; = Z(—l)”*i (n) il
i
i=0
Par ailleurs, comme ¢(X*) =0 si k < n et (X™) =nl, on a directement K, =( 0 0 --- n! ).

Ainsi : zn: (") (1) = {0 sij € [0,n—1]

= n! sij=n.
6. D’apres la formule de TAYLOR-YOUNG a lordre n en xg, on a : f(zo+h) o E f'f(J)(:co)hJ +o(h").
—0 £~ 4!
Jj=0

Pour tout k € [0, n], comme kh tend vers 0 quand h tend vers 0, on peut remplacer h par kh, d’ot :

= (Z) (1 Fao + k) = 2 [ 3 (Z) (—1)'“;_:0 %f(%o) x (khY +o (k")

k=0 k=0

= n > (Z)(—l)kjllf(j)(xo) x (kh)’ | +0(1)

Uiy (ST (Y o
n‘_0<ﬂf (o) (;(k)< 1)k>>+ W

h
J
= f™(z0) +0(1) d’aprés la question précédente
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SUJET N° 58

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q2, T, P).
On suppose que X et Y admettent des moments d’ordre 2 et on suppose que X n’a pas une variance nulle.

Soit la matrice : A = <EE<()§;)) E(lX )> .

1. Pour tout (a,b) € R?, montrer I'existence de I'espérance E((Y —aX —b)?) et trouver une matrice colonne
B et un nombre C' € R (qui ne dépendent ni de a ni de b) tels que :

E((Y —aX —b)?) ='UAU — 2'BU + C avec U = (Z) .

On souhaite montrer I'existence et trouver (a,b) € R? tel que E((Y — aX — b)?) soit minimal.
On pose f(a,b) = BE((Y —aX —b)?).

Montrer que f admet une borne inférieure sur R2.
Montrer que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont strictement positives.

En déduire I'existence d’un minimum pour f sur R2.

ANl

Trouver explicitement tous les couples (a,b) pour lesquels ce minimum est atteint.
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SOLUTION DU SUJET N° 58

1.Ona: (Y —aX -0)?2=Y?+a’X%+? — 2aXY — 2bY + 2abX.
Comme E(X?) et E(Y?) existent, on en déduit que E(XY) existe (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
Comme E(X?) (resp. E(Y?)) existe, on en déduit que E(X) (resp. E(Y)) existe.
Donc, par linéarité de 'espérance, E((Y — aX — b)?) existe et :

E((Y —aX —b)?) = a’E(X?) + 2abE(X) + V* — 2aE(XY) — 2bE(Y) + E(Y?) = 'UAU — 2'BU + C,

BE(XY)
E(Y)

2. La fonction f est minorée (par 0, d’apres la positivité de 'espérance), donc elle admet un borne inférieure.

en posant B = ( ) et C = E(Y?).

3. La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable, d’apres le théoreme spectral — semblable a
D = diag (A1, A2). Ses valeurs propres \; et Ay sont strictement positives puisque :

MAA=tr(A)=BE(XH)+1>0 et A\l =det(4d) = B(X?) - F*(X) =V(X) >0.

Autre idée : "X AX = E((x1X + x2)?)...

4. D’apres le théoréme spectral encore, il existe une matrice P € O2(R) telle que A = PD!P. On a alors :

f(a,b) ="UPD'PU — 2'BP'PU + C

!
='U'DU" —2'B'U' + C avec U' = 'PU = (‘g,) et B'='PB = ( Zl >
2

= Aa"? 4+ Mob? = 2p10" — 2u0 + C

2 2 2 2
- r_ M r_ M2 Y )
—)\1 <(1 ) +)\2 (b ) +C )\1 )\2

2 2
Comme A\; > 0 et A\s > 0, on en déduit que la borne inférieure est C' — ’;—1 — ’;—i et qu’elle est atteinte en

un unique point donné par a’ = §* et b’ = §2 — qui détermine un unique couple (a, b).

2

2

5. La fonction f est polynomiale. Elle est de classe C' sur R? qui est ouvert, donc ce minimum est atteint
en un point critique. Or :

o1 f(a,b) =2aB(X?) +20E(X) —2E(XY) et  0af(a,b) =2aE(X)+2b—2E(Y).

Donc les points critiques sont les points (a, b) tels que

{GE(XQHI)E(X SEXY) L MU=B e U=M"'B

)
aB(X)+b=E(Y),
Soit, :
~ Cov(X,Y) ot - Cov(X, XY) — Cov(X2)Y)
TV (X) - V(X)

qui ne peut étre que le point ou le minimum est atteint.
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SUJET N° 63

Soit n € N*. Soit F un R-espace vectoriel de dimension 2n. Soient E; et Ey deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans F, chacun de dimension n, de bases respectives B; et Bs.

On note B la base de E obtenue en concaténant By et By — c’est a dire que si By = (e1,...,&,) et

By = (g1,...,¢€}), alors B=(e1,...,en,€1,--.,€0).

ren e n

Soit u un endomorphisme de F; diagonalisable. Soit f I’application linéaire de F sur Fs dont la matrice
dans les bases By et Bs est I, (matrice identité de M, (R)).
Pour tout vecteur x = 1 + x de E, avec 1 € F; et x5 € E5, on pose :

F(z) = u(z1) + f(z1) + 7 (22)

1. (a) Montrer que F est linéaire. Calculer Ker F.

(b) Montrer que F' est un automorphisme de E.
2. Soit p une valeur propre de F' et © = x1 + x2 un vecteur propre associé, avec x1 € E; et xo € Fs.

(a) Montrer que z1 # 0 et x2 # 0.

(b) Montrer que z7 est un vecteur propre de u. Déterminer sa valeur propre associée en fonction de p.
3. Soit A une valeur propre de u et x7 un vecteur propre associé.

(a) Montrer que I’équation d’inconnue p € R* suivante :

p——=2A
W

admet deux solutions réelles distinctes p1, pa.

(b) Montrer que p; et ps sont des valeurs propres de F' et donner, en fonction de 1, un vecteur propre
associé a chacune de ces valeurs propres.

4. Montrer que F' est diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET N° 63

1. (a) La linéarité de F est donnée la linéarité des applications u, f et f~!, ainsi que celle des projections
sur Fq et E5. En outre,

F(x) =0 <= u(x))+ f(x1) + fH(zp) =0 <= {

Or, f est bijective, donc x1 = 0 et, en reportant : f~1(x3) = 0, d’olt x5 = 0 (par bijectivité de f~1),
ainsi, x = 0. Donc Ker F' = {0}.
(b) Ainsi, F est injective, donc bijective car E est de dimension finie.
2. (a) Puisque F(x) = px, alors u(z1) + f(z1) + f~'(x2) = pxy + pre donc, en identifiant, on a :
u(@1) + [~ (22) = paret fa1) = pas.
Siz1 =0, alors pze = 0 et donc x9 = 0 (1 # 0 car F' est bijective). Par suite, x = 0 : absurde.
Si 29 =0, alors f(z1) =0, donc z1 = 0 (car f est bijective). Par suite, 2 = 0 : absurde.
(b) D’une part, z; # 0. D’autre part, en reprenant la deuxieéme égalité de la question précédente, comme
u # 0 puisque f bijective, on déduit que x5 = i f(z1) puis, en reportant dans la premieére égalité :
u(zy) + xl = pxy d’ot u(zy) = (u - 7> xq.
3. (a) L’équation équivaut a la suivante : u? — Ay — 1 =0 (avec p # 0).
Le discriminant de cette équation vaut A2 + 4. Il est strictement positif, d’ot la réponse.

(b) Etudions le cas de j; et posons & = x1 + if(xl) Comme z1 # 0 et if(xl) € FE,, alors z # 0. En
outre,

Fe) = u(wn) + flan) + (;ﬂxn) =ty )+ oy = s+ f ) = g

On en déduit que w1 est une valeur propre de F et x1 + i f (1) est un vecteur propre associé.

De méme, o est une valeur propre de F' et x1 + i f(x1) est un vecteur propre associé.
4. On note (eq,...,e,) une base de vecteurs propres de u. Pour tout ¢ € [1,n], on note \; la valeur
propre de w associée a e;, et on note ,ugi) et ,uéi) les solutions de I’équation p — i = );. On note encore
Yi = e —5fle;) et 2z =e; + ﬁf(el) et on considere la famille C = (y1,...,Yn, 215+ - - Zn)-
D’apres la quebtlon précédente, C est formée de vecteurs propres de F'. Montrons que c’est une base.
D’aprés la dimension, il suffit de montrer qu’elle est libre; pour cela considérons as, ..., an, b1, ...,b, € R
tels que :

Zazyz—l—szz—O c’est-a-dire Za’<i — >+Zb ( f(ei)>:0
1 2
ie.: Z(ai + bi)eiJrZ (Ll(z) + b(i)> flei) =0 dou: Z (a;+b;)e; = Z < b( ) fles) =0
i=1 i=1 \ M1 Mo =1 1

i=1 2

SN S

Or, la famille (eq, ..., e,) est libre et la famille (f(e1), ..., f(en)) aussi car f est bijective, donc :

b;
+ =0.

Vi e [1,n],a; +b; =0 et (Z)

0
Comme ugi) + uéi), on en déduit que : Vi € [1,n],a; = b; = 0.
La famille (eq,...,en, f(e1),..., f(en)) est une base de vecteurs propres de F'; ainsi, F' est diagonalisable.
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SUJET N° 65
On note j = ¢!% . On considére la matrice C' = j et on pose A = C''C. Par ailleurs, on note 03 la

matrice nulle de Mj3(C).
1. Donner les valeurs de 1+ j + j2 et 52 puis expliciter les matrices A et A2.
2. (a) Déterminer le rang de A et en déduire son spectre.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable ?
On note ¢ l'application qui a toute matrice M de M3(C) associe p(M) = AMA.
3. (a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de M3(C).
(b) Donner 'image de la matrice A par ¢. Qu’en déduire concernant I’endomorphisme ¢ ?
(c) Montrer que ¢ n’a pas de valeur propre non nulle.
(d) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
4. Pour tout couple (k, ) de [1,3]?, on note Ej ¢ la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf celui situé
a l'intersection de la k€ ligne et de la /¢ colonne, et on rappelle que la famille des 9 matrices (Ey ¢), <k.0<3

est une base du C - espace vectoriel M3(C).

Pour tout k de [[1, 3], on note e, I’élément de M3 1(C) dont tous les éléments sont nuls, sauf celui situé a
la k° ligne qui vaut 1. En vérifiant que, pour tout couple (k, £) de [1,3]?, on a Ej = ey es, montrer que :

V(/f, 6) € [[1a 3]]27 2 (Ek,e) = ijrZizA

5. (a) Déterminer Im(¢p) et en déduire la dimension de Ker(yp).

(b) Déduire des calculs faits & la question 4 une base de Ker(yp).
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SOLUTION DU SUJET N° 65

1. On trouve ou on sait que 1+ j + j2 = 0 et 53 = 1 (racines cubiques de 1'unité).
Comme C € Mj31(C) et L € M;3(C), alors A € M3(C), et apres calculs, on obtient : A =
. .2

T4 7
i it 1
A

Grace aux relations 52 = 1 et 1+ j + j2 = 0, on trouve : A% = 0.
2. (a) En notant Cy,Cy, C3 les colonnes de A, on voit, toujours grace a la relation j3 = 1, que Cy = jCj,
Cs = j2C; et comme C] n’est pas la colonne nulle, on peut conclure : rg(A4) = 1.
Ceci prouve que A n’est pas inversible, donc 0 est valeur propre de A. De plus, le polynéme X2 est
annulateur de A et sa seule racine est 0 donc la seule valeur propre possible de A est 0 . On peut
donc conclure que sp(A) = {0}.
(b) Pour que A soit diagonalisable, il faut que son seul sous-espace propre soit de dimension 3, or il
n’est que de dimension 2 (étant donné que rg(A) =1 ); donc A n’est pas diagonalisable.
3. (a) e Par stabilité de M3(C) pour le produit matriciel, (M) appartient & M3 (C).
e Si lon prend deux matrices M et N de M3(C) et un complexe A, on a (M + AN) =
A(M + AN)A, et par propriété du produit matriciel, on obtient :
oM+ AN)=AMA + AANA = p(M) + Ap(N)
e Ainsi, ¢ est un endomorphisme de Mj3(C).
(b) On a p(A) = A3 = A2A et comme A? = 03, on peut conclure : ¢(A) = 03. La matrice A n’est pas
nulle et appartient au noyau de ¢, donc ¢ n’est pas injectif.
(¢) On a:
VM € M3(C),p?(M) = A(AMA)A = A2M A? = 03, car A% = 03. Ceci prouve que ¢? = 0 et ainsi
le polynéme X? est annulateur de . Sa seule racine étant 0, on en conclut que 0 est la seule valeur
propre possible de ¢, et comme @ n’est pas injectif, ceci veut dire que ¢ admet 0 comme seule
valeur propre donc que ¢ n’a pas de valeur propre non nulle.
(d) Si ¢ était diagonalisable, sa matrice dans une base de vecteurs propres serait la matrice diagonale
nulle, donc ¢ serait I’endomorphisme nul, ce qui n’est pas le cas. Par conséquent, ¢ n’est pas
diagonalisable

4. Comme *Cej, = j*~1 pour tout k, on a :
¢ (Bpe) = ABp A = C'Cei'e,C'C = C ('Cey) (fe,C) 'C = j* 1710 C = jHH2 A

5. (a) On sait que Im(y) est engendré par la famille des images par ¢ des vecteurs de la base (Ek,¢); . s<3
et on constate, grace a la question 4, que Im(p) = Vect(A).
Comme A n’est pas nulle, on en déduit que rg(¢) = 1 et comme dim (M3(C)) =9, le théoréme du
rang permet de conclure : dim(Ker(y)) = 8.

(b) On va utiliser le calcul fait & la question 4) pour trouver une famille de 8 matrices de Ker ().

Comme ¢ (E71,1) = A, on en déduit, par linéarité de ¢ :
©(Er2—jE11) =¢(Ea1 —jE11) = 03carp (Er2) = ¢ (E21) = jA.
¢ (B3 —j2E11) = ¢ (B3 — j2E11) = 03 car ¢ (E13) = ¢ (E31) = j2A.
(B3 — E11) =9 (B2 — F11) =03 car ¢ (B2 3) = ¢ (E32) = A
¢ (Ea2 — j?E11) = ¢ (B33 — jE11) = Oscarp (Eap) = j2A et ¢ (E33) = jA
Les matrices By = E1,2 - jE1,1, By = E2,1 - jE1,1, B3 = E1,3 - j2E1,17 By = E3,1 - j2E1,17
Bs =FEy3—F11,Bs =E32—F11,B7 = E» —jQELl, Bg = E3 3 — jE; 1 forment une famille libre
(conséquence de la liberté de la famille (Ekl)1<k,e<3)v et ainsi, la famille (By,..., Bg) est une base
de Ker(yp).
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SUJET N° 1
Soit E 'espace vectoriel des fonctions polynomiales de R dans R. Pour f € E, on pose ||f||lcc = sup |f(¢)].
t€[0,1]

1
1. Soit ¢ I'application définie sur E par o(f) = F avec F' = f et / F(t)dt = 0.
0

(a) Montrer que ¢ est bien définie.
(b) Justifier que ¢ € L(F).

2. (a) Justifier que l'ensemble

el
A{ Tl ’fEE\{O}}

est non vide et majoré. On note M sa borne supérieure.

(b) Soit f € E, F = ¢(f) et G la primitive de F' sur R s’annulant en 0.

Pour z € [0, 1], exprimer G(0) et G(1) en fonction de G(z) a 'aide de la formule de TAYLOR avec
reste intégral.
En déduire

(1—2)2+ 22
v, Ir@i< | S0 ik
(c) Déterminer M.
3. On définit une suite de fonctions de E par Py =1 et
Vn € N, Pn+1 = @(Pn)

(a) Expliciter P; et P.

(b) Soit x € [0, 1]. Montrer que la série de terme général P, (z)t", n € N, converge pour tout réel ¢ tel
que |t < 2.
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SOLUTION DU SUJET N° 1

1. (a)

Le polynoéme f € E a des primitives polynomiales sur R; si H est celle qui s’annule en 0, les autres

sont de la forme H + &k, k € R; alors

1 1 1
0:/(H+k)<:>k:—/ H dou F:H—/ H
0 0 0

d’ou 'existence et 'unicité de F'.

Le polynéme F' € E par primitivation, et ¢ est linéaire par linéarité de l'intégration et de f+— H .

Soit £/ = E'\ {0} qui est non vide; la fonction f € E’ est polynomiale donc continue sur le segment
[0, 1], donc bornée ; de méme pour ¢(f). Enfin, ||f||cc = 0 implique f = 0, ce qui est exclu pour
f € E’. Donc A est bien défini et non vide.

Pour tout = € [0, 1],
/Oz F(t)at /01 UO f(t)dt} s

F(z)| = -
1
< |\f|\oo+/0 11 Fllsods < 211 fllso

< [ [ [[ 1] as

Ainsi M < 2.

G(0) = G(x)+(O—x)G’(:c)+/0(0—t)G“(t)dt et G(1)= G(:v)+(1—x)G’(x)—i—/l(l—t)G”(t)dt

xT xr
Pour tout « € [0, 1], par soustraction vu que G(0) = G(1) =0 (par hypothése sur F), il vient

1

Flz) = G'(z) = —/ (1= )G (t)dt + /0(0 _ 0@ (t)dt

x

F@ <l ([ a-ars [Ca) =[S

(1—xz)*+2? N o1 o1 1
Pouer[O,l],f:(x—§) +Z<§;douM<§.
Pour f=1,ona F(z)=2z—1, ||fllc=1 et |[|[F|loc =3 ; donc M > 3, d’ou I'égalité.
1 2?2 1
Pia)=a— > et Po(a) = = L 4 =
Ona Pi(z)==x 5 © > () 5 2+12

. D’ou si |t| < 2 alors

m@e< ()

qui est le terme général d’une série géométrique convergente.

i 1
Par récurrence, ||Py]]c0 < on
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SUJET N° 4

“+oo
Dans tout l'exercice, f désigne une fonction continue sur R telle que l'intégrale I = / f(t)dt converge.
0

On note F' la primitive de f qui s’annule en 0.
On pose, pour tout réel x strictement positif :

K(z) = - /O tf(t)dt

1. Un exemple. On suppose dans cette question que f est la fonction définie par :

= —
/ 1+¢2
Vérifier que f répond bien aux hypothéses de I'exercice et déterminer les limites de K (z) aux bornes de
son domaine.

Dans la suite, on revient au cas général ou f est quelconque .
2. Déterminer lim K(z).

z—0+
3. (a) Soit € un réel strictement positif.

Montrer qu'il existe un réel A > 0 tel que pour tout « > A, on a :|F(z) — I| < e.
r——+00 I

1 T T
(b) Montrer que lim 7/ F(t)dt = I (on pourra découper / F(t)dt en fonction de A).
0 0

(c) En déduire la valeur de lim K(x).

r—+o0
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SOLUTION DU SUJET N° 4

o . - In(1 + 2?)
1. Par calcul d’une primitive de ¢ — f(t) puis de limite, on a la convergence et K(x) = —
Dot lim K(x)=0et lim K(x)=0
r—0t r—+00
* G(z) — G(0
2. Posons G(z) = / tf(t)dt la primitive de t — tf(t) qui s’annule en 0. Alors, K(z) = (mx)i()()’ d’ont
0 _
. _ / _
iﬁ%K(m) =G'(0) =0.
3. (a) Comme lintégrale est convergente, on a liIE F(z)=1.
Tr—+00
1 [ .
(b) On remarque que 7/ Idt = I. Ainsi
T Jo
1 (" 1 (" I 1 ("
f/ Ft)dt — I = f/ (F(t) — D)t = f/ (F(t) = D)dt + f/ (F(t) - I)dt
T Jo T Jo T Jo T JA
1 x
Par définition de A et inégalité triangulaire, on a : - / (F(t) — I)dt‘ <&l <,
A
et il existe B tel que si x > B alors :
I C
7/ (F(t) - I)dt| = =2 < ¢
T Jo x
xT
Ainsi si > max(A, B), on obtient / F(t)dt — I’ < 2e.
0
T 1 T
(c) On intégre par parties / tf(t)dt et on divise par z. Il vient K(z) = F(z) — - / F(t)dt. D’apres
0 0

ce qui précede : lim K(z) =0.
xr— 400
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SUJET N° 8
Soit f la fonction définie sur Ry par : f(x) = __r

2(1+v1+az)

Soit (vp)nen la suite définie par son premier terme vy (avec vy > 0) et la relation de récurrence :
Vn € Na Un+1 = f(vn)

1. Montrer que la suite (v, )nen est bien définie, strictement positive et qu’elle converge vers 0.
2. Trouver un nombre o € R tel que : In (,/vn + VU, + 1) ~  v,%.

n——+00
2f'(x) _ 1 .
V@) (f2) +1)  a(z+1)

4. Pour tout n € N, trouver une relation simple entre w1 et w, (on pourra effectuer un changement de
variable z = f(t) aprés avoir justifié).

Dans la suite, on admet que : Vx > 0,

3. Pour tout n € N, montrer I'existence de l'intégrale suivante :

On la note w,.

Wo
27.
5. Dans cette question, on pourra utiliser sans démonstration
que la dérivée de la fonction h : x — In (\/5 + vz + 1) sur R est donnée par :

En déduire que, pour tout n € N, on a : w,, =

foN 1
hie) = 2/x(z+1)

Trouver un équivalent de v,, qui ne dépend que de n et vy, quand n tend vers +oo.
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SOLUTION DU SUJET N° 8

1. Montrons par récurrence sur n > 0 la relation : v,, est défini et v,, > 0.
e Comme vy > 0 est donné, la relation est vraie pour n = 0.

e Si la relation est vrai pour n, alors, comme f est clairement définie sur Ry, v, 41 = f(vy,) est défini.
Or, pour tout x > 0, on a clairement f(z) > 0, donc v,4+1 > 0.
Ainsi la relation est vraie a 'ordre n + 1.

Autre rédaction : f est définie sur Ry et ona: Vx>0, f(x) > 0 i.e. la partie R est stable par f et vy € RY.

’ . . NET CUn41
Comme v, > 0, on peut étudier la monotonie de (v,) & laide de : o A+ Vit < 1 < 1.
Donc (v,) est décroissante et minorée (par 0); ainsi elle converge, d’aprés le théoréme de la limite
monotone.
Comme f est continue, en passant a la limite dans la relation de récurrence, on a : £ = f(¢).
Soit £ =0 ou 2(1 + /1 + ¥¢) = 1. Comme la seconde égalité est impossible, on a donc lim(v,,) = 0.

2. D’aprés un DL usuel, ona: vz +vVI+z—1 = o+ 5 +o(x) ~ Va (terme prépondérant).
x r—

—0

En posant v = v/ + /1 + 2 — 1, qui tend vers 0, dans ’équivalent usuel In(1 + u) ~,wona donc :

uU—r

In (Vo +v1+a) :0\/5+\/1+sz :0\/5.

Comme lim(v,,) = 0, on peut remplacer x par vy, soit : In (./vn + v, + 1) ~ Un% i.e. o= %

n—-+oo

1
3. La fonction ¢ — ——=—= est continue par morceaux sur |0, +0oo[.

tHt+1)

1 1
Comme v,, > 0, la convergence de I'intégrale ne pose probléeme qu’en 0. Or : 0 <

tt+1) =0\t
1
Donc, comme / — converge, par théoreme de comparaison 'intégrale
0

vn dt
———— existe.
Vit /0 Vit +1)

tn dt
Autre idée moins acceptable : utiliser la dérivée fournie a la fin de 1’exercice pour calculer /
X

Vit +1)

puis montrer que cela converge quand X tend vers 0F.

f@)(f(x) +1)

2v/1+x
changement de variable = f(t) qui est C!, strictement croissant, bijectif de ]0, u,] sur |0, u, 1] :
f'(t) 1

w = [ [ wo [ L
T Ve b VIHUGBH D @20 i+ 20"

On voit que la suite (w,) est géométrique, donc w,, = (%)" wo.

4. Comme f(0) =0 et v,41 = f(vy), et comme f'(x) = > 0, on peut effectuer le

5. D’apres la primitive fournie par ’énoncé, on a :

[ (2 In (\/iJr Vi + 1) ) }Zn =2In (\/’UTLJr Vo, + 1) et 21}7},% d’apres Q2.

vndt
Wy, = . —
/0 VEE+1)

w2

2

1 1\" [* dt 2n
Donc, d’aprés Q4 :v,, ~ —2=—|(= —— | = ()" I® (Voo + Vo +1).
onc, d’apres Q4 : v e 4((2> /0 t(t+1)> (2) n ( vo + vo-i-)
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SUJET N° 12

+oo
1. (a) Montrer que pour tout n € N*, lintégrale / mdm converge. On la note I,,.
0 x

3n—1
I,.
3n
(¢) En déduire, pour tout n de N* expression de I,, en fonction de I et de n.

(b) Etablir que pour tout entier n € N*, ona: I, =

2. Une urne contient initialement une boule blanche et deux boules rouges. On effectue des tirages successifs
d’une boule dans 'urne suivant le protocole suivant : a chaque extraction d’une boule, on note sa couleur
puis on la replace dans 'urne accompagnée de trois boules ayant la méme couleur que celle-ci. Pour tout
n € N* on note p, la probabilité d’obtenir n boules rouges lors des n premiers tirages.

Exprimer p,, en fonction des intégrales Iy, (k € N*.)

1 [tee B3\ "
3. (a) Montrer que pour tout entier n € N*, ona: [, = —1/ (1 + ) dt.
ns Jo n

400 t3 —n
On pose alors, pour tout n de N*, a,, = / <1 + > dt.
0 n

(b) On pose, pour tout t de Ry et tout x de RY, g;(z) = —zIn (1 + > et u(x) = (1 + ) )
x

6
. ’ o
x(x + 13)?2 ot zgrfoogt(x) =0

Etudier la monotonie de la fonction u;.

On donne g} (z) =

(c¢) En déduire convergence de (a,). On note ¢ sa limite.

+oo
(d) On admet 'existence de I'intégrale I = / e~ dt. Montrer que £ > 1> 0.
0

(e) Déterminer un équivalent de p,, lorsque n tend vers +oco, en fonction de £ et de I.
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SOLUTION DU SUJET N° 12

1.

2.

3.

1
(a) Soit n € N*. La fonction f, : x — s est continue et positive sur [0, +00].
x
1 teo
De plus : f,(x) fodin et /1 ﬁdm converge car 3n > 1.
Donc, par théoréeme de comparaison, 'intégrale I,, est bien définie.
—3nz?
(b) Soit @ > 0. Par intégration par parties avec u(z) = (1+2%)7", v'(x) = 1, v'(x) = #, ona:
x n
@ 1 x r @ 3
—Fdr = | —— —|—3n/ ——dx
/o (1+a%) [<1+x3> Y T
a 1421
= +3n/ ——=dx
(]_ + ad)n o (1 + x3)n+l
a e 1 @ 1
= ————+3n / 7ndx—/ ———dx
1+ a)" < 0 (1129 0 (1429 )
. . 3n—1
Quand a tend vers 400, on obtient : I,, = 3n(l,, — I,41), soit : [,41 = 3 I,.
n
"3k —1
(c¢) Un raisonnement par récurrence permet alors d’établir que : Vn € N*, [, = I3 %
k=1
Soit n € N*. Pour tout k € N*, on note Ry, : « on obtient une boule rouge au k-ieme tirage ».
2 5 8 3n—1
Ona:Vn > 2, P(Rl) = g, PRl(R2) = 6, PleRQ(Rg) = §, ceey PRlﬂ...ﬁRn,l(Rn) = 3n .
Ainsi, d’apres la formule des probabilités composées :
“3k—-1 I,
pn=P(RiN...NRy) = P(R1)Pr,(R2)... Pryr.rr,_, (R) = || =
P 3k I

car I; n’est pas nulle (intégrale d’une fonction continue positive, non indentiquement nulle, sur un
intervalle d’amplitude non nulle).

(a) On fait le changement de variable affine t = n3z dans lintégrale I,

(b) Comme g; est clairement positive sur R, alors g; est croissante sur R% et de limite 0 en +o00. Donc
g¢ décroit sur R% , tout comme u; = exp o g;.

(c) Pour tout réel ¢ positif, u; décroit sur |0, +oo[ donc, pour tout n € N* : uy(n + 1) < ug(n).
Alors, par croissance de l'intégrale (bornes dans lordre croissant), on a : Vn € N*, a, 411 < ay.
Ainsi (a,,) décroit. Or, par positivité de I'intégrale, (a,) est minorée par 0 donc elle converge.

* en +oo (puisque g;(z) — —t%) donc

Tr——+0o0

pour tout n de N*, u;(n) > e~t’. Par croissance de Iintégrale, a,, > I. Comme I est 'intégrale

d’une fonction continue et strictement positive sur un intervalle non réduit & un point, elle est

strictement positive.

(d) La fonction u; décroit sur |0, +oo] et a pour limite e~

Par passage a la limite, £ > I > 0.

1
(e) On en déduit que : p, ~ -
+oo 1 n3
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SUJET N° 13

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur R, par : pour tout z € R, f(z) = ze®.
2. (a) Montrer que la restriction de f & [—1, +-o0[ réalise une bijection sur un intervalle J qu’on déterminera.
On note W la réciproque de cette bijection.
(b) Déterminer W (0) et W'(0).
(c) Déterminer un équivalent de W (x) lorsque = tend vers 0 et un équivalent de W (z) lorsque = tend
vers —+o00.
(d) Tracer les courbes représentatives de f et W.
3. Montrer rapidement que la restriction de f & | — oo, —1[ réalise une bijection sur un intervalle J' qu’on
déterminera. On note V' la réciproque de cette bijection.
4. Soit m réel.
Déterminer le nombre de solutions de 1’équation xe® = m.
Exprimer, lorsqu’elles existent, ces solutions a 1’aide des fonctions W et V.
5. Soit a, b deux réels non nuls. Soit ’équation e*® + bx = 0. Déterminer le nombre de solutions de cette
équation en fonction de a et b.
Exprimer, lorsqu’elles existent, ces solutions a 1’aide des fonctions W et V.
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SOLUTION DU SUJET N° 13
1. D’une part f est continue. D’autre part, comme f/(z) = (x + 1)e?, la fonction f est strictement

2.

décroissante donc bijective de | — oo, —1] sur |0, —1/e]. Et f est strictement croissante donc bijective de
[—1, +oo] sur [—1/e, +o0].

(a) Larestriction de f & [—1, +o0o] réalise une bijection sur [—1/e, +00], car f y est strictement croissante.

On note W la réciproque de cette bijection.

(b) On a f(0) =0, donc W(0) = 0. Ensuite comme f’(0) = 1, le théoréme de dérivation des fonctions

()

(d)

réciproques s’applique en 0 et W/ (0) = W =1.

En 0, on a W(z) = W(0) + 2W'(0) 4 o(x) soit W (w) ~ x.
Au voisinage de +oo, comme W (z) > 0, on écrit

= f(W(z) =W(@)eV® = W) +InW(z) =Inz
Or lim W(z) = +o0; donc InW(z) = o(W(z)) et W(z) ~ Inz.

r—+00 +oo

[-] (a faire).

La fonction f est strictement décroissante de | — oo, —1[ sur |0, —1/¢].
C’est donc une bijection de réciproque notée V.

On s’aide de la représentation graphique

a a
. L’équation e + bx = 0 est équivalente & I'équation —aze™** = — | soit f(—azx) = —.

sim €] — 0o, —1/e], il n’y a pas de solution.

sim = —1/e, il y a une unique solution W (m).

sim €] —1/e,0[, il y a deux solutions W (m) et V(m).
si m = 0, une seule solution z = 0 = W (0)

sim > 0, il y a une unique solution W(m).

b b

NP . . a , o
On est revenu a ’équation précédente avec m = — et = remplacé par —ax. Ainsi :

b
si a/b €] — o0, —1/e], il n’y a pas de solution.

si a/b=—1/e, il y a une unique solution —az = W (a/b), soit x = —LW (a/b).
si a/b€]—1/e,0],ily a deux solutions W(a/b) et V(a/b) et x = —1W(a/b), x =

si a/b> 0, il y a une unique solution z = —2W(a/b).

—<1V(a/b).
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SUJET N° 16
Soit la fonction f : [0,1[— R définie pour tout x € [0,1[, par f(z) = In(1 — )
1. (a) Montrer que f admet une primitive F' qui s’annule en 0. Donner une expression de F.
(b) Calculer les dérivées successives de F' au point 0.
(¢) Montrer que pour tout x € [0, 1], pour tout entier n > 2

- zk T rx—t\n
F=-Y g ), (50

2

(d) En déduire pour tout = € [0,1],

00 xk
F() :_kZ:?k(k—l)

Dans la suite, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

2. Soit p un réel fixé de ]0,1[. On note ¢ =1 — p.
Soit X une variable aléatoire telle que X (2) = N et Vk € N, P(X = k) = pq".

On pose
1

X +1)(X +2)

(a) Montrer 'existence de lespérance E(X) et de la variance V(X), et les calculer.

(b) Déterminer la loi de Y. Montrer qu’elle admet une espérance E(Y) et la calculer.

3. Pour tout entier n > 0, on définit

w io (n+ 1)pg*
" (k+1)(k+2)
k=n
+oo
(a) Montrer que u,, est le terme général d’'une série convergente puis calculer sa somme Z Uy -
n=0

On pourra utiliser le résultat suivant : si (an k)n>0k>0 désigne une famille de réels positifs tel que

+oo 400 +oco +oco k
la série de terme général E Qi converge alors on a l’égalité : E ( E O k) = E ( E Qn k)
k=n n=0 k=n k=0 n=0

(b) Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans N* telle que :

1
VneN, VkeN, Px_y(Z=n+1)=q (k+1)(k+2)

0 sinon

sin e [0,k]

Montrer que Z admet une espérance et la calculer.
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SOLUTION DU SUJET N° 16

1. (a) La fonction f est continue sur [0, 1] donc admet une primitive F(z) = / f(t)dt qui s’annule en 0.
0

xT x 1
Par IPP : F(z) = / L.In(1 —t)dt = [tIn(1l —t)]§ — / (1- ﬁ)dt =(xz—-1)In(l—-2)—=
0 0 -
P . " -1
(b) On a par le théoréme fondamental du calcul intégral, F'(z) = f(z) =In(1 —x) = F (z) = T
- 2)!
Par une récurrence immédiate : Vp > 2, FP)(z) = M
(1 —x)p—1

On en déduit les dérivées successives en 0 : F(0) = F'(0) =0 et Vp = 2, FP)(0) = —(p — 2)\.
(c) Par application de la formule de TAYLOR avec reste intégral a la fonction F sur le segment [0, x]
avec x € [0, 1], on obtient :

n gk T (x—t)" - 1 [Tty
N / @O pent) 4 /
7) kzzok! O+ | = Zk ), (1=)

=2

1 [* —t\" 1 /"
f/ (m ) dt‘ < 7/ dtzfquitend
nJo \1—1 n Jo n

(d) Soit z € [0,1[, V¢t € [0,2] on a 0 < 2=£ < 1. D’ou :

t

vers 0 quand n tend vers +oo.

En passant a la limite : F(x Z Fh—1)

2. (a) La variable aléatoire X + 1 suit une loi géométrique de parametre p d’ou 'existence de moments de
tous ordres et E(X)=FE(X+1)—1= % —letV(X)=V(X+1)= 1;—2”

(b) Par théoreéme de transfert, on a :

“+00 k'
1 q P P
EV) =Y — " pt=L 7——F L(g+pn
(Y) ;(k+1)(k+2)pq P 2 =K 7z (¢) = qz(q pln(p)).
3. (a)OnaM (n+1) qeth =q" Zq :"7:£
(k+1)(k+2) = I1—q¢ p
d’ott u, < (n+ l)p— = (n+1)¢"™, qui est le terme général d’une série convergente ; donc la série
> uy, (& termes positifs) converge. De plus
n=0 n=0 k= k+1 k+2) k=0 n:0(k+1)(k+2)
~+o0 k “+oc0
- pq"* m+1) =Y pq" (k+1)(k+2)
— (k+1)(k+2) = = (k+1)(k+2) 2
400
_eyogpop b1
2 & 21—¢q 2
+o00 1
b) La formule des probabilités totales donne : Vn € N, P(Z =n+1) = _ = Uy
(b) P ( ) ;(k+1)(k+2)pq
+oo
Si Z admet une espérance, alors son expression est : Z(n +1)P(Z=n+1) Z Up-
n=0 n=0
On a vu que cette série converge et que sa somme vaut % ; on obtient F(Z) = %
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SUJET N° 21

1. Soit aeRY.

(a)
(b)

1
Soit a € Ry . Calculer / t* dt .
0

Déterminer :

Lyt a
lim / —dt] .
p—+oo \ Jg 14+to

(="

En déduire la convergence de la série E . On pose alors :

= no+1
“+o0o
=k
U =
(a) nz:% noa+1

Déterminer une expression de U(«) sous forme d’une intégrale.

Déterminer I'ensemble D des réels « tels que 'intégrale

/+OO dt
0 14t

dt
1+t
Soit a € D. Déterminer un réel 3 tel que u +— u” =t définisse un changement de variables licite

+oo
soit convergente. On pose alors : V(a) = /
0

oo dt
qui permet d’exprimer l'intégrale / T a I’aide de la fonction U.
1
En déduire que :
1 «
VaeD, V(a)=U - U( ) .
@€ (@) (a)+a—1 a-—1

3. Exprimer

a ’aide d’une intégrale.
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SOLUTION DU SUJET N° 21

! 1
1. (a) / t*dt = .
0 a,+1

(p+1) 1
t (p+1) 1
(b) 0< dt < t\P dt = 0
o 1+t 0 p+1)a+1 pe

p n p 14 (_ 14(p+1) 1 1 4(p+1
(-1) / / 1—(=1)Pti¢ / dt / t
nrredt| = dt = —~1)P dt
(c) Zna+1 ZO( ) 140 L Tre Y T

(valable car —t* # 1), d’ou :

+oo 1
_ (=1~ _/ dt
U(a)_;na+1_ o 1+t

2. (a) La fonction t+— 1/(1+4t*) est continue sur R* pour tout « réel et :

)a

* sl a > 0, elle est continue en 0 et équivalente & 1/t® quand t — +o0o, d’intégrale convergente

sur [1,4o0[ ssi > 1;
* 81 a =0, elle vaut 1/2, d’intégrale divergente en +o0;

* si a < 0, elle tend vers 1 en +o00, donc d’intégrale divergente.
D =]1,+o0]

(b) Le changement de variable u +— u® =t est C! bijectif de |0, 1] sur ]1, +oo[ pour 3 < 0 et donne

oot O guf-t ! du
=/ F— —du=-8 .
. 14t 1 1+uef o ul=h 4 yla—h) B+l

Pour obtenir (o —1)8+1=0, on choisit F=1/(1-«a)<0 dou, comme af(a—1)>1,

/+°° dt :—6/1 du _ 1 U( oz)
1 14te o 1+ue/e=1) -1 \a—-1

(c) Puis, par la relation de CHASLES :

3. On tire de ce qui précede, en changeant d’indice,

o0 n +o00 _1\n 400 _1\n _1\n-1
Ve =+ U () = X Y e = Y [t e

a—1 :Ona—i—l :Ona—i—a—l noa+1 noa—1

—+oo _
2(_1)71 1 +oo dt
1+27n2a2_1:wa):/0 L

n=1
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SUJET N° 24

On cousideére la suite (u,), définie par son premier terme ug = 0 et par la relation de récurrence :
Vn € N, tpq1 = Uy + cos(uy,)

1. (a) Montrer que, pour tout n de N, u,, appartient a I'intervalle [0, 7/2].

(b) En déduire que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

. i
2. Pour tout entier naturel n, on pose : v, = 5~ Upy .

(a) Montrer que : v, — Upt1 ~ Up.
—+oo
(b) En déduire la nature de la série de terme général v,.
3. (a) Soit deux suites (a,) et (b,) & termes strictement positifs telles que a,, o by,
o0

On suppose que la série de terme général a,, est convergente. Montrer que l'on a :
+o0 —+o0
Dok, Db
n— +oo
k=n k=n

—+o0
(b) En déduire un équivalent de Z Vg
k=n
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SOLUTION DU SUJET N° 24

1.

(a)

On montre par récurrence la relation demandée.

e Vérifiée pour ug = 0. On a u; = cos(0) =1 > uo.

e La fonction f: 2 — = + cosz est strictement croissante sur [0, 7/2[ (de dérivée positive). Donc
L= fluo) < f(un) < f(m/2) = 7/2.

Si lon suppose que u,_1 < u, (c’est vérifié pour ug < uy), la croissance de f donne u, = f(u,—1) <
f(un)::iun+1-

La suite (u,,) est croissante et majorée : elle est donc convergente.

En notant £ sa limite, on obtient par passage a la limite dans 1’égalité définissant u,,, et par continuité
de la fonction cosinus, ¢ = ¢ + cos(¢). Donc ¢ = g

Pour tout entier naturel n, on a :
Up — Upt1l = Upy1 — Up = c0S(tUy,) = cos(m/2 —v,) = sinw,

Or (vy,) tend vers 0. Donc v,, — V41 = sinv, ~ vy,.

On a, pour tout entier n supérieur ou égal a 1

n—1
i iy
§(w—wm:m—%:§—%%§

k=0

On en déduit que la série de terme général v — vi41 est convergente et comme v — Vg1 ~ Vg,
le critere d’équivalence pour les séries a termes positifs permet de conclure que la série de terme
général v,, est convergente.

On écrit la définition de deux suites (ay,,) et (by,) positives équivalentes
Ve > 0,3IN /n > N = |a, — b,| < by,

Les séries > a, et donc Y _ b, étant convergentes, pour n > N

“+o0 —+oo “+oo —+oo
)DL SN SITATE it
k=n k=n k=n k=n

ce qui donne la réponse a cette question.

On sait que vy — Vg1 ~ vk et que la série > vg — vp41 est & termes positifs et convergente.

La question précédente donne :
“+oo

+oo
> (o = vep) ~ Y
k=n

k=n

Enfin
“+oo “+o0 N
E Vg ~ E (v — Vg41) = lim (Vg —Vg41) = lim v, — UN41 = U
N—+oco N —+4oc0
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SUJET N° 26

On suppose qu’il existe trois rationnels a, b, ¢, avec a # 0, tels que ae? + be + ¢ = 0, ol e = exp(1).

1. Montrer que ’hypothese ci-dessus est équivalente a la méme hypothese mais ou a, b, ¢ sont des entiers
relatifs.

On suppose désormais qu’il existe trois entiers relatifs a,b,c, avec a # 0 tels que ae? 4 be + ¢ = 0.
2. Soit f: R — R définie par f(z) = ae” + ce™*.

(a)
(b)

(c)

Montrer que f est de classe C* et déterminer f*) (x), pour tout k € N.

Montrer qu’il existe une constante s > 0 telle que
pour tout x € [0, 1] et pour tout k >0, on a : |f*)(z)| < s.

Montrer que pour tout n € N*, on a :

n—1 (k) 1 _ \n—1
=Y 0 [ i

pars k! (n—1)!
1 _ f\n—1 (n)
1—t 0
(d) Montrer qu’il existe 6,, € [0,1] tel que / Qf(”) (t)dt = F76n)
o (n—=1) n!

3. (a) Montrer que f(1) est un entier.

(b) Montrer que pour tout k € N, f*)(0) est un entier.

(n) (g
(c¢) En déduire que fT(n) est un entier.
0 F(62)

4. Montrer qu’il existe ng € N* tel que pour tout n > ng, on a : — = 0.

5. Qu’en conclut-on sur a,b,c?
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SOLUTION DU SUJET N° 26

1. On réduit au méme dénominateur 1’équation. L’égalité a zéro ne modifie rien.
2. Soit f: R — R définie par f(z) = ae” + ce™".

(a) La fonction f est de classe O car I'exponentielle 'est et f*)(z) = ae” + (—1)¥ce™®, pour tout
ke N.

(b) Ona |f®) ()| = |ae” + (=1)*ce™™| < ale + |c|.

(c) 1l Sagit de la formule de TAYLOR reste intégral sur l'intervalle [0, 1] pour une fonction C*°.
Autre idée : par récurrence sur n en intégrant par parties.

(d) D’apres le théoréme des bornes atteintes, on a :

vt €[0,1], m = min f™ < f™(t) < M = max f™.
[0,1] [0,1]

Donc :

m Pa-omt o M
— X _— d = —
</O [ (t)dt

n! (n—1)! n!

(-t
Le réel n!/ ((n)l)'f(n)(t)dt est un élément de [m, M].
0 - 1)

On termine avec le théoréme des valeurs intermédiaires.

2
3. (a) Ona:f(l):aeJrceflzae te
e

(b) Ona: fF(0)=a+ (~1)rceZ.

(¢) En utilisant les questions précédentes et le fait que k € [0,n — 1], on a :

(n) =l (k)
F6a) _ oy 1y (m)_zf <0>> .
k=0

=-beZ.

n k!

(f™ ()

4. La suite . est une suite d’entiers relatifs et qui tend vers 0.
Donc elle est nulle a partir d’un certain rang.
5. On obtient pour n > ng, ae’ + (—1)"ce=% = 0.
e Si a et ¢ sont de méme signe, il vient, avec n paira=c=0et b=10
e Si a et ¢ sont de signes contraires, il vient, avec n impaira =c=0et b =0
On a montré par I’absurde qu’un tel triplet a, b, ¢, avec a # 0 n’existe pas.

On pourrait démontrer que si a = 0, il n’existe pas b, ¢ entiers tels que be + ¢ = 0, en démontrant que e
n’est pas un nombre rationnel.
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SUJET N° 30
Pour tout A > 0, on pose Py(x) = 2% + Az — 1.

1. Montrer qu’il existe un unique u(A) € Ry tel que Py (u(A)) = 0.
On considére désormais 'application u : Ry — R définie par A — u(\).
2. Montrer que u est décroissante sur R

3. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction monotone. On suppose que f(I) est un intervalle.
Montrer que f est continue sur I (on pourra raisonner par contraposée).

4. Montrer que u(R%) =]0, 1[.
5. En déduire que u est continue sur R .

6. Déterminer lim w(A) et lim w(\)
A0+ A—+o0
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SOLUTION DU SUJET N° 30

1.

. Montrons que u(]0, +o00[) =]0, 1[. Soit o €]0,1[. Alors A =
= a.

On met de coté le cas A = 0, auquel cas ug(0) = 1. On suppose désormais que A > 0.

On étudie la fonction polynomiale Py : x — Py(z). Sa dérivée est x — 322 + X > 0. La fonction Py est
strictement croissante sur R.

Or Py(0) = —1 et Px(1) = A > 0. Par le théoréme des valeurs intermédiaires et la stricte croissance de
Py, il existe un unique u(A) tel que Py(u(A)) = 0. De plus 0 < u(\) < 1.

. Soit A, p tels que 0 < A < p. On a P, (u(N)) = u(A)? + pu(A) — 1 = u(A)? + Au(X) =1 =0 (car 0 < u(N)).

Donc P,(u())) > 0, et P,(n) = 0. Par la stricte croissance de P, on a u(u) < u(A). Ainsi application
u est décroissante.

. Supposons que f est décroissante et que f ne soit pas continue en xgy € I.

Ainsi lim f(zx)=a>b= lim+ f(x). Soit b < a # f(xp) < a. Il n’existe pas de x € I tel que f(z) = a.
T—x T—Ty
En effet si z < o, f(x) > a et si @ > xo, f(x) < b. Ainsi f(I) n’est pas un intervalle.
3

> 0 vérifie a® + Ma — 1 = 0; soit

Py(a) = 0. Par unicité de u(\), il vient u(\)

5. La fonction u est monotone décroissante. La question précédente montre que u est continue.

. On peut utiliser directement la question 4 et la monotonie de f ou refaire une démonstration.

Les limites lim u()\) et lim w()\) existent puisque la fonction u est décroissante sur R™ et bornée.
A—0t A— o0

Posons lim u(A) =aet lim w(A)=»b. Il vient 0 < a,b < 1.
A—0t A— 400

e Ona: lim u(\)?®=aet lim Au(\) =0. Donc a® =1et a=1.

A—0Tt A—0t1
u3(\) 1-0

1_
e Supposons que b # 0. On a A = ————=. Par limite de u, lim \=
u(A) A—+oo b

Contradiction. Donc b = 0.
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SUJET N° 33

Soit w une fonction continue sur R et vérifiant, pour tout réel z,

1. (a) Pour tout entier naturel n, justifier 'existence du maximum b,, de w sur [n,n + 1].
On note x,, un réel de [n,n + 1] tel que w(z,) = by.

(b) Soit n un entier naturel non nul.
i. Montrer que, si x, € |n,n + 1], alors w’(z,,) = 0 et comparer alors w(z, — 1) & w(x,).
ii. Montrer que, si 2, = n + 1, alors w est constante sur [n,n + 1].
iii. Montrer que b,,_1 = b,.

On définit de méme le minimum a,, de w sur [n,n + 1] et on montrerait que a,—1 < ay,.

1
2. On pose { = 2/ tw(t)dt. Soit n € N.
0

x+1
(a) On définit la fonction F' sur R par F(x) = / (t — z)w(t)dt.

xr
Montrer que F est dérivable sur R, calculer sa dérivée et exprimer F'(x) & 'aide de ¢.

(b) Montrer que, pour tout réel x > n,

(¢) En déduire que

by, — ¢
0< n2 < bn bn+1
On montrerait de méme ’encadrement :
{—a
0 g 2 = < An+4+1 — Ap

3. Montrer que les suites (b, )nen et (an)nen convergent et déterminer leurs limites. En déduire 'existence
et la valeur de lim w(x).
Tr—+00
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SOLUTION DU SUJET N° 33

1.

2.

(a)
(b)

Pour tout entier naturel n, la fonction w est continue sur le segment [n,n + 1], donc elle y est bornée
et elle atteint ses bornes.

i. La fonction w est dérivable sur Pouvert |n,n + 1] et si z, € Jn,n + 1], alors elle atteint son
maximum en x, qui est un point de cet ouvert, donc w’(z,) = 0. En dérivant ’égalité initiale,
il vient : Vz € R,w’(z) = w(z) — w(z — 1). En Pévaluant en x,,, on a alors : w(zy,) = w(z, — 1).

ii. Si z, =n+ 1, I'égalité initiale appliquée a n + 1 donne :

n+1 n+1
by = / w(t)dt  soit / (b — w(t))dt = 0
n n

La fonction intégrée étant continue et positive sur [n,n + 1], elle est nulle sur cet intervalle,

c’est-a-dire que w est constante sur [n,n + 1].

iii. Dans le cas (i), by, = w(zy) = w(Tp—1) < bp—1 car x,—1 € [n — 1,n].
Dans le cas (ii), b, =w(n+ 1) =w(n) < b,—1 car n € [n — 1,n).
Il reste un cas : celui ot x, = n. Dans ce cas, b, = w(n) < b,—1 car n € [n — 1,n].
Dans tous les cas, on a bien : b,_1 > b,.

x+1
(a) Pour tout x € R, F(z) = /

x

r+1
tw(t)dt — x/ w(t)dt, donc F est dérivable et pour tout x € R,
x

z+1 z+1
F'(z) = (;v—i-l)w(x—l—l)—xw(x)—/ w(t)dt —zx(w(x+1) —w(z)) zw(x+1)—/ w(t)dt =0
T xT
o 14
On en déduit que F' est constante et donc, pour tout = € R, F(z) = F(0) = 5

(b) Pour tout t € [z,2+1],ona0<t—z < 1L
En notant p = [t], on a d’une part t € [p,p+ 1]; d’autre part t > x > n entraine p >

n.

Ainsi w(t) < [max]w = b, < by, puisque la suite (by) est décroissante, d’ou b, — w(t) > 0.
p,p+1

Ainsi, par produit, on a : 0 < (t — z) (b, — w(t)) < by —w(?).

D’ot, en intégrant :

0< /Hl(t ) (b — w(t))dE < by — /m+1 w(t)dt = by — w(x +1)

(¢) On remarque que, pour tout réel z > n :

b, — ¢
2

z+1 x+1 x+1
/ (t —z)(b, —w(t))dt = b, / (t —x)dt — / (t — 2)w(t)dt = %bn —F(z) =

On conclut alors en évaluant ’encadrement de la question précédente en x = x,, 1 — 1.

3. Pour tout n € N, a; < a,, < b, < by, donc les suites (a,) et (b,) sont bornées et monotones, elles sont
donc convergentes. Un passage a la limite dans les deux encadrements de la question précédente montre

qu’elles convergent toutes deux vers /.
Soit maintenant un réel € > 0 fixé.
Il existe un entier n; tel que, pour tout entier n > nq,{ —

< a, et il existe un entier ny tel que, pour

3
tout entier n > ng, b, < £+ . En notant ng = max(ny,ng), pour tout réel © > n3, x € [n,n+ 1], ou n

est un entier supérieur ou égal a nz. On a donc :
l—e<a, <w(@)<b, <l+e

On en déduit que la limite de w en +o0o est égale a ¢
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SUJET N° 36

Soit a un réel strictement positif et f une fonction continue sur R. Pour tout A réel , on pose

_[TEA- @)
I(A)f/a S

1. Soit A, p réels tels que I(A) et I(p) existent. Montrer que A = p.

x

2. Pour tout réel x, on pose Hy(z) = / (A — f(t))dt. On suppose que H) est bornée sur R.

a

Montrer que I(\) existe.

3. Soit T un réel strictement positif. Dans cette question, on suppose que la fonction f est T-périodique.
(a) Montrer qu’il existe un réel Ay pour lequel la fonction H), est elle aussi T-périodique.

(b) En déduire qu'il existe une unique valeur A pour laquelle 7()) existe.

T lsint
4. Déterminer un équivalent, lorsque x tend vers o0, de / udt.

1 t
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SOLUTION DU SUJET N° 36

—+oo
1. Supposons A # . Les deux intégrales I(\) et I(u) existant, 'intégrale / Tﬂdt converge comme

différence de deux intégrales convergentes : contradiction.

2. La fonction Hy(z) = / (A — f(t))dt est une primitive de x — X — f(¢). Une intégration par parties

[t [

H T H(t
Lorsque x — 400, lim A(2) =0 (car Hy est bornée) et lim tg )

r—+o0 xX r— 400 a
avec un intégrale de RIEMANN. Donc I(\) existe.

donne

dt existe par comparaison

3. (a) La condition nécessaire et suffisante pour que les primitives d’une fonction f, T-périodique, soient

également T-périodiques et / f(t)dt = 0. On le démontre en remarquant que pour tout z,

/ u)du = / flu
Ici, on obtient

T 1 T
0:/0 ()\—f(t))dt:>)\ozf/0 Ft)dt

(b) Pour cette valeur Ag, la fonction H est T-périodique, donc bornée sur R. Par les question 2 et 1, Il
existe une unique valeur )y pour laquelle I(\g) existe.

s
4. La question 3 s’applique & la fonction f : ¢t — |sin(t)| qui est 7 périodique. Or / | sin¢|dt = 2. Donc en
0

xr s 2 x xr _
[ Ismt\dt?/ @, [0,
1 t ™ J1 t 1 t

a2
Et — / 5= lnx avec r — / 1) dt bornée. En utilisant les résultats précédents :
1

T
r t 2
/ |Sm‘dt ~ —Inx
1

t n—oo T

2
posant \g = —, il vient
7r
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SUJET N° 38

T sint
1. Montrer que, pour tout n de N*, 'intégrale / |t7| dt est convergente.
0

nT | o3
) . B | sin ¢| o L.
On pose désormais u,, = — dt et on se propose, d’'une part, de trouver un équivalent de wu.,,
0

+00 | o3
sint
lorsque n est au voisinage de +00, puis, d’autre part, de déterminer la nature de 'intégrale / |t7‘ dt.
0
n
. 1
2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose H,, = Z P
k=1

1
(a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a : In(n) + — < H, < In(n) + 1.
n

(b) En déduire un équivalent de H,, lorsque n est au voisinage de +00.

(k+1)m | sin |

3. Pour tout entier naturel £ non nul, on pose vy = / dt.

k7 3
2

. 2
Etabli VEe N —— <oy < —.
(a) Etablir que e N*, Gt m Uk < o

T sint 2 T sint 2 1
(b) Montrerque:VnGN*,/ &dtJrf(anl)gung/ Smdt+<Hn>.
o ¢t us o t 0 n

(¢) En déduire, d’une part, un équivalent de u,, lorsque n est au voisinage de +o0, et d’autre part, la
o0 | sin ¢ gt

nature de I'intégrale /
0
T gin ¢
4. Cette question est indépendante des précédentes. Quelle est la nature de l'intégrale / — dt?
0
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SOLUTION DU SUJET N° 38

sint sint sint
1. La fonction ¢ — | ; | est continue sur ]0, nw]. De plus, au voisinage de 07, on a | | = —
sint sint T sint
%IH(I) —~ = =1, donc t — ! se prolonge par continuité en 0 . Ainsi, I'intégrale / % dt est
- 0
convergente.
1 1
2. (a) On connait (ou on prouve) l'inégalité, valable pour tout k& de N* : Pl <hn(k+1)—Ink < T On
n—1 1 n—1 1
somme pour k allant de 1 a n — 1(n > 2), ce qui donne ——— <Inn < —, soit :
P (n>2),ceq 2T k; k
1
H, —1<Inn < H, — — (valable aussi pour n = 1).
n
1
En recentrant ’encadrement, on trouve bien : Vn € N* Inn+ — < H, <Ilnn + 1.
n
1 H, 1
(b) Pour n > 2, on peut tout diviser par Inn > 0, ce qui donne : 1 + <— <14+ —.0n
", nlnn ~ Inn Inn
trouve, par encadrement, lim —— =1 et on peut conclure : H, ~ Inn.

n—+oco Inn +oo

3. (a) On effectue le changement de variable u = t — k7 de classe C! sur [km, (k + 1)7] et on trouve :

vk:/(k+1)”|sint| dt:/7r|sin(u—i—k7r)du:/’r|(1)’“sinu|du:/7r |sinu|du:/” sinu du.
o t 0 u+ km 0 u+ km 0o u+tkm 0 u+km

Pour tout u de [0, 7], on a km < u+ km < (k + 1)7 puis en inversant (car k € N* donc tout est

trict ¢ itif), et linliant 0, sin u sinu sinu
strictement positif), et en multipliant par sinu > 0, on arrive & : < < .
b P P (k+1)m ~ u+knr km
2 2
On integre sur [0, 7] (fonctions continues et 0 < 7) : Vk € N*, ———— v < —
g [ ] ( ) (k‘ + 1)71_ X Vk x kr
(b) Avec la relation de CHASLES, on peut écrire, pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :
nt nol oG gin g " |sint sin ¢
ka:Z/ [sf ‘dt:/ | |dt:un—u1:unf/ - dt
k=1 k=1"7k7 ¢ m ¢ ot
sint = 2 2
Conclusion : Vn > 2,u, = dt vi. Comme, pour tout k de N*, <o < —,
mn /0 t +;k p (k‘-l—].)ﬂ\ k:\kﬂ_
9 n—1 1 n—1 9 n—1 1
on en déduit — v — — et on trouve :
Z k41 Z FS S ; k

t ™ sint
Vn}Z,/%dt—i— (Hn—l)gung/gdwr
0 0

2
0
Cette relation est aussi valable pour n = 1 puisqu’elle donne : u; < u1 <

Tsint 2
(¢) L’intégrale / ¥ dt est indépendante de n et H,, ~ Inn donc on peut supposer que u, ~ —Inn,
0 ™

2
ce qui se confirme aisément en divisant ’encadrement de 4 b) par —Inn > 0.
™

2 T | sint
On en déduit que 115[_1 U, = lim —Inn = +oco0, et comme u,, = / | | dt, on peut conclure
n—-+0oo

n—-+oo T 0 t

+00 | o;
sint
que l'intégrale / [sint] dt diverge (sinon lim w,, serait finie).
0 n——+oo
T sint 1
4. En 0, pas de probleme, puisque / 5 dt converge, et en 400, une IPP, avec u = n et v/ = sint,
0
. e T sin ¢ T sint
fournit la convergence de l'intégrale 5 dt. On conclut que 5 dt converge.
0

™
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SUJET N° 41

Soit € I'ensemble des suites réelles (an,)nen vérifiant ag, a; et as donnés et

VneN, apt3=apnto+ant1 —an
Montrer (sans calculer les ay,) que si (ap)nen € &, alors il existe un réel M tel que pour tout n € N
ona: |a,| < M2".

En déduire la convergence de la série de terme général a,x™ pour des valeurs de x a préciser.
+oo

Pour ces valeurs de z, on pose f(z) = g an ™ . Calculer f(z).
n=0

Que dire de ’ensemble & 7
Déterminer la suite (ay)ney de € telle que ag =0, a1 =1, a3 =2.
Déterminer les suites géométriques appartenant a £.

En déduire une base de &, et exprimer le terme général d’une suite (a,)nen € € en fonction de
agp, a1, az.

Retrouver alors 'expression de f(z). Pour quels réels x est-elle valable 7

) Soit (a,) € €. Déterminer une matrice A € M3(R) telle que :

anJrl ap,
Vn € N, Ay 42 =A An+1
An+3 Ap+2

Calculer A™ a 'aide de ce qui précede.
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SOLUTION DU SUJET N° 41

1. (a) Par récurrence forte en choisissant M > max(|ao|, 2|a1], 4]az]) ; alors :
lants| < lansol + |anti| +lan] S M2%(2° +24+1) < M2" x 8= M 2"

(b) Si |z| < 1/2, alors Vn, |a, 2™ < M |22|™ terme général d’une série géométrique convergente ; par

comparaison, E an ™ converge absolument, donc converge.

(c) Pour 0 < |z| < 1/2, on a en multipliant par 2" et en sommant :
+00 +o0 +o0 +o0
Z Opy3 T = Z Apao ™ + Z Gpg1 " — Z an "
n=0 n=0 n=0 n=0

x%’ [f(x) —ag —(113?—(12.’132} = % [f(m) —ag —alx} —&-% [f(w) —ao} — f(=)

(az — a1 — agp) 22 + (a1 — ag) = + agp
2 —a?2—z+1

fx) =

cette égalité étant encore vraie pour x = 0.

2. (a) Par linéarité de la relation, £ est un R-espace vectoriel de dimension 3 via I'isomorphisme
D (an)ney € € — (ao,al,ag) e R3

(b) Par récurrence forte immédiate, Vn, a, =n.

(¢) La suite nulle est solution. Sinon on a :

(r")e & «<=Vn, 7“3—7“2—7"—1—1} =0<=(r—1)2(r+1)=0<=rec{-1,1}

(d) D’ot une base de £ constituée de (1),en, (7)nen et ((—1)”)HGN; donc il existe «;, 8, réels tels que,
pour tout n, on a: a, =a+npf+ (—=1)"~ ; puis
a +v = ap « +v = a9 a = % —as + 2a1 + 3a0]
a 48 -y = a4 =< —a 43y = ay—2a <=<{ B = ] 2az — 2ay)
oa 26 +v = a2 a +5 -y = v = 3 la2—2a +ao]
(e) Par somme d’une série géométrique (dérivée) convergente pour |z| < 1,
+00 2
nolon_ O B 7 _z(cat Bty F+r(B-29)+(a+7)
= -1 = =
/(@) ;[O‘“’B” Al = et et T 22 (l+a)

qui redonne bien l'expression ci-dessus, pour |z| < 1.
3. (a) Par identification :

0 1 0
A= 0 01
-1 1 1
(b) Par récurrence immédiate on a :
Qp Qg
nt1 | =A" | a1
An+2 az

d’ott A™ par identification en remplacant «, 3, trouvés en 2.(d) dans Uexpression de ay,, Gpi1, Gnto -
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SUJET N° 43

Soit une fonction f : R — R, positive continue et décroissante.
n
Pour tout entier n > 0, on note S,, = Z f(k).
k=0

Dans tout ’exercice, on suppose la suite (S,,) convergente et on note

S= lim S, =Y f(n)

n—-4o0o
n=0

1. Montrer la convergence de la série : Z(fl)"f(n). On note A = Z(fl)”f(n)
n>=0
2. Montrer la convergence des séries Z f(2n) et Z f@2n+1).

On note SP et SI les sommes des ces deux séries. Exprimer SP et ST en fonction de S et A.
400 “+ o0
3. Pour tout entier n > 0, montrer que l'intégrale / f(t)dt converge et que : |[S — S,| < / fe)dt

n n
n

4. Pour tout entier n > 0, on note : A, = Z(—l)kf(k), Uy, = Asp_1 €t w,, = Agy,.
k=0
(a) Montrer que les suites (v,,) et (wy) sont adjacentes puis que :

Vn >0, Aop—1 < Aong1 <A< Ay,

(b) En déduire : Yn > 0,|A — A,| < f(n+1)
On suppose désormais la fonction f strictement décroissante.
5. Pour tout (p,e) € N* x R% on note H(p,e) 'ensemble {n € N*, S, ,, — 5, <¢e}.

(a) Montrer que H(p,e) admet un plus petit élément qu’on notera ¢(p,€)

(b) Justifier la bijectivité de f et montrer 'inégalité :

e(p,e) < f’l(%) -1

400 2
1 1
6. Cas particulier. On prend f(t) = m et on donne Z i % Calculer A, SP,S1I.
k=1

Comment choisir n de telle sorte que S, et A, approchent respectivement S et A avec une erreur
inférieure a 0.17
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SOLUTION DU SUJET N° 43

1. L’hypotheése f > 0 entraine |(—1)"f(n)| = f(n) d’ott la convergence absolue de la série > (—1)"f(n).

2. Ona:y f(2k)< S <Setd f(2k+1)< Sani1 <8

k=0 k=0

Ainsi les sommes partielles des deux séries a termes positifs étudiées sont bornées; donc ces séries
convergent.
n n—1 n
Som = f2k)+D_ [k +1) S F(28) = 5(San + Azn) Zf (2K) = (S + 4)
=z = AR 7 s 2% +1)==(S—A
Apw =S F(2k) = 3 f(2k + 1) Z F2k+1) = (S2n—A2n) *Zf +1 *§< —4)
k=0 k=0 k=0 >0
n+1 n+p n+p 1
3. Comme f est décroissante, / f)dt < f(n) = Vp >0, / Z f(k
d’ou la convergence de l'intégrale f:oo f(t)dt.
k n+p n+p n—+p +oo
< [ swa=vs00< Y fw< S [ foa= [ rwa< [ o

k-1 k=n-+1 k=n-+1

400
d’olt en prenant la limite quand p tend vers +oo : Z f(k) =15 —Sn| < / f(t)dt
k=n+1 n

4. (@A) on a: vpyr —vp = —f@Cn+ 1)+ f(2n) 2 0, wpr1 —wy, = f2n+2) — f2n+1) < 0 et
wy, — vy, = f(2n) La série Z f(n) étant supposée convergente, nécessairement lim,,_, ., f(n) =0
donc lim, 4o (wy, —v,) = 0 ce qui montre que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes; elles
convergent vers la méme limite A vérifiant w,, < lim,— 400wy <A <limy— 400 vy < vy
La croissance de w,, entraine : Ag, 1 < Agp11 < A < Agyy

(b) on en déduit : |A — Agp—1| < A2y — A2n—1 = f(2n)(cas pair)

et |A — As,| < Agy — Agny1 = f(2n + 1)(cas impair)
dot:Vn >0,][A— A, < f(n+1)

5. (a) Sp4p — Sn = f(n+1)+--- f(n+ p) est la somme de p suites toutes convergentes et de limites
nulles, donc lim, 1 oo (Sp+p — Sn) = 0, ce qui prouve que H(p,e) est non vide.
H(p,¢) est une partie non vide de N, donc elle admet un plus petit élément.

(b) La fonction f est continue et strictement monotone sur R donc bijective.
La décroissance de f entraine : Sy, — Sp, = f(n+1)+--- f(n+p) <pf(n+1)

Tout n tel que pf(n+1) <e=n> f~ (7) — 1 appartient & H(p, ). Donc ¢(p,e) < f’l(i) -1
6.
1 1 w2
t)=—"— = = etSI=y —— _ =-§=_
1= (t+1 Zk+ Zk2 665 Z;J((lwrl))? 45 24
Onsaitaussi:SI:%(S—A) onendéduitA—§:12,d’ou 51—24 et SP =

IS — Sn| < f;roo f(t)dt = n+1 est inférieur & 0.1 pour n > 9.
|A— A, < f(n+1)= o +2)z est inférieur & 0.1 pour n > v/10 — 2 donc dés que n > 2.

On choisit donc n > 9 pour avoir les deux simultanément.
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SUJET N© 48
Soit f :]0, +-00[— R définie par f : x + ze~*. On définit F :]0, +o0o[>— R par

Fi(zy) = f@) + fy) — fle+y)

1. Montrer que F est de classe C? sur l'ouvert ]0, 400 [2 et exprimer, pour tout (z,y) €]0,+00 [2, les
dérivées partielles premiéres 01 F (z,y) et 02 F(z,y) en fonction de f'(z), f'(y) et f'(z +y).

2. Etablir que, pour tout a €]0, +oc [, 'équation f'(x) = f'(a), d’inconnue = €]0, 4+-00[, admet au plus une
solution distincte de a.

3. En déduire que, pour tout (z,y) €]0, +00 [2, (x,y) est un point critique de F si et seulement si :

z=yet f'(z) = f'(22).
4. Montrer que F' admet un unique point critique, noté («, a), et montrer que 1 < a < 2.

5. Montrer : f”(a) < 0 et f”(2a) > 0.

6. Montrer que F' admet un extremum local. Déterminer la nature de cet extremum local.
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SOLUTION DU SUJET N° 48

1.

f est de classe C? sur ]0, +oo | par produit de fonctions C2.
Les fonctions (z,y) — x, (x,y) — y et (x,y) — & + y sont de classe C? sur ]0,+oo [* car polynomiales,

et & valeurs dans ]0, +oo[. Donc, par composition, F est C? car somme de fonctions C2. On a alors

o f(z,y) = f'(x) = f(x+y) et F(z,y) = f'(y) — f'(z+y)

.Onafiz—e*—xze®=e¢%1l—2a),etdonc f"(z) = —e*—(1—z)e® =e*(x—2). Ona f

qui est strictement monotone sur ]0,2] et sur |2, 400 [, 'équation f'(x) = f’(a) posséde au plus deux
solutions. Puisque I'une d’elles est a, elle posseéde au plus une solution distincte de a.

(x,y) est un point critique de F si et seulement si 01 F(z,y) = 02 F (z,y) = 0, soit

{ f'(@) = f'(z+y)
f'y) = '@ +y)

Comme z et y sont strictement positifs, z +y > x et  + y > y. Donc d’apres la question précédente,
léquation f'(t) = f'(x + y) posséde au plus une solution différente de x + y.

Et donc si f/(x) = f'(y) = f'(x+y), alors nécessairement « = y, et alors z+y = 2z, donc f/(z) = f'(2z).
Réciproquement, si z =y et f/(2z) = f/(2z), alors f'(z) = f'(x + y) et f'(y) = f'(x +y) et donc (x,y)
est un point critique de F'.

En conclusion, (x,y) est un point critique de F si et seulement si z =y et f/'(z) = f'(2x).

. Une solution de I’équation f’(z) = f’(2x) sera nécessairement dans [0, 2], avec 2z € [2, +00[. Autrement

dit, une solution de f’(z) = f’(2x) est nécessairement dans |1, 2].
De plus, on a

fl@)=f2r)ee®1l-—2)=e2"1-22) < (1—2)=ec (1 —22).

Posons alors g(z) =1 —z — e (1 — 2z), de sorte que f'(z) = f'(2x) si et seulement si g(z) = 0. Une
étude de la fonction g donne ¢'(z) = -1+ e (1 —2z) + 2¢~* = ¢ *(3 — 22) — 1. On montre que g est
strictement décroissante sur |1, 2[.
D’autre part, g(1) =e~! >0 et g(2) = —1 4 3e2. Puisque e > 2,672 < 1 et donc g(2) < 0.
D’apres le théoréme de la bijection, il existe donc un unique « €] 1,2 tel que g(a) = 0 et donc un unique
a €]1,2] tel que f'(a) = f'(2a).
Puisque « €]1,2[ et 2a > 2, d’apres le tableau de variation, on a f”(«a) < 0 et f”(2a) > 0.
Puisque F' posséde un unique point critique, elle possede au plus un extremum local, qui sera nécessaire-
ment en (o, «). Un calcul rapide de la hessiennne de F' en (o, ) donne
1 1 1

2 _( ["(a) = "(20q) —f"(2a)
v F(a,a) = ( —f”(QOé) f”(Oé) _ f//(2a) .
Par la question précédente, tr(V2F) < 0 et det((V2F)) = f”(a)(f"(a) — 2f"(2a)) > 0. Cette matrice
posseéde deux valeurs propres non nulles de méme signe (déterminant positif) et qui sont négatives par la
trace. Ainsi F' admet en ( «, @ ) un maximum local.
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SUJET N° 51
On note I le segment [0, 1] de R.

1. Soit r €]0, 1[. Dans cette question, f désigne une fonction continue sur I qui est strictement croissante sur
[0,7] et strictement décroissante sur [r, 1]. De plus, on suppose que f(0) = f(1) =0 et on pose M = f(r).

(a) Donner l'allure de la courbe représentative de f.
(b) Justifier que f est une bijection de [0,7] (resp. [r, 1] ) sur le segment [0, M]; on note g; (resp. gz) sa
réciproque. Que peut-on dire de g1 et go 7

(c) Vérifier que pour tout = € I, on a g1(f(z)) < x < g2(f(x)). En déduire que si (z,,) est une suite de

points de [ telle que la suite (f(z,)) tend vers M, alors liIJIrl Tp =T.
n—-+0o0o

2. Dans cette question, on pose f(z) = z(1 — z).

(a) Etudier rapidement la fonction f.

1 1
(b) On consideére la suite (uy,),>0 définie en se donnant ug € [0, 5[ et en posant up41 = TEETNE
—u,
Vérifier que la suite (u,,) est correctement définie et que pour tout entier n > 0, u,, est contenu dans
1
0, =|[.
0,51

(¢) Montrer que ug < uq, puis étudier les variations de la suite (uy,).

(d) Montrer que la suite (u,) converge vers 5

Dans toute la suite, on considére une fonction g qui est continue sur [0, 1], strictement croissante sur [0, 1],

2
strictement décroissante sur [3,1] et telle que : g(0) = g(1) = 0 et g(3) = 1.

1 1
5[ tel que g(v1)(1 — g(vo)) > ~.

1
3. (a) On se donne vy € [0, 5[ Montrer que 'on peut trouver v, €]0, 1

1
(b) Construire par récurrence une suite (v,)n>0 C I telle que g(v,41)(1 — g(v,)) > 7 pour tout n > 0.

1
4. Dans cette question, on considére une suite (wy)n>0 C I telle que g(wy+1)(1 — g(wy,)) > 7 powr tout
n > 0.
(a) Montrer que la suite (g(wy,)) est croissante.

(b) En déduire que la suite (w,) est convergente et déterminer sa limite.
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SOLUTION DU SUJET N° 51

1.

(a)
(b)

La courbe passe par les points remarquables (0,0), (r, M) et (1,0). Il est clair que cette courbe
passe par un unique sommet (maximum global) qui est atteint au point d’abscisse .

La fonction f est continue et strictement croissante (resp strictement décroissante) sur lintervalle
I, = [0,7] (resp. I = [r,1] ). Le théoréme de la bijection s’applique sur chacun de ces segments,
d’ou D'existence des réciproques g1 et go. De plus, ce théoréme nous dit que ces deux fonctions sont
continues, que g; est strictement croissante et go strictement décroissante et de plus on a g1 < gs.

Il est clair que cette inégalité est vérifiée puisque = est nécessairement I'un des deux termes extrémes.
Comme la suite (f(z,)) tend vers M, par encadrement on voit que la suite (z,,) converge et que
Jm gi(f(ea)) = (M) =7 < lim o, < lHmogo(f(an)) = g2(M) =7, don lim 2, =r.

1 1
On voit facilement que f satisfait les hypothéses requises dans la question 1.) avec r = 3 et M = 1

1
De plus, la courbe est symétrique par rapport a 'axe y = 5 car flz)=f(1-2x).

1 1 1
Comme ug € [0, 5[, le quotient associé & wuy est bien défini et 0 < u; < 1 X 2 = 3 Soit n > 1,
1
supposons que u,, soit bien défini et que u,, €]0, 3 [; alors de la méme maniére, on voit que uy, 41 est

1 1
bien défini (u, # 1) et que 0 < upy1 < e 2= 3 (0 < (1 —u,)~t <2), ce qui termine la question.

1
-— >0.0C la foncti — ———— est strict t
20 = ug) omme la fonction x 10 =2) est strictemen

1 1
croissante sur [0, 5[ et que u, € [0, 5[ pour tout entier n, on voit en appliquant n fois cette fonction

On observe que u; — uy =

que Uy, < Unp41 ; la suite (u,) est donc strictement croissante.

1
La suite (u,) est croissante et majorée, elle est donc convergente, d’otut M = — = lilf Upt1(1 —
n—-+0o0
1
Up) = lim wu,(l—wu,)= lim f(u,). Avec 1. c), on en déduit que la suite (u,,) converge vers —.
n—-+o0o n—-+oo 2

1 1
Comme vy € [0,5[, on a1l — g(v) > B et il suffit alors de considérer la fonction h : z +—

1
g(z) x (1 — g(vp)) sur lintervalle [0, 5] qui est évidemment continue, et telle que h(0) = 0 et
1

1 1 1
h(i) > pce qui nous assure l'existence d'un v; €]0, 5[ tel que g(v1)(1 — g(vo)) > T

1
11 suffit de prendre pour hypothese de récurrence au rang n > 0 : « il existe v,41 €]0, 5[ (bien

1
penser & mettre cette relation d’appartenance) tel que g(vy11)(1 — g(vy)) > R La question 3. a)

nous dit que c’est vrai au rang 0. Si on suppose que c’est vrai au rang n, un raisonnement analogue
a celui de la question précédente nous montre que c’est encore vrai au rang n + 1.

On remarque que g(w,,) est toujours différent de 1. Par ailleurs, il vient g(wp+1)(1 — g(wy)) =

M = f(g(wn)) = g(wn)(1 = g(wn)), d'ott g(wni1) > g(wn) puisque 1 — g(wy) > 0.

NG

< i -
X ngr_{_loc g(wn+1)(1
1

N

La suite (g(wy,)) est convergente car elle est croissante et majorée. On a

1
_ D . : <l Don M=t
g(wy)) ngrfoof(g(wn)) D’autre part, on a nécessairement ngrfoo flg(wy)) < 1 D’ou M 1
Elfoof(g(w")) et par suite nglfoog(w") =3 Or 3 est le maximum de g sur [ et la propriété

montrée en 1.c) s’applique aussi pour ¢; il en résulte que la suite (wy,)n>o converge vers 3
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SUJET N° 52

Soit ¢ un réel non nul. Soit n € N*. On définit la moyenne d’ordre ¢ de n réels strictement positifs z1,...,x,
en posant :

1
xt1_|_..._|_x7; t
n

my(T1,...,Tn) = <
1. Que représente mq(z1, -+ ,&p)?
2. Soit (21,...,2,) € RY". On introduit la fonction f sur R% en posant f(¢) =1In (2} + - + ).
(a) Montrer que f se prolonge par continuité en 0 (on notera encore f ce prolongement).

(b) Justifier que f est de classe C* sur RY, puis calculer f" et f”. Vérifier que ces deux fonctions se
prolongent par continuité en 0.

On admet que la fonction f ainsi prolongée est de classe C? sur R
et que I'on a : f'(0) = l(i){rnf' et f(0) = l(i)r+nf”.

(¢) Soit ¢ > 0. Etablir I'inégalité suivante :
[(Inzy)af + -+ (lnxn)mﬂz < [(nzy)?zf + -+ (Inwy,)?al] [2f + -+ + 2l ]

(d) Prouver que f est convexe sur R;.
3. Dans cette question, on suppose que les n réels strictement positifs x1, ..., z, sont fixés, et pour ¢ > 0,
on pose m(t) = my(xy,...,2,).
(a) Exprimer m(t) en fonction de f(¢) (introduite dans la question 2.).

(b) En revenant a la définition, prouver que m est croissante sur R . En utilisant une inégalité de
TAYLOR, montrer qu’elle se prolonge par continuité en 0.

(c) Justifier les inégalités

1

n
n n Z Tk
(}}:11 xk) < k:; X

(d) Montrer que , ligrn m(t) = max(z1,- -+ ,xn) (On pourra se ramener au cas ot £1 = max(xy,...,Ty)
—+00
x
et introduire les points yi = el pour k=2,...,n.).
1
4. Soient xy,...,7, € R7.
(a) Soit t < 0. Vérifier que
1
me(T1, ..., Tn) = .
(o)
|¢] T ) ’ T,
(b) En déduire que la fonction ¢ — my(z1,- - ,x,) se prolonge en une fonction continue et croissante

sur R.

(¢) Que peut-on dire de my(x1,...,x,) lorsque ¢ tend vers —oc.
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SOLUTION DU SUJET N° 52

1. C’est tout simplement la moyenne arithmétique habituelle.
2. (a) Comme x} = exp(tInxzy) " 1, on voit que f(t) " Inn, et par suite la fonction f se prolonge par
— —
continuité en 0 en posant f(0) =Inn.

(b) Par somme et composition de fonctions de classe C>° sur R, on voit que f est de classe C*° sur cet
ouvert. De plus, pour ¢ > 0 on a

| Siomael o i nen)el] 50 o] — (50 tnaef)”
k1 T >k xﬂz

Ces deux fonctions se prolongent donc par continuité en 0 car

')

1

lim f/(t) = In ((wl X oo xn)n> = £(0) et

t—0+
tl—if& ')y =n"? [n;(lnxk)Q —In (@ x o % x”)Q] = f"(0).

(¢) On écrit le terme général de la somme, qui apparait dans le membre de gauche, sous la forme

t t
(#d m(wx)) x i et on utilise Vinégalité de CavCHY-ScHWARZ dans R”,

(d) Avec la question 2. b) et I'inégalité précédente, on voit que f” est positive sur R . Le cours nous
dit alors que f est convexe sur R% . Par continuité, elle 'est encore sur R.

3. (a) Pour faire intervenir f, on s’intéresse bien stir & Inm(t) =t~ [f(t) —lnn] =t~ [f(t) — f(0)], dou
m(t) = exp (=1 [f(t) — £(0)]).

(b) Supposons que 0 < t; < to. Avec la question précédente on voit que m(t1) < m(tz) équivaut aprés

simplification & f(t1) < ( — %) f(0) + %f(tg) et cette inégalité est vraie puisque f est convexe

(t1 €]0,ta], % <lett = ( - %) x 0+ %tg). Comme f est de classe C2 sur R, , f” est bornée
sur [0,1] et 'inégalité de TAYLOR reste intégral ou de TAYLOR-LAGRANGE & l'ordre 1 conduit
immédiatement a [t~1 [f(¢) — £(0)] — £/(0)| < Mt (o M est une constante strictement positive). 11

1
s’ensuit que la fonction m se prolonge par continuité en 0 en posant m(0) = (x1 X - -+ X 2,,)™ (m(0)
est la moyenne géométrique).

(c) Par croissance de m, on a bien m(0) < m(1) < m(2) (m(2) est la moyenne quadratique).

(d) Comme les xy, jouent des roles symétriques, on peut se ramener au cas ot 1 = max(xy, - ,&,). 1l
k
n (14325 }) e
vient m(t) = x1 exp — xp car yp = — €J0,1] pour k=2,--- ,n.
t t—-+o0 1
4. (a) Soit t < 0. Alors t = —|t| et I'égalité demandée devient un jeu d’écriture.

(b) La valeur absolue est positive et décroissante sur R* . Par composition avec une fonction croissante
sur Ry on obtient une fonction décroissante sur R* et en passant a l'inverse, il en découle que

t — my(x1,- - ,2,) est croissante sur R* . La réponse compléte provient du raccordement continu en
L .
0 car lim my(z1,--- ,2,) = lim ms(xf17~-~ caa )T = (g x o X ) = Hm omy(ag, e, @)
t—0— s—0+t t—0+

(¢) En utilisant une nouvelle fois 4. a), il vient

Hm my(z1, - ,2,) = lim ms(xfl,n- ,m;l)_l =

t——o0 s5——+00
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SUJET N° 56
Soit u la fonction définie sur R par : u(x) = exp (L;)

Pour tout n € N, on note u(™ la dérivée n-itme de wu.
Pour tout n € N, on définit la fonction H,, par : Vo € R, u(™ (z) = H, (z)u(x).

1. Trouver une relation simple entre u'(z), u(x) et x qui est valable pour tout = € R.
En déduire que : Vn € N, Vo € R, Hp1o(z) = cHpt1(z) + (n+ 1) Hy ().

2. Montrer que H,, est une fonction paire (resp. impaire) si n est un entier pair (resp. impair).
3. Pour tout p € N, exprimer H,(0) en fonction de p.
4. Montrer que la fonction H,, est strictement positive sur ]0, +o0][.

Soit la suite (7},),>1 définie par récurrence par Tp =1, T4 =1 et :
Vn 20, Thyo=Tht1+ (n+ 1)T,.

5. Montrer que T,, = H,(1).

Pour tout p € N, on définit la fonction v, par : v,(x) = Hop(x) exp (%)
On admet qu’alors on a : Va € [0,1], a?vp(x) < v)f(z) < fPup(a), avec B=1/2p+ 3 et a = /2p + 5.

Hs, (0
6. Soit p € N. Pour tout = € R, on pose p(z) = 2%() (e@“C + e_B’”).
En étudiant le signe de w = v, X ¢’ — v}, X ¢, montrer que : Vz € [0,1], vy(x) < ¢(x).
On obtiendrait de méme le résultat suivant que 'on admet :

HQP(O)

V€ [0,1], vy(z) > 5

(eaz + e—am) .

7. Déduire des questions précédentes un équivalent de 75, lorsque p tend vers +oo.
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SOLUTION DU SUJET N° 56
1. On a v/(z) = zu(z). Donc en dérivant n + 1 fois par la formule de LEIBNIZ, on a :

n+1 k
! *%)Z( k )dmk@f)xu( P @) = 2D (@) + (n+ D (@),
k=0

Puis on multiplie tout par u(z). Autre idée : par récurrence sur n (hérédité en dérivant une fois).

2. Comme u est paire, u(™ est de méme parité que n, donc H,, = % aussi.
Autre idée : montrer H, (—z) = (—1)"H,(x) par récurrence double sur n > 0.
3. En évaluant en z = 0 (avec n = 2p), on a : Hy,11)(0) = (2p + 1) H2,(0),

Donc : Hyp(0) = HO(())pl:[(Qk+ 1) = (2p)! _ (2p)!

p - 2Pp' ’
k=0 H 2%k
k=1

4. Montrons par récurrence double sur n > 0 la relation : Vo > 0, H,(z) > 0.

e Clest viaipourn=0et n=1car Hy=1et H = X.
e Si c’est vrai aux rangs n et n + 1, la question 1 montre que c’est vrai pour n + 2.
5. Par récurrence double évidente, car Ty = Ho(1), 11 = H1(1) et

Hn+2(1) = Hn+1(1) + (n + 1)Hn(1)a Thi1 + (n + 1)Tn = Ln42
6. Notons a = Hj,(0). Comme Hs,(0) > 0 (cf. Q3), on a ¢(z) > 0, donc :
w'(z) = vp(2)¢" (x) = vy (2)p(x) = vp(2) B2p(2) — vy ()¢ (2) = @(2) (vp(2) 5 — v) (2)) > 0.

Or ¢'(0) = 0 et v,(0) = 0 (car Hj, impaire, car Hy, paire), d’ott : w(0) = v,(0)¢’(0) — v,,(0)p(0) = 0.
Comme w est croissante, on donc w est positive sur [0, 1].
!
Ainsi (¢ > 0) : (UP> — -2 <o0.0r (“p> 0) =2 =
P P P a
vp(x
p(x)

7. D’apres la question prédédente, pour = 1, en notant cosh(z) =

Donc : Vz € [0, 1],

< 1, s0it : Vo € [0,1], vp(z) < ().

%(ex +e %),ona:

Hap(0) cosh <\/E> <exp (i) « Hap(1) < Hap(0) cosh (W) .

= \/2p+3 V2p
Comme,/Qp—&—%tendvers +o0 et coshz ~ e7,0na:cosh<1/2p—|—%) ~ =~ 5,
T—+00 p——+oo p—+oo
\/2p+%
¢ —eV2PTI VI — V2TV,

eV?2p p——+0o0
1

1 1
i A2+ L —2p =2 (,/1 L—l) ~ VDX =X — = e —
puisque Pt 3 P 3% p—+00 P X 2 % 2p  \/2p p—+oo 0
De méme, on a cosh (. /2p + %) ~ ¢ ;p, donc par théoreme d’encadrement, on en déduit que

p—r—+oo

ol cette seconde équivalence se justifie par :

)

I @)
- _1 € o D): 2p—1
T2p = ng(l) pgoo e 4H2p(0) X 2 = 2p+1p!e 4,
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SUJET N° 60

—+ oo
Pour tout entier naturel n, on considere a,, = / e t—dt et Gn it e t—
n

1. Justifier que la suite (a,)nen est bien définie.

Pour tout n € N, on considere la fonction f, définie sur R} par :

. SCQ " . n fEk
Py = (Lrad s I ) = >4
=0

n

v t
2. (a) Calculer f!. En déduire que, pour tout n de N et tout x de Ry : f(z) =1— / e_ta dt.
0 .
(b) Etablir que, pour tout n de N, on a : f,(n) = a,.
(a

3. Etudier, pour tout n de N, les variations de la fonction g,, sur [n,n+1] .

)
)
)
(b) En déduire que la suite (a,) est décroissante. Etudier sa convergence.

4. On considére une suite de variables aléatoires (X, ),en+ définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P),
n

indépendantes suivant la loi de PO1SSON de parametre 1. On note S,, = Z Xp.
k=1

nok
n

(a) Donner la loi de S,, pour tout n € N*. En déduire V'existence et la valeur de lim e™" E —.
n—-+o00 =0 k!

P . 1
(b) En déduire que : ngrfoo an =5
1
5. (a) Pour tout n de N, montrer que I’équation f,(z) = 3 d’inconnue = € R4,
admet une unique solution que I’on notera b,.

(b) Montrer I'existence de la suite (b,) et déterminer sa limite.
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SOLUTION DU SUJET N° 60

n

—+oo
1. Comme l'intégrale I'(n + 1) = / e~ "'— dt converge, il en est de méme de l'intégrale qui définit a,,.
0

2. (a)

n'
xn
La fonction f,, est de classe C! sur Ry avec f(z) = —e~"— pour tout z de R.
n

L’égalité découle de D'intégration de f! sur [0,2] avec 2 > 0.
t"  T(n+1)

+o0
On a ’égalité car / et —dt = =1.
0 n! n!
tn—l
Sin > 1, alors g, décroit sur [n,n+ 1] car : g/, (t) = e™* o (n—t) <0
Méme résultat pour n = 0 car go(t) = —e~".
t’n+1

En posant u(t) = —e~t et v(t) = , et en intégrant par parties, u et v étant C! sur R, on

(n+1)!
obtient :
X

/X . tn+1 |: . tn+1 :| X ttn
e ——dt=|—-e ' — +/ - dt
n+1 (n + 1)‘ (n + ]-)' n+1 n+1

En faisant tendre X vers +oo et en utilisant la relation de CHASLES, on obtient :

o (n+1)n+1 nogn n+1
Ve N gy —an = e MEET N+ | T D= | an(®)de >0,

car g, décroit sur [n,n + 1].
Ainsi, la suite (a,) est décroissante. Elle est de plus minorée par 0, par positivité de I'intégrale,
donc elle converge.

Comme S,, est la somme de n variables indépendantes suvant la loi de POISSON de parametre 1,
alors S, suit la loi de POISSON de parametre n.

Comme X1, X5, , X, sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi, de variance non
Sn — E[S,,
nulle (V[X;] = 1), d’apres le théoréme limite central, on a : V[.SE]] N N(0,1).
Comme E[S,] =n et V[S,] = n, puisque S,, = P(n), cela donne :
" nk Sp—n 1
kZ: k! TL) ( \/’71 ) n—4o00 ( ) 2
n pk 1
Pour tout n de N, a,, = f,(n) =™ PR donc (a,) converge vers 7
k=0 K'
Pour tout n de N, pour tout = de R, f/(x) = —e‘”’x—' < 0. Donc f,, est continue et strictement
n

décroissante sur [0, +oo[ (f], négative et ne s’annule qu'en 0). Ainsi, d’aprés le théoréme de la
bijection, f, est bijective de [0, +oo[ sur I'intervalle ]0, 1].

Par conséquent, 5 admet un unique antécédent b,, par f, dans R,.

1 1
Pour tout n de N, f,,(b,) = 5 et (ay) est décroissante de limite 3 donc, pour tout n de N, on a :

1
apn, > 5 = fn(n) = fu(bn) <= b, > n par décroissance de f, ! sur ]0,1].

On en déduit que (b,,) diverge vers +o0o d’apres les théorémes de comparaison.
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SUJET N° 62

Soit (Sn)n>0 la suite définie par

n
sop =2 et pour tout n > 0,8,41 =1+ Hsk
k=0
1. Calculer sy, s et s3.
2. Montrer que la suite (s,,) est croissante.

3. Montrer que lim s, = 4o0.
n—-+oo
4. (a) Montrer que pour tout n € N, 8,41 = 52 — s, + 1

1 - 1
(b) En déduire que la série g — converge et calculer sa somme.
Sk
k>0

5. On pose r = 23 et on admet que pour tout n > 3, s, = P2t

(a) Montrer que r < %. En déduire que sgsis9 > r16.
In(s
(b) On pose pour tout n > 0, u, = 275_:;). Montrer que la suite (u,) converge. On note ¢ sa limite.

In2
(c) Montrer que ¢ > HT
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SOLUTION DU SUJET N° 62
1. Onasg=2,81 =3,80 =7,583 = 42.

2. Par récurrence immédiate, pour tout n > 0, s, € N*; donc s,41 > 1+ s, > sp.

3. On montre par récurrence que pour tout n € N, s,, > n. Ceci est vérifié pour n =0,1,2,3. Et si s, > n,

alors s,411 = n! >mn. Ainsi lim s, = 400.

n—-+oo
4. (a) Ona
n—1
Sni1— 1 =8, (H sk> =sp(sn— 1)
k=0

(b) Ainsi
1 1 1

Sn+1 — 1 Sn(sn - 1) Sn — 1 Sn

n—1 1 1 n—1 1
Puis en sommant, — — = —. Et par télescopage
’ Z(Sk_;,_l—l Sk—1> Zsk P pag

k=0 k=0
n—1
1 1
Z =- +1—1
= Sk Sp— 1
|
5. On pose pour tout n > 0,u, = ;SZ;)

(non demandé dans ’exercice). Montrons par récurrence forte sur n que pour tout n > 3, s,, >

e Ceci est vérifié pour n = 3.

e Supposons que sy = TQHI, pour tout k € [3,n]. Alors

n n+1

n n n 16+ E ok+1 16+ E ok
k+1
Spt1 = 1—|—H Sk > S0S152 H sk > rifx H 2 > k=3 =r k=4
k=0 k=3 k=3

(a) On a

< 21 S2< |1+ 5’
TS 16
Il suffit alors de développer la derniére expression par le binbme de NEWTON.

On a sps152 = 42 et 716 = 216/3 = 32 x r. Ainsi

505182 42 r

= >
rl6 320 " r

n+1
T2 .

n+2
— 1642 16

(b) La suite (u,) est décroissante (au moins & partir d’un certain rang) et minorée par 0. En effet

1 1 1 1

1
Unt1 = Un = 5o (I(snp1 = 210(sn))) = gom In(l = — 4+ )~~~ x —

S, 82

car la suite (s,,) tend vers +o00, donc 1/s2 est négligeable devant 1/s,,.

(c) Par croissance de la fonction logarithme

In2
Par passage a la limite ¢ > %

1
<0
Sp

n+2
S
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SUJET N° 66

1. (a) Etudier et représenter I'allure de la courbe de la fonction S d’une variable réelle définie par
S:ix—

(b) Résoudre I’équation d’inconnue z € R: S(z) =1.

(¢) Justifier que S est une bijection de R sur un intervalle I a préciser, et expliciter la bijection
réciproque A.

(d) Justifier que A est de classe C! sur I et calculer sa dérivée de deux fagons.

2. Soit a € R. Résoudre I’équation d’inconnue x € R :
S(a)+S(a+z)+S(a+2z)+ S(a+32)=0
3. Déterminer les fonctions f : R — R telles que

V(z,2') e R?,  flz+2) = f(x) e+ fa)e™

4. (a) Soit x € R*. Etudier la convergence de la série de terme général u,, () =

+oo
Lorsqu’elle converge, on note F(z) sa somme : F(z) = Z Uun () .
n=1

(b) A Taide d’une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalent de F(x) lorsque z tend vers 0.
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SOLUTION DU SUJET N° 66

1. (a) La fonction S € C}(R,R) et est impaire. Pour tout z réel, S'(z) = % > 0. La fonction S est

strictement croissante sur R et S(x) ~ e”/2 — 400, d’ou le graphe usuel. T, = Hop(1) ~
Tr—r+00

p—r—+oo
e_%ng(O) X e\éﬂ.

(b) On a S(x) =1 si et seulement si e* — 2e” — 1 = 0 si et seulement si e* = 1 ++/2 car e® > 0, d’out
z=In(1+v2).

(c) D’apres 1’étude de la premiére question, S est une bijection de R sur R. De méme, comme e” > 0,

Sx)=yee® -2y —1=0ce" =y + 1+y2<:>x:1n(y+\/ﬁ):fl(y)

(d) La fonction S € C'(R,R) est bijective et S’ > 0 sur R, donc, par le cours, A € C*(R,R) et pour
tout y € R,

P P S 2 B 2 1
- 5A T AW 4 e—AW) T 2 1 2
[Aly)] AW e YV e VP

On obtient le méme résultat (sic) en utilisant la définition de A.

2. L’équation proposée équivaut a (puisque le crochet de gauche est non nul)

2
e |1+ e” 4 e** —I—e‘%} =e {1 te Tte e et = te M = 1 = _Ea
3. Pour tous z, 2’ réels non nuls,
/
Fa)e” + S5 = f(o-+a') = [la! +0) = @)t + o) e = D0~ LT

donc f/S constante. Réciproquement, on vérifie que les fonctions a .S, o € R, conviennent.

4. (a) La suite u,(z) est définie si et seulement si z # 0. Pour z > 0, on a uy,(x) ~ 2™ > 0 qui est
n—-+oo

le terme général d’une série géométrique convergente. Donc Y u,(z) converge (absolument) pour
tout x € R* (par imparité).

(b) Pour 2 >0, t+— 1/S(tx) est décroissante sur R* , donc par comparaison série-intégrale,

+oo
I(z) = /1 S?ttx) < F(z) < J(@) + 51

puis par changement de variable u = e!* de classe C! bijectif,

+oo T
J(:z:):g/ du 1ln[e H} L e

. ut—-1 =z e* — 1] o+ x
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SUJET N° 3

On fixe un entier n > 1. On se donne une variable aléatoire Xy & valeurs dans [0, n] et une suite de variables
aléatoires (U, )men qui suivent chacune la loi uniforme sur [0,n — 1]. On suppose que les variables aléatoires
Xo,Up,...,Upn,... sont définies sur un méme espace probabilisé (2,4, P) et qu’elles sont mutuellement
indépendantes.

On définit par récurrence la suite de variables aléatoires (X,,)men de la fagon suivante :

Xm(w) =1 sl Up(w)

<
Yw e Q, Xpi(w) = {Xm(w) +1 siUp(w) 2 Xm(w)

1. Pour tout (i,7) € [0,n]?, calculer la probabilité conditionnelle Px, —j)(Xpmq1 = i).

0 1 0... 0
P(X,, = 0) no 0 2 :
2. On note Y,,, = eEMut11(R) et 4, = 0 n—1 . .0 € Mp+1(R).
P(X,, = )
(X = n) .
0 0 1 0

Pour tout m € N, montrer que : Y;,11 = %AnYm.

3. Dans cette question seulement, on suppose que X suit la loi binomiale B (n, %) Montrer que toutes
les variables aléatoires X, suivent cette méme loi. En déduire une valeur propre de A,,.
4. Soit f I'application linéaire définie sur R, [X] par f(P) =nXP + (1 — X?)P'.
(a) Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X].
Déterminer la matrice de f dans la base canonique (1, X,..., X™).

(b) Pour j € [0,n], on pose P; = (1 — X)" 77 (1+ X)J. Calculer f(P;).
En déduire que la matrice A,, est diagonalisable.

(¢) La valeur de Yj étant supposée connue, comment pourrait-on faire pour trouver la loi de X,,, pour
tout m entier naturel non nul (on expliquera juste la démarche sans faire de calculs).

5. Dans la suite de 'exercice, on suppose que n > 2 et que la variable X est constante, égale a a € [0, n].

(a) Trouver une relation entre E(X,,41) et E(X,,).
(b) En déduire l'existence et la valeur de lim E(X,,).

m——+0o0
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SOLUTION DU SUJET N° 3

1. e Sili—j[#1,ilest clair que Pix, —j(Xymy1 =14) = 0.
e Sij=0,onaPx, —q(Xn1=-1)=0.
Et comme la somme des probabilités vaut 1, on a Pix, —o)(Xmi1 =1) = 1.

e Sij=mn,onademéme Px, —n(Xny1 =n+1)=0et Px, —n)(Xmp1=n—-1)=1
e Sil<j<n—1:

) . . . J
P[Xm:j](Xm+1 =J]—- 1) = P[Xm:j]((Xm :.7) N (Um < ])) = P(O <Un<j-— 1) = n
par indépendance de X,, (fonction de Up,...,Up—1) et Up. Bt : Pix, —j)(Xpmp1 =7 +1) = n=J
n
- 1
2. La f. des probabilités totales donne : P(X,,4+1 =1i) = ZP[szj] (X1 =1) - P(X;, =j)=—-A4,Y.,
n
j=0

en posant A, = (nP[Xm:j] (Xt = z)) , d’out le résultat d’apres la question 1.

1<i,j<n
3. Par récurrence sur m > 0. Initialisation immédiate. Si c’est vrai pour m, alors :

(1)
Yoir = %An (1 (7))0“” R i)(ifli) +a+1(0) |

(nﬁl)
d’out le résultat puisque pour tout i € [1,n — 1], ona:(n+1—14)(;,",) + (i + 1)(111) =n(").
D’ou n € Sp (4,,).
4. (a) Ona f(1) =nX + (1 — X?)0 = nX.
Pour j € [1,n], il vient f(X7) =nX/™1 + (1 — X?)j X971 = (n — j) X/ + X771
Cela montre que f est un endomorphisme de R,,[X] de matrice A, dans la base canonique.
(b) Chaque polynéme P; est dans R,,[X]. Pour j € [0,n] :
fP) =nX(1 - X)"7(1+X) + (1= X)L - X)" (1 + X)) = (n—j)(1 - X)"7 (1 + X))
=(1=X)"7 A+ X)) X (- X)L+ X) + (1 - XH(1 - X) = (n—5)(1 - X*)(1+ X)]
=(1-X)"7(1+X) [nX +j(1 = X) = (n = j)(1 + X)]
= (2 —n)(1 - X)"7 1+ X) = (2j —n)P;
Les polynémes P; étant non nuls, ce sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres 2j — n.
On obtient ainsi n 4+ 1 valeurs propres de f (et donc de A,,). Il n’y en a pas d’autres puisque
A, € Mu11(R) et A, est diagonalisable.
(c) Calculer Yy, = (%)m AY,, ou A" se calcule en diagonalisant A,, et ol Yy est de méme loi que Xj.

5. On remarque que la définition de 1’espérance s’écrit :

1
E(Xns) = (0 1 oo n )Y =(0 1 oo n ) ~AY.
Or(0 1 ... n)A,=(n - i(i—-1)+Mm—-0)(i+1) -+ nn-1))= (i(n72)+n)0<i<n.
= -2
Dot : B(Xmi1) = L 3 (i(n - 2) + n)P(X, = i) = "E(X,) + 1.
"3 n
. . . . L . ) n ny (n—2\"
6. Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique. Apres calculs, on obtient : E(X,,) = §+ {a, - 5} ( - )

-2
Dot lim E(X,,)= g puisque, pour n > 2, on a n €l —1;1].

m—>—+00 n
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SUJET N° 5

Soit A un réel strictement positif. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur
un méme espace probabilisé (€2, .4,P) qui suivent toutes la loi exponentielle de parameétre A.

n
Pour tout n > 1, on pose S, = ZXZ-.
i=1
L’espérance d’une variable aléatoire X, lorsqu’elle existe, est notée E(X).
1. Quelle est la loi de AS,, 7 En déduire que pour n > 1, une densité f, » de S,, est donnée par :
)\n

— " lexp(=At) sit>0
faa(t) = (n—1)! Y

0 sinon

2. Soit (Y,,)n>1 une suite de variables aléatoires sur (2, A, P) possédant une espérance et uniformément
bornée c’est-a-dire vérifiant :
JA>0, YneN*, |Y,|<A

Montrer que si la suite (Y;,) converge en probabilité vers 0, alors on a : hl}_l E(|Y,]) =0.
n—-+0oo

Dans la suite de cet exercice, f désigne une fonction a valeurs réelles, continue et bornée sur R.

+oo
3. Pour tout = > 0, montrer que U'intégrale / exp(—at) f(t) dt est convergente. On la note g(z).
0
On admet que la fonction g ainsi définie est de classe C°° sur R} et que :
+oo
VkeN, Vz>0, ¢g®(z)= / (—t)F exp(—at) f(t) dt
0

n

4. Pour tout x > 0 fixé, trouver une valeur de X telle que la suite ( f ()) converge en probabilité
n n>1

vers la variable aléatoire certaine qui vaut f(z).

5. En déduire que :

T G s e
vz >0, f(x)fngffmm (E)
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SOLUTION DU SUJET N° 5

1.

On sait que X < E(\) = AX < ;. Le théoréme de stabilité pour la loi v donne : AS,, < 7.
A partir d’une densité de la loi 7, (censée étre connue), on obtient aisément le résultat.

. Pour tout £ > 0, la formule de I’espérance totale avec le systéeme (|Y,| > €), (|Yn| < &) donne :

E(Ya]) = E(Yal|[Ya] > )B(Yal > &) + E(¥ol[[Ya] < )B(IYl <€) < A x B((¥| > €) 4 x L.

€
Or, par définition de la limite, il existe ng tel que pour tout n > ng, P(|Y,| > ¢) < <7
Ainsi, pour tout n > ng, on a E(|Y,,|) < 2e. Ceci prouve que 1i1JTr1 E(]Y,|) = 0.
n——+0oo

—+oo
|exp(—at) f(t)| < Aexp(—xt) (si|f| < A) avec / Aexp(—xt) dt convergente.
0

Sn

1
. On choisit A = —. D’apres la loi faible des grands nombres, on a : — N E(X)) ==z
x n
S7l
Comme f est continue sur R, on en déduit que f(?) L5 fa).
S
. D’apres la question 4, on a f ( ) ) 0, donc, d’apres 2, on a : E(|f (;) — f(z)]) — 0.

Comme

o(1(%)) -5t ’ (f;)

1
Par ailleurs, avec A = —, il vient :
T

= o t A )1 Ant) dt
fn/O () g5y ()" exp(-nt)

n +o0
- (nfw/o "1 exp (—7:) F(t)dt

N ((;1)”1);“ gy (:c) '

D’ou le résultat voulu.

. Lapplication ¢ — exp(—at) f(t) est continue sur Ry ; en +oo on utilise un théoréme de comparaison :
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SUJET N° 9

Soit un entier n > 2. On considére une urne contenant n — 1 boules blanches et une boule noire. On vide
entierement cette urne en effectuant des tirages successifs d’une boule. Les tirages de rang impair (premier
tirage, troisiéme tirage,...) se font sans remise tandis que les tirages de rang pair se font avec remise.

Pour tous les tirages, chaque boule de 'urne a la méme probabilité d’étre tirée.

On note X (respectivement Y') la variable aléatoire réelle égale au rang du premier (respectivement dernier)
tirage de la boule noire. Les variables aléatoires X et Y sont définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, P).

1. (a) Déterminer des bornes pour X () et Y ().
(b) Etablir que P(X =1) = P(X = 2) et que P(X =2n —1) =0.
(¢) Montrer que pour tout entier j € [2,n], on a :

n—j

PX=2-1)= =5

Vérifier que cette formule reste vraie pour 7 =1
(d) Montrer que pour tout entier j € [2,n], on a : P(X =2j — 1) = P(X = 2j).
(e) Etablir

1
Dans la suite de 'exercice on admet que E(X) = 6(471 +1).

2. Déterminer la loi de Y et son espérance.
n

Si nécessaire, on pourra utiliser la formule : Z(Qk —1)=n?
k=1
3. On note Z la variable aléatoire réelle égale au nombre de tirages de la boule noire a la fin des tirages.
Justifier que Z <Y — X + 1 et montrer que pour tout n > 5 :

P(Z >2n) <

DN | =
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SOLUTION DU SUJET N° 9

1. (a) Une boule part au premier tirage puis une boule part tous les 2 tirages, donc en tout, 1+2(n—1) =
2n — 1 tirages sont nécessaires pour vider I'urne. Ainsi X (2) = [1,2n — 2] (la derniére boule tirée
Pest 2 fois de suite) et Y () C [1,2n — 2].
1 -1 1 1
(b) Ona P(X =1) = —. L’événement (X = 2) peut se décrire BN d’ou P(X =2) = n 1=
n n o n- n
Pour tirer la boule noire au tirage 2n — 1 il faut commencer par tirer 2n —2 =14 2(n —2) + 1
boules blanches. Pour cela on enléve nécessairement de 'urne 1+ (n — 1) = n boules blanches, ce
qui est impossible car elle n’en contient que n — 1. Ainsi P(X =2n—1) =0.

(c) Soit j tel que 3 < j < n. L’événement [X = 25 — 1] se décompose :
1 23 ... 2j-4 27 -3  2-2 21
B B B B B B N
N <~ -~ <~
n—1 n-—2 n—j+1 n—j 1

2 2
n (n—l) ( n—j ) n—j+1 n—j+1
Par la formule des probabilités composées on obtient :

1
n—l n—j 1 n—j
PX=25-1) =
( J XHn—k-i—l g Jj+1 n—j-l—l n(n —1)

Pour j = 1, on retrouve la valeur obtenue précédemment et la formule reste vraie.
(d) soit j tel que 2 < j < n. L’événement [X = 2j] se décompose de la méme maniére, seule la fin

1 23 ... 2j-2 2j— 1 2j
B B B B B N
differe : ~~ ~ , ~~ . Par la formule des probabilités
n—1 (n—2)2 ( n—j 2 1
n n—1 n—j+1 n—j

composées on obtient :

. n—1 J n—Fk 4 1 n—j .
PX=2j) = Xn(m) Xn—j:n(n—l):P(XZQJ_l)
=2

(e) En regroupant les termes de méme probabilité : P(X =25 — 1) = P(X = 2j), il vient :

2n—2 n—1 n—1 B
. . J 1

= kP(X =k) = 2j —142§)P(X =2j — 1) —17:74 1

Eﬁ (X =k) ]E:l(] +2j)P(X =2 E: 4j nn=1) s(n+1)

2. La boule noire apparait pour la derniére fois lorsqu’elle est retirée de I'urne donc pour un tirage de rang
impair ; la variable aléatoire Y peut prendre toutes les valeurs impaires comprises entre 1 et 2n — 1. On a

1 1
P(Y =1) = —. L’événement [Y = 3] est de la forme (BXN), d'ou P(Y =3) = x 1 x 1=
n n— n

1 23 ... 24 2j — 3 2j —22j—1

Pourl tnbral s (V — 291 B ? B ? B ? B
our le cas général : (Y = 25—1) nv—l ;"’_2 n 11 1
1. _— 11X —
n n—1 n—j+2 n—j+1

1
Par télescopage, P(Y = 2j — 1) = — pour tout entier j tel que 1 < j < 2n — 1 : Y suit une loi uniforme.
n
1
Ainsi B(Y) = ~[1+3+5+ - (2n—1)] = 2 — .
3. La boule noire n’apparait qu’entre les tirages de rangs X et Y d'ou: Z <Y — X + 1.
Par linéarité : E(Z) < E(Y)—E(X)+1=n—$(Adn+1)+1=1(2n+5) < 2 dés que n > 5.

Par I'inégalité de MARKOV : P(Z > n) < % < ?TZ = %
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SUJET N° 10

n
1. Soit k € N fixé. Déterminer un équivalent de < k;> lorsque ’entier n tend vers +oo.

n
2. En déduire que la série Z (k> a" converge pour tout x €] — 1, 1].
n>k

+oo
On note fi(z) = Z <Z> ™.

n=~k
3. En utilisant la formule du triangle de PASCAL, montrer que pour tout = €] — 1,1],

frn1(@) = 2 fi(2) + 2 frpa (2)

4. En déduire, pour tout x €] — 1, 1], expression de f(z) en fonction de k.

5. Soit p €]0,1[; on pose ¢ = 1 — p. On effectue une suite de lancers avec une piéce truquée qui donne "pile"
avec la probabilité p et "face" avec la probabilité g.
Soit k € N*. Calculer la probabilité de ne jamais obtenir k "pile".
Pour tout n € [k, +oo[ on s’intéressera da l'événement A,, « obtenir le k-iéme "pile" au bout de n lancers
exactement ».
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SOLUTION DU SUJET N° 10

) n nn—1)---(n—k+1) nF
1. O t = ~ .
n sait que (k) A A
2. Ainsi (" )a" ~ lnk:v" Or pour |z| <1, lim n?*n*z" = 0. La série Z ") ™ est donc absolument
' k k! ' " nSFoo ’ = k
convergente.
1
3. On rappelle que (Z) + (k: Z 1) = (ZI 1). Donc
+oo +oo —+oo
_ n n _ m+1\ 1 ke m+1\
rn= 3 ()= 2 (- 3 ()
n=k+1 m=k m=k+1
= m m =X Im = m
_ okl m+1 _ [ k+1 m+1 m+1
e S () () _<x+z<)x >+Z( )»
m=k+1 k +1 k m=k+1 k m=k-+1 k+1
= zfi(z) + 2 frs ()
4. Comme fo(z) = 1T par récurrence (ou en reconnaissant une suite géométrique), et la relation
x o
écédente, il vient = —
précédente, il vient f(x) Ao

5. Si le dernier "pile" est obtenu au lancer n > k, alors on a obtenu (k — 1) "pile" lors des (n — 1) lancers
n—1 k n—k

k—1 '

Donc, par union disjointe, la probabilité d’obtenir au moins une fois k "pile" est égale a :

précédents. Donc : P(4,,) =

= (n—1 k k P = n +1 p" pk g"!
n— = — n frd _ zixizl
2 (o= 3 (D) = e =

ou la sommation est effectuée grace a la question 4.
La probabilité de ne jamais obtenir k£ "pile" est donc nulle.
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SUJET N° 15

Toutes les variables aléatoires de 1’exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P).

On considére une variable aléatoire X, de fonction de répartition F', de densité f continue sur un inter-
valle I = la,b[, a < b, ol a et b peuvent étre infinis. On suppose la densité f nulle en dehors de I.

On note U une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0, 1[, indépendante de X et g une fonction continue sur
1, & valeurs dans [0, 1]. On définit enfin une fonction ¢ sur I par : Vo € I,¢(z) = P([X < z|N[U < g(X)]).

1. On fixe un réel x appartenant a I.

(a) Justifier que pour tout y € I, g admet un maximum sur [min(z,y), max(z,y)], que Pon notera
M(z,y).
(b) Montrer que

lim M(z,y) = g(z)
y>x

On admet que, de méme, on a :
Jlim M(z,y) = g(x)
y<x

En notant m(z,y) le minimum de f sur [min(z,y), max(z,y)], on montrerait de méme que

lim m(z,y) = g(z)

Yy—x

2. Soit (z,y) € I? avec = < y.
(a) Ecrire ¥(y) — ¥(x) a laide de [z < X < y] et [U < g(X)].
(b) Bn déduire : (y) — $(z) < (F(y) — F(z)) M(z,y).
() Montrer que : (F(y) — F(x)) m(z,y) < ¥(y) — ().

3. En déduire que v est dérivable sur I, et que ' = f x g.

b
4. Montrer que : / f(t)g(t)dt = P(U < g(X)).
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SOLUTION DU SUJET N° 15

1. (a) La fonction g est continue sur le segment [min(x,y), max(z,y)], donc elle y admet un maximum.

(b) Pour z fixé dans I et y > x, on a [min(z, y), max(z,y)] = [z,y]. On note u, un réel de [z, y] tel que
g(uy) = M(z,y). On a alors, pour tout y € |z, b[, z < uy < y, et donc par encadrement :

?}IL% uy =a d'ol ?’lllgé g(uy) = g(x) (continuité de g)

2. (a) (y) —y(x) = P(IX <yIN[U < g(X)]) - P(X < 2]N[U < g(X)]) = P(lz < X <y]N[U < g(X)])
(b) Par définition de M (z,y),ona: [z <X <ylN[U<gX)]Cle <X <ylN[U < M(z,y)]
dou P(y) —(x) = P([z < X <yl N[U < g(X)])
<Pz < X <y|N[U < M(x,y)]) (croissance de P)
=Pla< X <y)P(U < M(z,y)) (U et X indépentantes)
= (F(y) — F(z)) x M(z,y) (loi de U puisque M(z,y) € [0, 1]).

(c) De méme, [z < X <y|N[U <m(z,y)] C [z < X <y|N[U < g(X)].
Donc, par croissance de P et par indépendance de X et U, on a :

P(y) —(x) = Pl < X <y|P[U < m(z,y)]) = (F(y) — F(2)) m(z,y).
3. Pour y > z, on en déduit ’encadrement suivant :

by —y(@) _ Fly) - F(z)
Yy—x y—x = Yy—x

M(z,y)

et, en échangeant x et y dans les questions précédentes, cela reste vrai si y < x. Or :

- Fly) - F(x) _ o Fly) = F(z) _
?}13; mi(Ly) *1}15;: . M(z,y) = f(z)g(z).
Ainsi, par théoréme d’encadrement, on a : yh_% W = f(x)g(x).
Ainsi ¢ est dérivable en x et ¢'(z) = f(x) (vrai pour tout = € I).
4. e Pour tout (z,y) € I?, /y f)g(t)dt = ¢ = [ (@)Y = ¥(y) — ().
e Par ailleurs, pour tout z € I, 0 < P([X < 2] N[U < g(X)]) < P(X < z) = F(z), et F(x) = 0
donc par encadrement, P([X < z]N[U < ¢g(X)]) — 0, c’est-a-dire : 9 (z) — 0. )
e On remarque que P(U < (X)) = P([X <y|N[U < g(X)]) + P([X >y N [U < g(X)],
donc ¢(y) = P(U < g(X)) — P([X > y|N[U < g(X)].
Or, 0< P(X >y N[U < g(X)]) S P(X >y) et P(X >y) =1-F(y) —0

donc, par encadrement, P([X > y|N[U < (X)]) = 0, ainsi :

b
lim ¢(y) = P(U < g(X)), clest-a-dire P(U < g(X)) :/ f(®)g(t)dt

y—b
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SUJET N° 17

+oo
1 1
On rappelle que pour tout o > 1, la série g T est convergente. On note alors S(a) = E T
k=1

k>1
2

On admet que S(2) = %

1 b
1. Déterminer des réels a,b et ¢ tels que pour tout n € N*| m = % + ] + o _f 2
+oo 1
2. Calcul g —_
alculer 2 R+ 1)

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires & valeurs dans N* x N tel que pour tout (n,k) € N* x N :

A
N TEVEE

3. (a) Calculer, pour tout n € N*, P(X = n). En déduire la valeur de \.
(b) Calculer E(X) et montrer que X n’admet pas de variance.

(c) Exprimer, pour tout k € N, P(Y = k) a l’aide de la fonction S.

+oo
(d) Montrer que Z(S(k) -1)=1
k=2

+oo xT
. 2
4. (a) Montrer que xEToo E ( > =1.

n
n=2
(b) En déduire un équivalent de P(Y = k) lorsque k tend vers +oo.
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SOLUTION DU SUJET N° 17

1. Par calcul, a = 1,b=—1et c = —1.
2. Pour tout N > 0,

N 1 N o1 1 oo
kz_lk:(k:+1)2:kz_l(k_k+1)_z(k+1)2
N

1 1
— Z TEDE En prenant la limite, lorsque N tend vers 400 :

Soit S =1
o kz::lk(kﬂ)? N+1

kzlkk—i—l 6
3. (a) Ona:
400 +o00 k
1 A 1 A
= P((X = Y=k)=2A = =
Z (( n)ﬂ( )) I;O(n+1)k+3 (n—|—1)3 P 0<n+1) n(n+1)2
1 1
D = = .
onCA= ST T 2= 5(2)
(b) OnaE(X)—)\Z;—/\ 7L2—1 Par contre F(X?) n’existe pas caurni2 1
T (n+1)2 6 ' P n(n+1)2 n’

(¢) De la méme maniére,

ZP (Y =k)) _/\Z S(k+3)—1)
(d) Ainsi,

1_ZP 715()2(5(“3—1 :Z
k=

0

Ceci montre également qu’au voisinage de +o00, S(k) ~ 1 car lim (S(k)—1) =0,

k— 400
+0 5g T
4. (a) On avuque lim S(k)= 1. D’autre part, —
(@ Onavuque lin_S() L ST o
n= ) N
Utilisons une comparaison série/intégrale. La fonction ¢ — (t = e In(2/1) ost positive, décrois-

sante sur [2, +oo[ et tend vers 0. La méthode de comparaison série/intégrale donne
“+oo x x 400 +o00 x
3 2V (2) < / e/t < 3 2
“\n 3 3 “\n
n=3 n=3

Or

400 400 1 +o00 erIn2 o e—(m—l)lnS
eatln(2/t)dt — eman e—mlntdt — emln2xi e—u(1—1/$)du — 0
3 3 T Jemn3 r—1 Z+00

. . w 1 A
(b) Finalement IEIJPOOZ (S(z)—1)=1let S(x)—1~ 7 et P(Y =k) ~ BYE=E
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SUJET N° 19
Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, IP) .

On consideére une suite (Ry)ren- de variables aléatoires mutuellement indépendantes, & valeurs dans {—1, 1}
et telles que :

VEeN*, P(Ry=-1)=P(R,=1)=-=

n
et on pose, pour tout n € N*, S, = > Ry.
k=1

1. (a) Justifier la convergence de l'intégrale :

too1 — t
/ 1—cost)
0

t2

On admet que sa valeur est 7/2.

(b) En déduire, pour tout x réel, la valeur de U'intégrale :

2 [T1-—
7/ cos(xu)du
0

s u?

On note F(x) cette intégrale.
2. Calculer I'espérance et la variance de S,,.

3. Soit S et T deux variables aléatoires réelles indépendantes, telles que 1" et —T aient la méme loi. Montrer

que :
E[cos(S + T)| = E|[cos(S)] E[cos(T)]

4. Montrer que pour tous n € N* et t € R, on a :

E[cos(S, )] = (cost)™

5. Montrer que pour tout n € N* on a :

2 [T 1— (cost)"

On pourra utiliser expression trouvée en 1.b).
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SOLUTION DU SUJET N° 19

1-— t
1. (a) f:t— %() est continue sur R* , tend vers 1/2 en 0 et vérifie f(t) = O(1/t?) en +o0, donc
—+oo
1-— t
I'intégrale / %()dt converge.
0

(b) Pour z =0, on a F(0) =0. Sinon, le changement de variable u — |z|u =t donne :

2
Fla) = Z|al I = |o

2. Par linéarité, E(S,) =0, et par indépendance, V(S,) =n.
3. T et —T ayant méme loi, on a E(sinT) = 0 ; puis par linéarité et lemme des coalitions,
E[cos(S + T)] = E|[cos(S)] E[cos(T)]

4. Par récurrence, lemme des coalitions, théoréme de transfert et 3. on a :

E[cos(Sn+1t)] = E[cos(Snt)] E[cos(Rn41t)] = E[cos(Syt)] [1

5 cos(t) + 1 cos(—t)} = (cost)"H!

2
5. Par théoreme de transfert, permutation de somme finie d’intégrales convergentes et 4. on a :

E(|Sn]) = E(F(Sn))  (cf. 1.b)
T 1 — cos(s
_ []P’(Sn =52 /O 1= cos(st) dt]

T 2

SESL ()

2 [*ter1
== /0 [t—z (1 - Z P(S, = s) cos(st))} dt

SESL(Q)

2 [teT1

= /0 L2 (1~ E(cos(S, t))} dt
“+o0 _ L\

_2 / 1 — (cost) dat

™ Jo t2
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SUJET N° 23

Un boulanger vend du pain chaque jour.

La quantité de pain produite chaque jour est une quantité fixée @ choisie par le boulanger, ) étant
exprimée en kilogramme.

La demande de pain de la part des clients est une variable aléatoire X strictement positive, toujours
exprimée en kilogramme.

On suppose que la variable X admet une densité f strictement positive sur R, nulle sur R_, continue
sur R et on note F' la fonction de répartition de X.

Le cofit de fabrication par kilogramme est ¢ euros et le prix de vente est v euros par kilogramme.

On note B la variable aléatoire égale au bénéfice quotidien.

La variable indicatrice d’un événement A est notée 1 4.

On suppose que 0 < ¢ < v.

Si la demande de pain X est inférieure a loffre @, le boulanger ne vend que la quantité X ( le pain invendu
un jour donné n’est pas remis en vente le lendemain!) ; si la demande est supérieure a 1'offre, il ne vend que la
quantité Q.

Dans ces conditions, on cherche la quantité optimale a produire, c’est-a-dire la quantité Q¢ qui maximise
I’espérance de B.

1.

Etablir la relation suivante :
B=v[Q+ (X —Q)lix<q)] — @Q

2. Montrer que la variable X1y g admet une espérance et donner son expression sous forme d’intégrale.

En déduire 1’égalité suivante :

Q
E(B) = (v — 0)Q +v / LF(1)dt — QF(Q)

Exprimer @ a I'aide de F', de v et de c.
Le boulanger cherche a prévoir sa demande journaliere. La demande aléatoire X, qui va s’exprimer
le jour n n’est pas connu a ’avance mais le boulanger fait I’hypotheése que la demande ne variera pas
beaucoup d’un jour a I'autre et que :
XnJrl = Xn + Un+1
ol :
e X( est une constante strictement positive fixée.

e Les Uy, sont des variables aléatoires indépendantes, de méme loi, d’espérance nulle et de variance o

non nulle.

(a) Exprimer X,, en fonction des U; et de Xj.
X

(b) Montrer que la suite <0> converge en probabilité vers 0.
n

(¢) Montrer que si deux suites de variables aléatoires (4,) et (B,,) convergent en probabilité respecti-
vement vers des variables aléatoires a et b, alors la suite (A,, + B,,) converge en probabilité vers
a+b.

X
(d) En déduire que <n) converge en probabilité vers une variable que I'on précisera.
n
X
(e) Montrer que la suite (0) converge en loi vers 0.
n

X
(f) Montrer que la suite <n> converge en loi et préciser la loi limite.
n
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SOLUTION DU SUJET N° 23

1.

La quantité de pain vendue chaque jour est : Z = (X — Q)1 |x<q) + Q-
La vente rapporte donc v [(X — Q)1x<q) + Q} et le bénéfice est B = U[Q + (X - Q)ﬂ[x<Q]] —cQ.

. On a X]I[X<Q] < Q]I[X<Q]-

Or 1[x <) est une variable indicatrice (ou de BERNOULLI) qui admet une espérance.
On en déduit, par domination que X1y admet une espérance.

+oo
D’autre part, le théoreme de transfert donne : ]E(X 1 X<Q]) = /

— 00

Q
g f(t)dt = /0 tf(t)dt.
Par linéarité : E(B) = v]E((X - Q)]l[X<Q]) +(v—0)Q = UE(Xn[RQ]) - UQE(n[X<Q]) +(v—0)Q.

Q Q
Or : E(H[X<Q]) =P(X <Q) :/O f(t)dt = F(Q) et E(X1[x<(q)) :/O tf(t)dt.

En remplacant et en arrangeant : E(B) = (v — ¢)Q + v

Q
/0 LF(1)dt — QF(Q)

Sion pose : h(Q) = (v—c)Q + v , on cherche la valeur (Qy qui maximise cette

Q
/0 LBt — QF(Q)

fonction. .

Ona:h(Q)=v—c+v[Qf(Q) - F(Q) - Qf(Q)] = v—c—vF(Q), dou M(Q) =0 = F(Q) =1 - —.

v
c
On a bien 0 <1 — — < 1 et comme F' est continue et strictement croissante, elle réalise une bijection,

v
dott: Q= F~! (1 - 5).
v
(a) Ona: Xp11 — Xi = Ugqr, dont X, = Xo + Z Uy, par télescopage.
k=1

X X
(b) Soit e > 0. Ona:3ng, Y >no, P(Z2 >¢) =0, d'on lim P(=2 >¢) =0

n—-4o0o n
(¢) On considére un réel e > 0. On a : |(A, + Bn) — (a+b)| < |A, —a| + | B, — b|.
On en déduit : [|(Ay + Ba) = (a+b) > | C ||4n —al + By —b] > .

Or: [|4n—al+ 1By =¥ > ]  [|4n—al > S| [1Ba -8 > ].
On utilise alors la croissance de la probabilité et le fait que P(AU B) < P(A)+ P(B) et on obtient :

0< P(|4n — al +|By — b > ¢) gP(|An—a|>g)+P(|Bn—b|>g)

Comme A, B et B, Lt b, on en déduit bien que : lirf P(|(An +B,)—(a+b)| > 5) =0.
n——+00o
Xo\ P . - 1 ¢ P
(d) — — 0 et, d’apres la loi faible des grands nombres, - Z Up = E(Ug) = 0.
k=1

X
En appliquant le résultat précédent, on en déduit que (—-) converge en probabilité vers 0.
n

0siz <0
1siz>0

)

X
(e) Soit Z, la « variable aléatoire »définie par Z, = —. Alors lirJrr1 Fyz (z) =
n n——+o0o

qui est la fonction de répartition de la variable certaine nulle.
n

Xn _ Xo 1 Xo L 1 P
f) On adonc: — = — fE U, — Ot—g Ui — 0.
(f) On a donc +nk wavec —= = 0e n 2 k=

n n
=1

. - X .
D’apres le théoréme de SLUTSKY, (—=), converge en loi vers 0.
n
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SUJET N° 25

Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, ]P’). Pour tout événement A, on note 1 4 sa variable aléatoire indicatrice.

Soit ¢, deux réels de ]0,1[. Deux joueurs jouent & lancer chacun une piéce qui peut faire Pile (P) ou Face
(F). Le joueur G joue avec une piece avec laquelle la probabilité de faire Pile est 1 — ¢; le joueur R joue avec
une piéce avec laquelle la probabilité de faire Pile est 1 — r. Ils lancent simultanément chacun leur piéce (de
fagon indépendante), et répetent 'expérience (de fagon indépendante).

On note T (respectivement Tg) la variable aléatoire égale au rang du premier lancer out G (respectivement
R) fait Pile; on considére les événements :

Alz(Tg<TR), A2:(TR<TG)7 A:(Tg#TR).

On note T la variable aléatoire égale au rang du premier lancer ol apparait au moins un Pile et J la variable
aléatoire J =14, +2x 14, .

1. (a) Préciser les lois de Tz et Tr, puis calculer la probabilité p = ]P’(Al) .
(b) Quevaut psi g=r7si g=r=1/27

2. (a) Déterminer la loi conditionnelle de T sachant Aj .
(b) Pour k € N, calculer Py, [(Te > k)] .

On suppose dans la suite que ¢ = r. On note P4 la probabilité conditionnelle sachant A. Soit k € N.

3. (a) Que représente la variable aléatoire J ?

(b) Calculer P[AN(J=1)N(T >k)].

(c) En déduire la valeur de P4 [(J =1)N (T > k)].

(d) Que vaut Py(J=1)7?

(e) Comparer P4 [(J =1)N (T > k)] et P4[(J =2) N (T > k)], et en déduire la valeur de P4 (T > k).
)

(f) Montrer que les variables aléatoires T et J sont indépendantes pour la probabilité P4 .
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SOLUTION DU SUJET N° 25

1. (a) Comme loi du temps d’attente du premier succes dans un schéma de BERNOULLIL, T < G(1 — q)
et Tr — G(1 —r). Par o-additivité et indépendance,

+oo +00 Too too
P(Te < Tg) = Z P(Tg =n) Z P(Tr =m)| = (1 —q)(1—7) Z [qnl Z Tml]

n=1 m=n+1 n=1 m=n+1
1+ n—1,n
¢ (1—q)r
(- =n 3 soitp =5

1 1
(b) Sig=r,ona p= etsiq:r:§,alorsp:§.

1+4q
2. (a) P(A4;1) # 0. Pour k € N*, par indépendance de T et Tx et reste de série géométrique, on a :
P(Te = k)P(Tr > k) (1—q)gh=1trk

Pa, [(To = k)] = B4y = A — @) =)

Ainsi la loi conditionnelle de Tz sachant A; est la loi G(1 — gr).
(b) D'ou Pyu, [(T > k)] = (qr)*.

3. (a) J vaut 1 (resp. 2) si le premier joueur G (resp. le second joueur R) fait Pile en premier, et vaut 0 si
les deux joueurs font Pile pour la premiére fois en méme temps (ou jamais).

(b) (J=1)=A; C A, et T = min(Tg,Tr) vaut Tz sur A, donc pour k € N,

2k+1
P[AN(J=1)N(T > k)] = P[A, N (Te > k)] = Pa, [(Te > k)| P(4;) = ‘i+ -
(c¢) Par symétrie, P(A;) = P(43) ; donc P(A4) = 2P(A;). Alors
B CPIAN(J=1)N(T>k)] ¢*
PA[(J_l)m(T>k)}_ ]P’(A) _7
P[(J=1)nNnA4] P4, 1
(e) Par définition, AN (J =0) = 0; comme T et Tx suivent la méme loi, ces probabilités sont égales.
Alors

Pa(T > k) =2P4[(J =1)N(T > k)] = ¢**

(f) On aalors P4(J =1)=Ps(J =2)=1/2, P4(J =0) =0 et les calculs ci-dessus montrent que,
pour tous j € {0,1,2} et k € N,

Pa[(J =4)N(T > k)| =Pa(J =j) x Pa(T > k)

ce qui prouve que T et J sont indépendantes pour la probabilité P4 .
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SUJET N° 29

Soit (X )ken+ une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, .4, P), indépendantes
et suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].

Dans la suite, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3. On pose :

Zn,l = Z ]1[1_
=1

ou, pour tout événement A, on a noté 1 4 la variable aléatoire indicatrice de cet événement.

3=

n
<xicr) @t Zn2 =) Ip zexqo1p
=1

1. Donner les lois de Z,, 1 et de Z,, ».
2. Onpose Ty, = Zy 1 + Zp 2.
(a) Donner la loi de T),.

(b) En déduire la valeur de Cov (Z, 1, Zn,2).
Les variables aléatoires Z,, 1 et Z,, » sont-elles indépendantes ?

(¢) Etudier la convergence en loi de T,.
3. Déterminer la loi du couple (Z, 1, Z,, 2).

4. On définit sur R? la fonction f,, par :

n n

V(s,t) €R? fuls,t) =YY P([Zny =10 Zyny = j])s't/

i=0 j=0

(a) Calculer explicitement f,(s,t) en fonction de n, de s et de t.
(b) Calculer 01 2fn(1,1) et retrouver la valeur de Cov (Zml, ng).

(¢) Déterminer nEIJIrloo fn(s,t).
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SOLUTION DU SUJET N° 29

1. On note succes I'événement [1 — % < X; < 1] est réalisé. La variable Z,, ; compte le nombre de succes

1
dans une succession d’épreuves indépendantes dont la probabilité de succes est —n. Donc Z,, 1 suit la loi

)

1
binomiale B <n, ) De méme Z,, o — B (na %)
n

2. (a) On constate que Z, 1 + Z, 2 comptabilise le nombre de variables X; qui sont comprises entre 1 — —
n
et 1. )
On en déduit que la variable Z,, ; + Z,, 5 suit la loi binomiale B (n, )
’ n

(b) On utilise alors la formule suivante : V(Z, 1 + Zpn2) = V(Zn1) + V(Zy, 2) +2Cov(Zn 1, Zn,2)-

2 1

2 1
Or : V(Zn,l + Zn,2) =n X — <1 — ) et V(Zn,l) = V(Zn’g) =n X — (1 — >
n n n n

Apres calcul : Cov(Z, 1, Zy,2) = ——
Comme la covariance n’est pas nulle, les variables ne sont pas indépendantes.
2
(¢) La variable T, suit la loi binomiale B <n, >, d’out T;, converge en loi vers la loi de PoissoN P(2).
n

Remarque : la formule des probabilités composées ne permet pas d’aboutir.

3. Soit ¢ et j deux entiers naturels appartenant a [0, n]] avec j < n — 1.

On a alors : P([Zy1 =i N [Zns = j]) = (’Z) (i) ("j_ Z) (i)j (1 - Z)n_i_j.

4. (a) En remplagant la loi conjointe par sa valeur :

s EE () (2 (59 ) (-

1=0 5=0
n infi o ¢ 7 9 n—i—j
En arrangeant : E(szn’ltz"ﬂ) = Z (n) (f) Z (n . l) () (1 — ) . On reconnaft
‘ 1) \n/ 4 J n n
=0 7=0

dans la seconde somme la formule du bindme de NEWTON et on obtient :

E(s7n1t%n2) = zn: (711> (2)2 (2 o i)n—z

=0

< o R +t—2
On reconnait & nouveau une formule du bindéme, d’ott : f,,(s,t) = (1 + 8) .
n

(b) En partant de la définition : Oy 2f,,(s,t) = Z Zisi_ljtj_lP([Zn,l =14 N [Zn2 = Jj]).

1=0 j=0

Donc : 91 2fn(1,1) = ZZZ;P w1 =N [Zno =3]) =E(Zn1Zn2).

1=0 5=0

t—2
On calcule donc 0; 2 f,(1,1) & partir de Pexpression f,(s,t) = (1 + H) .
n

n—2
On a: dyofn(s,t) = ”;1 (1+ S*;”) — D1afn(1,1) = ”;1.

" Or Cov(Zus, Zn) = E(ZunZns) — E(Zur)E(Zn2).

n—1

On en déduit que : E(Zn’lzn,g) =

En remplacant, on retrouve : E(Zml Zn,g) =

(¢) On obtient (classiquement) : lirf fn(s,t) = elsHt=2),
n—-+0oo
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SUJET N° 32

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (2, .4, P).
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de BERNOULLI de parametre p (0 < p < 1).
Soit U une variable aléatoire qui suit la loi normale N(0,0?) (o > 0).
On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
On suppose que les variables X et U sont indépendantes.
On considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X et une suite
(Un)nen+ de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que U.
On suppose que, pour tout k£ > 1 et pour tout j > 1, les variables aléatoires X}, etU; sont indépendantes.
Soit @ un parameétre réel non nul; on note Y (resp. Y;, pour tout i € N*) la variable aléatoire définie par
Y =aX + U (resp. Y; = aX; + U;)

1. (a) Exprimer la fonction de répartition de Y en fonction de la fonction de répartition Fyy de U, puis en

fonction de .

(b) Vérifier que Y est & densité et donner une densité de Y.
2. (a) Calculer E(X?) et E(XY).
On admet que XY posséde une variance et qu’elle n’est pas nulle et on pose a = V(XY).

(b) On admet les résultats suivants : Si (A,) et (B,) sont deux suites de variables aléatoires qui
convergent en probabilité respectivement vers les variables A et B et (e,) une suite réelle de limite
nulle, alors la suite (A, + &,) converge en probabilité vers A et, si B et les B, ne s’annulent pas,
(An) babilité vers é

B, converge en probabi 5
On pose, pour tout entier naturel n non nul :

M=

Y; X;
1

X2+

ap =

M= m

3=

i=1

Montrer que la suite (@,) converge en probabilité vers a.

3. Montrer que la suite (y/n(d, — a)) converge en loi vers N/ (0, a).
p
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SOLUTION DU SUJET N° 32
1. (a)

Fy(y) = P([Y
U

< ] (X =0])+P([Y <y|N[X =1])
=P([U<y 0 U<y =

Par indépendance de U et X : Fy(y) = (1 —p)Fy(y) + pFu(y — a) = (1 — p)Fu(y) + pFu(y — a).

En centrant et en réduisant : Fy (y) = (1 —p)® (y) +pd (y —a
o o

1-—
(b) La fonction ® est de classe C! sur R, donc Y est bien a densité et fy(y)Jw (E) +2 1
o o) o

2. (a) OnaE(X?) =pet E(XY) =aE(X?) +E(X)E(U) = ap.
7L YiX;
(b) On écrit @, = ————.
X2+ 5%

i=1

S

S

1 I
On applique alors la loi faible des grands nombres : — g Y, X; L ap et — E Xf LS p.
n
i=1 i=1

1
Comme la suite (—;) tend vers 0, on obtient : Z X2+ — 5 D, PUis ay, B
n?

n

3. Ona: ZYX ZaX + U)X —aZX2+ZUX D’ou

1=1 =1

n n
a Z Xz2 Z Ui X; a Z U; X;
Vn(a, —a) = /n | —= —a+ =L =—-—2%: +n-=t
Zle—F% Zleg-i-% §le3+% Zle—F%
1= 1= 1= 1=
n 1 n
X = X

zgl Ul ’ " zgl UZ ’ J\/ﬁ
e Pour le deuxiéme terme : v/n =+/n X

Ny 1 o./pP 18~ y2 4 1

X2+ S X2+
i=1 i=1
n
+ 2 UiX; i
D’apres le théoréme limite central : /n—=——— = N(0,1)
NG
1 « 1 o
e D’autre par : — ZXE +— it p d’ou :# £ % Ainsi avec SLUTSKY
1=1

Ly

n UZX’L

n 4 o 2

N “1\[ X — VP ij\/(o,)
o.\/p p
e Xk
1=
e Pour le premier terme, en utilisant les résultats précédents, on a : —— Lo
S x2 1
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SUJET N° 35

Soit X1, ..., X, un n—échantillon de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi de POISSON de
parametre A > 0 inconnu.
On cherche dans cet exercice & estimer e™*.
Pour tout & € [1,n], on note Y}, la fonction indicatrice de 1’événement [X}; = 0]. Pour tout n € N*, on pose :

Tn:liy—k et S, :iXk
nkZl k=1

—_

(a) Déterminer la loi de Y.
(b) Montrer que Y,, est un estimateur sans biais de e™>.

(c) Y, est-il un estimateur convergent de e=*?

[\

. Pour j € N, on pose ¢(j) = Pg,—;(X1 = 0). Calculer ¢(j).

w

. On pose a présent T,, = p(Sy,).
(a) Montrer que 7T), est un estimateur sans biais de e=*.
(b) T, est-il un estimateur convergent de e~ ?

4. Comparer les risques quadratiques des deux estimateurs T}, et Y.
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SOLUTION DU SUJET N° 35

1. (a) La variable aléatoire Y} suit la loi de BERNOULLI de paramétre :

0
PXy=0=PY,=1)= e_’\% e

(b) Chaque Y} suit la loi BERNOULLI de paramétre e~*. Donc F (?n) = e * et Y,, est un estimateur
sans biais de e~ .
(c) Puisque les X sont mutuellement indépendantes, il en est de méme des Y. Et donc

— 1< 1 < A1 —eA
V(Yn)ZEZV(Yk)ZEZe_A(l—e_A):w 0
k=1 k=1

n n——+oo
Et donc en particulier, Y}, est un estimateur convergent de e™*
P([X1 =0]N[S =j])
P (Sn =J )

Mais [X1 =0]N[S, =j] =[X1=0]N lZXk—Jl

n
Par stabilité des lois de POISSON, Z X}, suit la loi de PO1SSON de parametre (n — 1)\ et par le lemme

k=2
des coalitions, est indépendante de X;. Par conséquent,

P([Xlzo]ﬂ[snzj])zp<[ [ZXk—J]> P(XI—O)P<iXk:j>

-1
_ e—,\e—(n—l),\((n . A
J:

2. Par définition, on a ¢(j) =

D’autre part, S, suit une loi de POISSON de paramétre n\ et donc P (S, = j) =

o) = e"\e—(”—l)’\((”_jl!)’\) _(n- 1\7
e—n)\ (n\)J n
J!

3. (a) Utilisons le théoréme de transfert pour calculer E (T},). On a, en utilisant la définition de ¢(5)

+0o too
E(T.) =Y ¢()P(Sn=4j)=>_ P(X1 =0]N[S, =j]) = P(X; =0) =e>
j=0 J=0

Donc T, est un estimateur sans biais de e=*
(b) D’apres la formule de Huygens, on a V(T},) = E(T?) — e~2*. Par le théoréme de transfert :

= = n—1 % A(n/\)j —2n+41

=S PP, =) =3 () e e
n

j=0

J=0

)\672/\
Donc V(T,) = e 2 (en — 1) ~ — 0. Et T}, est un estimateur convergent de e~*
+oo n n—-+4oo

4. Puisque Y,, et T}, sont des estimateurs sans biais de e™*, leurs risques quadratiques sont égaux a leurs
\%4 (?n) e (1 — e’)‘) % er—1
V(T,) e (eMr—1) n(en-1)
d’apres la convexité de exp qui donne : exp(: x A+ (1 — 1) x 0) < L exp(A) + (1 — L) exp(0).
On en déduit que 7}, est un meilleur estimateur que Y,, (variance plus petite).

<17

variances. On a alors
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SUJET N° 37
Nl

n2

Pour tout entier n > 1, on pose A\, =

1. (a) Déterminer un équivalent de |\/n] lorsque n tend vers +oo.

(b) En déduire que la série de terme général \,, converge.

Dans la suite de l’exercice, on considére un espace probabilisé (€2, A, P) et une suite de variables aléatoires
réelles (X,,)n>1 définies sur cet espace, indépendantes et telles que, pour tout n de N*, X, suit la loi de
PoOISSON de parametre A,,.

2. (a) Montrer que la série Z P(X,, #0) converge.
n>1

(b) Soit (E;);en+ une suite d’événements de A. Montrer que, pour tout n € N*

(¢) Soit n € N*. En déduire que Nlim r (X, #0] ] =0.

(d) En déduire que P < U(N [X.= O])) =1

N>1 n>N

(e) Onnote B={w € Q | Z X (w) converge

n>1

Montrer que la série Z X,, converge presque siirement, c’est-a-dire que P(B) = 1.

n>1
On suppose désormais que B = Q.
+oo
Ainsi la fonction S = Z X, est définie sur 2. On admet que c’est une variable aléatoire.
k=1

n
3. Déterminer la limite en loi de la suite (S,,)n>1 avec S, = Z X5,
k=1
4. Déterminer la limite en probabilité de la suite (Sy,)n>1.
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SOLUTION DU SUJET N° 37
1. (a) Par définition pour tout z réel, z — 1 < |z]| < z <. Ainsi |z] ~ z. Donc |/n| ~ /n.

(b) Ona0< A, ; done Y A\, converge par comparaison avec une série de RIEMANN convergente.

n3/2
2. (a) Soit n € N*. P(X,, #0)=1— P(X,, =0) = 1 — e~*» qui est équivalent lorsque n tend vers +oo &
A, car A, — 0. Comme Z An converge, il est en de méme pour Z P(X, #0).
n>1 n>=1
(b) C’est quasiment du cours. Se démontre par récurrence.
(c) Soit N € N*. Pour tout p € N

N+p N+p +00
P(|JXn#0) <D P(Xn#0)< Y P(X, #0)
n=N n=N n=N

En faisant tendre p vers 400, le théoréme de la limite monotone donne :

+oo —+o0

0<P(|JXn#0)< D P(Xn #0)
n=N n=N
Enfin, on fait tendre N vers 400, le reste de la série convergente de terme général P(X,, # 0) tend

—+oo

vers 0 et par suite, P( |J [X, # 0]) aussi.
n=N
(d) Pour tout N de N*; on pose Ay = |J [X,, # 0]. La suite (Ay) est une suite décroissante
n>N
d’événements, donc

N—+oo

“+o0 “+o0
0= lim P(Ay)=P([) An)=P([) | [Xa #0)
N=0

N=0n>N
—+oo
(e) En passant au complémentaire, on a : P( |J [ [X, =0]) = 1; ceci signifie que presque siirement
N=0n>N

il existe un rang & partir duquel la suite (X,,) est nulle et donc que presque stirement, la série
Z X, converge.

n=0

n
3. Par indépendance, on sait que S,, suit la loi de POISSON de parametre p,, = Z Ak et
k=1

+oo
i = D A= g

k k
Ainsi, pour tout k € N fixé, et par continuité : P(S, = k) =e #nix — e Hb
" n—-+oo v

ce qui montre que S, converge en loi vers la loi de POISSON de parametre p
4. On a, par indépendance, pour N > n,

N N “+o00
V(Sv=8u)= D> V(Xe)= > = > N
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

On utilise 'inégalité de TCHEBICHEFF.

+o00
> M
P(|Sn*S‘>€)<V(Sisn) <k:n+1 0

62 = 82 n—-+0o
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SUJET N° 42

Toutes les variables aléatoires réelles considérées dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P). Pour toute variable aléatoire réelle X a valeurs dans N et tout réel ¢ € I, ot I est un intervalle a
déterminer, on pose G x(t) = E(tX).

1. Montrer que [—1, 1] est inclus dans I.
2. Déterminer Gx lorsque X suit la loi de POISSON de parameétre A > 0. Déterminer 1.

3. Montrer que si X et Y sont indépendantes & valeurs dans N, pour tout ¢ € [0, 1], on a

Gx1y(t) = Gx (H)Gy (1)

“+ o0
4. (a) Pour tout ¢t € [0,1] et n € N, établir encadrement : 0 < Z P(X = k)t" " <tP(X > n).
k=n+1
En déduire que pour tout n € N, Gx(t (Z P(X ) + o(t").

(b) En déduire que si X et Y, & valeurs dans N, possédent la méme fonction génératrice alors elles
suivent la méme loi.

Soit p €]0, 1[; on note ¢ = 1 — p. Soit (X, )nen+ une suite de variables indépendantes qui suivent toutes
la loi de BERNOULLI de parametre p. Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante des
Xy, et telle que P(N = k) # 0 pour tout k € N.

n
On définit les variables aléatoires Sy = 0 et , pour tout n € N*, §,, = Z X;.
i=1

Pour tout w €  on pose S(w) = Sn(,). On admet que S ainsi définie est une variable aléatoire.

5. (a) On note E(y—p)(-) 'espérance conditionnelle sachant (N = n).
Montrer que : Vt € [0,1],Vn € N, E(N:n)(ts) = (pt+ q)".
En déduire que, pour tout t € [0,1], on a : Gg(t) = Gy (pt + q).

(b) Justifier que pour tout ¢ € [0,1], Gy_s(t) = Gy (gt + p).

On suppose désormais que S et N — S sont indépendantes et que G est dérivable en 1.
On pose pour tout ¢ € [0,1], f(t) = In(Gn(1 —1)).

6. (a) Montrer que f(0) = 0 et que pour tout ¢t € [0,1], f(¢) = f(pt) + f(qt).

(b) Etablir que pour tout n € N, pour tout ¢ € [0,1], Z (n)f kgn=kp),

7. Soit € > 0.
(a) Justifier qu’il existe a > 0 tel que si x € [0,a], |f(z) — f/(0)z] < ez.
(b) On fixe ¢ € [0,1]. En déduire que si n est assez grand :

Vk € [0,n], [f(p"q"Ft) — f(0)pFq"Ft| < epFq"F

Conclure que f(t) = f'(0)t.
(c¢) En déduire que N suit une loi de POISSON.
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SOLUTION DU SUJET N° 42

1. Si¢| <1, |[P(X =n)t"| < P(X = n), ce qui montre que GX est au moins définie sur [—1, 1].
+oo
)\
2. Si X ~ P(A),onaVte[0;1],Gx(t) =Y the T Z =M =MD ot T =R,
k=0
3.Vt € [0;1],Gxyy(t) = E@XTY) = E(tXtY) = E(tX)E( )= GX( )Gy (t) par indépendance de X et Y
(et donc de X et ¥ par le lemme des coalitions).

400 “+o0
4. () Ona:0< > PUX =K' "< Y PX=kt=tP(X>n)cark—n>1ette[01].
k=n-+1 k=n-+1
—+oo
Donc : Gx(t Ztk =k)=1t" Z th " P(X = k) = o(t"), car P(X >n) — 0.

n—-+oo
k=n-+1

(b) SiXetY,a Valeurs dans N, possedent la méme fonction génératrice, alors par unicité du DL, elles
suivent la méme loi.

5. (a) La loi conditionnelle de S conditionné par [N = n] est la loi binomiale B(n,p). Par le théoreme de

transfert N
SR S (S Y (e

On a alors par la formule de I'espérance totale pour t € [0, 1],

[ee) +oo
Gs(t) = B(t") = Y Epn—n)(t*)P(N =n) = (pt +q)"P(N =n) = Gn(pt +q)
n=0 n=0

(b) Vn € N;1 — X, ~ B(q). On applique alors 1’égalité précédente & N — S en inversant les réles de p
et de q.

6. (a) On a f(0) =In(Gn(1)) =In(1) = 0. Et V¢ € [0;1], f(t) = In(Gn-s(1 — t)Gg(1 — t)) d’apres la
question 1.b car N — S et S sont indépendantes. D’ott : f(t) = In(Gn(g(1—1t)+p)Gn(p(1—1t)+q)) =
In(Gn(1 —qt)Gn(1—pt)) = flgt) + f(pt)-

(b) Par récurrence sur n € N, en utilisant dans ’hérédité la question précédente.

7. (a) f est dérivable en 0 car Gy est dérivable en 1. Alors elle admet pour développement limité :
f(x) = £(0) + f(0)x + o(x) d’ou puisque f(0) = 0, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que si
z€(0,a], [f(z) — f(0)z] <

(b) Pour tout k € [0,n] et t € [O 1] PPkt < (max(p7 q))™, or (maxp,q))"™ tend vers 0, donc & partir
d’un certain rang, Vk € {0,...,n} et Vt € [0,1], pFq"~*t € [0 al.

On a alors : |f(p*q"Ft) — f/(0)p*q"Ft| < apkq" kt < epFqnF car t € [0;1]. Alors, & partir d'un
certain rang :

[f(&)=f'(0)t] =

Z( O

Z (Z)f(pkq”—’ft) - Z (k) k(0

k=0 k=0

M:

doit | (t) - !

k‘

(n) = ¢ et ceci pour tout € > 0, donc on a : f(¢) — f/(0)t = 0.
)

=0
(¢) On adonc: Vt € [0;1], f(t) = f/(0)t = In(Gy(1 — 1)) & Gn(1 —t) = /'Ot & Gy (z) = e/ (O0-2)
=e

avec ¥ =1 —t. D ou: Gy(z —FO@=1)_ Dapres les questions la et 1d, N ~» P(—f’(0)). On a
bien — f/(0) >
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SUJET N° 45

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (2, .4, P).

On considére une suite (X )ren+ de variables aléatoires & densité, indépendantes et de méme loi, de densité f
et de fonction de répartition F nulle sur R_, strictement croissante et de classe C! sur R7.

On suppose que les variables X admettent une espérance m (m > 0).

On note a un réel strictement positif et IV I’application de €2 dans N définie par, pour tout w € € :

N(w) =

k  sik est le plus petit entier tel que Xy (w) > a
0 si un tel événement ne se produit jamais

1. (a) Vérifier que N est une variable aléatoire.
(b) Calculer P([N = 0]).
(c) Donner la loi de N et la valeur de E(N).
2. On définit application Y de 2 dans R par : Vw € Q, Y (w) = Xy () (w)
On admet que Y est une variable aléatoire.
(a) Déterminer la fonction de répartition de Y.
(b) Vérifier que Y est & densité et donner une densité de Y.
3. Un joueur effectue des parties successives d’un jeu de telle sorte qu’a lissu de la k-iéme partie (k € N*)
le total de ses gains est égal & Xy, ot les (Xg)ren+ vérifient les hypotheéses du début de 1’énoncé.
A chacun des tours du jeu, il doit miser une somme fixe ¢ pour participer (0 < ¢ < m).
Il décide de s’arréter quand, pour la premiére fois, la variable X dépasse un seuil a (a > 0) qu'il s’est

fixé a 'avance.
On note G la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

(a) Vérifier que G admet une espérance et que :
1 +oe
E = —F = tf(t)dt
()= 1= |o+ [ 0
(b) On note K la fonction définie sur R par :
+oo
Ya >0, K(a)= / tf(t)dt —a[l — F(a)]
Etudier les variations de K, en précisant les limites aux bornes.

(¢) En déduire qu’il existe une valeur ag de a (qu’on ne cherchera pas a calculer) pour laquelle E(G)
est maximal.
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SOLUTION DU SUJET N° 45

1. (a) N est bien une application et, si k non nul : [N = k] = [X; <a]N...[X;_1 < a]N[Xg > a] qui est
—+o0
bien un événement comme intersection fini d’événements. De plus [N = 0] = ﬂ Xk < a).
k=1
[N = 0] est donc un événement comme intersection dénombrable d’événements.

+oo
(b) On a donc : P([N =0]) = P <ﬂ Xk < a]> et d’apres le corollaire du théoreme de la limite
k=1

monotone : P((N =0]) = lim P (ﬁ (X% < a}).

n—-+oo
k=1

Or les variables X}, sont indépendantes donc P([N = 0]) = (F(a))". Comme F est strictement
croissante sur R, on a 0 < F(a) < 1. On en déduit P([N = 0]) = 0.

(c) Pour k=1,ona [N =1]=[X; >a] d'ou : P([N =1]) = P([X1 > a]) =1 — F(a).
Pour k> 2: [N =k =[X1<a]N...[Xk-1 <a]N[Xg > a] et par indépendance : .
PN = k]) = (F(a))k 1(1 — F(a)). N suit la loi géométrique G(1 — F(a)) et E(N) = 1—7F(a).

2. (a) Comme N est le premier indice k ot X}, > a, on a Y(Q) = [a, 00|
Pour y > a, on utilise le systéme complet d’événements {[N = n] ; n € N*} et la formule des
probabilités totales.

On a donc, pour y > a : Fy(y ZP :n]):ZP([XNgy]ﬁ[N:nD.

D’ou Fy (y ZP :n]):ZP([XlSa]ﬁ...ﬂ[Xn_léa}ﬂ[a<Xn§y]).

Fy) - F(a)
1—F(a) ot
(b) On vérifie facilement que Fy est continue sur R et de classe C! sur R, sauf éventuellement en a.
On trouve une densité en dérivant sur | — oo, af et sur ]a, +00[ et ajoutant une valeur arbitraire en a.

f(y)
1— F(a) el

Par indépendance, on a donc finalement : Fy (y) =

On obtient par exemple comme densité fy (y) =

+o00o
3. (@) Ona:G=Xy—cN avecE(XN):/

—00

+o00
thy (t)dt = / tf(t)dt
a
La variable G admet donc une espérance et, par linéarité : E(G) = E(Xy)) — cE(N). En remplagant,

1 oo
on trouve bien : E(G) = T=Fla) {c +/a tf(t)dt}
(b) On trouve K'(a) = —[1 — F(a)] qui est négatif.
+oo +oo +oo
De plus : lirg+ K(a)=met a(l — F(a)) = a/ f(t)dt. Or : 0 < a/ ft)dt < / tf(t)dt.
a—= a a a
+oo
Comme tf(t)dt est un reste d’intégrale convergente, on a donc lim a(l — F(a) = 0.

a—+oo

Conclusion : lim K (a) =0.
a——+o0

+oo
(¢) On a donc E(G) = H(a) avec : H(a) = 1_;1:,((1) [—c —l—/ tf(t)dt}

w7, R B (N
- ))[ [ @t — a(l - Fa >] e et K@)

H'(a) est donc du signe de —c + K (a). Le tableau de variation de H montre alors qu'il existe un
maximum atteint en un point ag.

+oo
On trouve, aprés calcul : H'(a) =
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SUJET N° 47

Soit (Xi),ey- une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P). Pour chaque k € N*, la variable X}, suit une loi gamma de parameétre vy, (v > 0).

1. Donner ’espérance et la variance de Xj.
2. Pour n € N*, on pose Y,, = X7 x -+ x X,,. Déterminer Y,,(Q). Déterminer E(Y,,) et de E(Y,?).

3. (a) Soit £ un réel strictement positif. Justifier I'inégalité
P(Y,>¢) <

n
(b) On suppose que les sommes partielles Z In(vg) tendent vers —oo, quand n — +oc.
k=1
Qu’en déduit-on pour la suite (Y;,)?

1
4. Dans cette question on suppose que la série de terme général T est convergente.
v

On admet que si X et'Y sont deux variables aléatoires réelles définies sur (2, A, P) qui possédent des
moments d’ordre 2, alors la variable XY admet une espérance et :

|[E(XY)| < VE(X?)\/E(Y?).
(a) Montrer qu’il existe un entier ng tel que v X -+ X v, = vy X -+ - X vy, pour tout n = ng (dans un

1
premier temps on pourra étudier la convergence de la suite (v,,)). On pose r = 5(1/1 X+ X Ung)-

1
(b) Montrer que Y, < §E(Y”) + Yo 1(y, > pour tout n > ng (ot pour tout événement A € A, on a

noté 1 4 la variable aléatoire qui vaut 1 si A est réalisé et 0 sinon).
En déduire que pour n > ng on a

1 & 1
P(Y, > > - 1-— .
wonz (- 1)

(¢) On note u, le membre de droite de 'inégalité précédente. Montrer que la suite (In(u,)) est
convergente.

(d) Déduire de ce qui précede que la suite (Y;,) ne converge pas en probabilité vers 0.
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SOLUTION DU SUJET N° 47

1. D’apres le cours, on a E(X}) = V(X}) = vy, et par la formule de Huygens E(X?) = vy, + 3.

2. Les variables X}, étant positives, il est clair que Y;, prend ses valeurs dans Ry (support). Comme les
variables X7, -+, X, sont indépendantes, il vient E(Y,) = E(X1) x -+ X E(X,) =11 X -+ X Up.
Avec le lemme des coalitions et la formule de Huygens, on obtient

n

n n
E(Y?) = B(X?) x --- x E(X?) :H (X3) + E(X:)? H v + v2).

3. (a) Comme Y, est positive et admet une espérance, en appliquant I'inégalité de MARKOV, on obtient

P(Yn>g)< E(Yn> :U]_)(...Xyn.
3 g

1 n
(b) D’apres la question précédente et 'hypothese, on a P (Y, > &) < —exp <Z ln(uk)> — 0.
€

On en déduit que la suite de variables aléatoires positives (Y;,) converge en probabilité vers 0.

est convergente, la suite converge nécessairement

+ v 1+
vers 07, et par conséquent la suite (1) tend vers +oo. Il existe donc un entier ng a partir duquel
v, = 1. On voit donc que cet entier ng convient pour satisfaire I'inégalité exigée pour tout n > nyg.

4. (a) Comme la série de terme général

(b) Compte tenu de la définition de r, pour n > ng nous avons

1
Y, = Yn]l[Yn<r] + Y;L]l[Yn2'r] < §E(Yn) + Yn]l[YnE'r]'

Comme 'espérance est croissante, en utilisant 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour l'espérance
qui nous a été donnée, pour n > ng on obtient

Ce qui conduit a

jlﬁ( 1+Vk)

(¢) On aln(u,) =—2In(2) + Zln 1— (1+v)™h). On voit que In(1 — (1 +14)~1) est toujours négatif
k=1
et est équivalent & —(1 + v5)~! qui est le terme général d’'une série convergente. Le cours nous

permet alors de conclure que la suite (In(w,)) tend vers un réel £.

(d) Des questions précédentes, on déduit que la suite (Y;,) ne converge pas en probabilité vers 0 puisque
r > 0 et que la suite (u,) converge vers e/ > 0. Comme la suite (u,,) est décroissante, on pouvait
aussi dire que pour n > ng

P(Yn>7')>un>e£>0.
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SUJET N° 50

On consideére une suite de variables aléatoires (X, ),,~,; qui sont toutes définies sur le méme espace probabilisé
=

1 1
(Q, A, P). On suppose que X,, suit la loi uniforme sur l'intervalle [— ] Pour n > 1, on considere les

on’ on

variables aléatoires

n n n n
1
Z 2 2
Yn: Xk, Zn = Xk:7 Tn: E : : (XZ—XJ) et Un:lgf;én'Xl_ jl'

k=1 k=1 =1 j=1
1. Donner ’espérance et la variance de X,,.
2. Justifier chacune des inégalités suivantes :

1

3. Exprimer la variable aléatoire T, en fonction des variables aléatoires Y, et Z,.

4. Soit M un réel. On considére une suite croissante de variables aléatoires (V,,),>1 telles que V, (w) < M

pour tout w € Q et tout n > 1.

(a) Soit w € Q. Justifier la convergence de la suite (V,,(w))n>1. On notera V(w) la limite de cette suite.
+oo

(b) Soit x € R. On définit I’événement E,, en posant E,, = [V,, < z|. Prouver que [V < z]| = ﬂ E,.
n=1

En déduire que V est une variable aléatoire réelle définie sur (2, A, P).

(¢) Montrer que la suite (V,,),>1 converge en loi vers V.

. En déduire que la suite de variables aléatoires (Z,)n>1 (respectivement (U,,),>1) converge en loi vers

une variable aléatoire Z (respectivement U).

Soit (x1,-++ ,x,) € R™ (n > 2). On admet linégalité suivante :

2
max |z — x> < = E (zp — )%
1<k<t<n nL i
SUASES W

(a) En déduire que U? < 2Z7.

(b) Montrer lexistence d’une suite réelle (v,,)n>1 convergeant vers 0 et telle que pour tout w € Q,
Zn(w) € Z(w) € Zp(w) + vy

Justifier 'existence de ’espérance de Z et la déterminer.

2 1
— >,.
P<U>3>/2

(¢) Montrer que :
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SOLUTION DU SUJET N° 50

1 1 1
1. Comme X,, suit une loi uniforme sur {—271, 24, il vient F(X,) =0et V(X,) = TRy
& X1 K11 1
~ i Yl < S €Y 2 =102, <Y = 2 L
2. On a successivement : |Y},] > | X | o <Z T et Un 1?112;;(" AT 1

k=

—

I~ 1 2
3. On voit que T, = — 3N X+ X -2XX;) = - [nZ, +nZ, - 2Y7?] =22, — ﬁyﬁ.
i=1 j=1
4. (a) Soit w € Q, la suite (V,,(w))n>1 est croissante et majorée, elle est donc convergente.
(b) La croissance de la suite (V},)n>1 implique l'inclusion [V < z] C E,, pour tout entier n > 1, d’ou
+o0
[V <x] C m E,. Si w appartient & cette intersection, on a V,(w) < x pour tout n € N* et par
n=1
passage a la limite V(w) < . On a donc l'inclusion inverse et finalement ’égalité. Comme chaque
E, € A puisque V,, est une variable aléatoire sur (€, .A, P), on voit que [V < z| € A comme
intersection dénombrable d’éléments de A. Il en résulte que V est bien une variable aléatoire sur
(Q, A, P).
(c) La suite (En)n>1 est clairement décroissante. La question précédente et le théoreme de la limite mo-
notone donnent Fy (z) = P([V <z]) = lim P(E,)= lim Fy,(z). La suite (V,),>1 converge
n—+00 n—+o0o

donc en loi vers V.

5. En 2, on a montré que les variables aléatoires Z,, et U, étaient bornées, de plus, les suites (Z,)n>1 et
(Un)n>1 sont croissantes. La question précédente nous assure qu’elles convergent en loi respectivement
vers deux variables aléatoires Z et U.

2
6. (a) Avec l'inégalité donnée, on voit que U, (w)? < T, (w) = 27, (w) — =Y, (w)? (cf. la question 3).
n

D’apres la question 2, on a Y, (w)? < 1, il suffit donc de passer a la limite pour obtenir I'inégalité

souhaitée.
(b) Par croi 7, < 7 et X0 ()] < — ¢ prend fl L o
ar croissance, on a et comme w —, on peut prendre v, = — =——.0n
b n n X 2,"’7 p p n 4k 3 X 477.
k=n+1
1
voit que E(Z Z E( Xk Z V(Xk) = (1 — 4n> Comme Z,, est positive, on remarque au

passage que ceci 1mp11que que I’ esperance de Z existe par domination. Par croissance de I’espérance,
1
on obtient E(Z,) < E(Z) < E(Z,) + v, et par passage & la limite on trouve E(Z) = g
(¢) En utilisant la question 6.(a), la positivité de U et I'inégalité de MARKOV, il vient :

2 2 4 9E(U?) 9E(Z) 1
P Z)=1-PlULZ)=1-P(U*<K =) >1- >1— =,
(U>3> (U 3) <U 9> 4 2 2
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SUJET N° 53

Dans tout 'exercice les variables aléatoires sont définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soit p €]0,1[. On notera ¢ = 1 — p. Pour tout n € N, soient X, et Y,, des variables aléatoires telles que X, suit

la loi binomiale de paramétres (n,p) et Y, =n — X,,.

On considere également une variable aléatoire N a valeurs dans N et telle que, pour tout n € N, N est
indépendante de X,,.

On considere enfin les variables aléatoires Xn : w — Xy () (w) et Yy : w = Yy, (w).

1. Quelle est la loi de Y,, pour tout n € N?

“+oo
2. Montrer que pour tout k¥ € N, on a : P(Xy=k)= Z P(X, =k)P(N =n).
n=~k

3. Soit A > 0. On suppose, dans cette question uniquement, que N suit la loi de POISSON de parametre
A
(a) Déterminer les lois de X et Yy.

(b) Montrer que Xy et Yy sont indépendantes.

4. Dans cette question, on suppose uniquement que Xy et Yy sont indépendantes.
(a) montrer qu’il existe deux suites de réels (ux) et (v;) telles que :

UEV;

V(k,j) € N? P(N:kJrj):m.

Indication : on pourra considérer P ((Xy = k) N (Yn = j)), pour j,k € N.
(b) En déduire que la suite (K!P(N = k)), o est géométrique.
(¢) En déduire que N suit une loi de POISSON.
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SOLUTION DU SUJET N° 53
1. On a Y,,(Q) = [0, n] et, pour tout k € Y,,(Q) :

P(Yn = k) = P(Xn =n-—- k) - (n ﬁ k)pnqu = ( ’ k>pnqu.

n —

donc Y, suit la loi binomiale de parameétres (n, q).

2. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements {[N = n],n € N}, donne, pour
tout k € N :

P(Xy=k)= ZP ([ Xy =k N ZP :n]):ioP(Xn:k)P(N:n)
n=k

n=0

par indépendance de N avec chaque variable X,,.

3. (a)

D’apres ’écriture de la question précédente on a, par indépendance,

)\n
—k Y
VkeN, PXy=k)= ZP Zkl |pq e
A f too A j A k
764\( p') ( q') :epri( p|) en posant j =mn —k
k! = k!

Par conséquent, X suit la loi de POISSON de parametre Ap.
De méme, Yy suit la loi de POISSON de parametre Aq.
D’une part Xy + Yy = N et d’autre part, N est indépendante de chaque X;. Par conséquent, pour
tout (k,j) € N% on a :
P(Xy = KN [Yy =j]) = P(IN =k + 4]0 [Xpy; = k]) = P(N =k +j)P(Xp1; = k)
k+j ; j i
=e A ] X (k+.j)!pkqj e Aot 2 P /\ i % )‘J.q]
(k4 j)! k! j! Tk 3!
=P(Xny=k)P(Yn =)

Les variables X et Yy sont indépendantes.
Pour tout (k,j) € N? on a:

P(Xx = KN ¥y = 4)) = POV = k)P (s =) = POV = k45t

En utilisant I'indépendance de Xy et Yy, on obtient :

(k4 j)!

P(Xy =Py =) = PV = k+§) = P
P(Xn =k)k! P(Yy = j)j!
On pose alors ug = # et v; = M, on obtient I’égalité demandée.
p~ q

On remarque tout d’abord que vy # 0.
En effet, si on suppose que vg = 0, alors d’apres le résultat précédent, pour tout k € N :
k! P(N = k) = ugvo = 0, ce qui est impossible.
On en déduit alors, que pour tout k € Nyona: (k+1)!P(N=k+1)=uvu; = L kKIP(N = k).
Vg
U1

La suite (k!P(N = k)), <y est donc géométrique de raison A = —.
Vo

)\k
Il existe alors C telle que : Vk e N, P(N=k)= Cﬁ'

Comme la somme de toutes les probabilités donne 1, on obtient C' = e~ et donc N suit la loi de
Po1ssoN P(N).
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SUJET N° 57

On dispose de trois pieces de monnaie : une piece numérotée 0 pour laquelle la probabilité d’obtenir « pile »
1 1
vaut 3 et celle d’obtenir « face » vaut également o une piéce numérotée 1 donnant « face » a coup sir et une

troisiéme piece numérotée 2 donnant « pile » a coup siir.

On choisit 'une de ces pieces au hasard et on la lance indéfiniment.

On considere la variable aléatoire X, égale au rang d’apparition du premier « pile » et la variable aléatoire
Y, égale au rang d’apparition du premier « face ». On convient de donner a X la valeur 0 si 'on n’obtient
jamais « pile » et de donner a Y la valeur 0 si 'on n’obtient jamais « face ».

On suppose que 'expérience est modélisée avec un espace probabilisé (2, .4, P).

1. On rappelle que, pour tout entier naturel m, l'instruction grand(1,1,’uin’,0,m) renvoie un entier
aléatoire compris entre 0 et m (ceci de fagon équiprobable).

On décide de coder « pile » par 1 et « face » par 0.

Compléter le script Scilab suivant pour qu’il permette le calcul et 'affichage de la valeur prise par la
variable aléatoire X lors de I'expérience réalisée dans cet exercice.

piece=grand (1,1, 'uin', ---, ---)
x=
if piece==
lancer=grand(l,1, 'uin', ---, ---)
while lancer==
lancer=---
B
end
elseif piece==1 then x=---
end

disp(x)

Justifier aussi pourquoi le programme ne comporte pas de ligne : elsif piece==2 then - - -.

2. (a) Déterminer la loi de X et calculer son espérance.

(b) Justifier sans calcul que Y suit la méme loi que X.
3. Covariance de X et Y.

(a) Déterminer la loi de la variable aléatoire XY

(b) Etablir que XY posséde une espérance, donner sa valeur, puis vérifier que Cov (X,Y) = 0.
4. Montrer que X et Y ne sont pas indépendantes.
5. Déterminer la loi de | X —Y|.
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SOLUTION DU SUJET N° 57

1.

2.

4.
o.

L’égalité piece==0 signifie que I'on joue avec la piece équilibrée et piece==1 signifie que I'on joue avec
la piece donnant "face" a coup stir, donc X prendra la valeur 0. Par suite :
piece=grand(1l,1,'uin',0,2)
X:
if piece==
lancer=grand (1,1, 'uin',0,1)
while lancer==
lancer=grand (1,1, 'uin',0,1)
X=X+
end
elseif piece==1 then x=
end
disp(x)
Si 'on joue avec la piece 2, il est certain que X prend la valeur 1 mais comme la variable informatique x
a été initialisée a 1, il n’y a rien a ajouter.
(a) On utilise la formule des probabilités totales ou on explique... Dans les deux cas, on trouve :
1 /1\" 1
Vn>2,P(X =n)= 3 (2) ,P(X=1)= 3 et avec la somme des probabilités, on a finalement
P(X=0)= 3" Un calcul fait avec prudence a cause des deux premiers termes donne F(X) = 1.
(b) X et Y suivent la méme loi : symétrie des pieéces truquées et équilibre de la piéce numéro 0.
(a) Remarquons tout d’abord que, comme X(Q) =Net V() =N,ona: (XY)(Q) CN.

(XY =0)=(X=0)U(Y =0), donc XY peut prendre la valeur 0 .
Ona ([X =1]N[Y =1]) = &, ce qui montre que XY ne peut pas prendre la valeur 1.

D’autre part, XY peut prendre toutes les autres valeurs entiéres donc (XY)(Q2) = N\{1}.

1 1 2
On a vu que (XY =0) = (X =0)U (Y = 0) donc, par incompatibilité : P(XY = 0) = 3 + 3=3
([X =1],[Y =1]) est un systéme complet d’événements et la formule des probabilités totales donne :

Yn>2 P(XY =n)=P([XY =n]Nn[X =1])+ P([XY =n]N[Y =1)).
On en déduit : Vn > 2, P(XY =n) = P([Y =n]N[X =1]) + P([X =n]N[Y = 1]). Comme n est
supérieur ou égal a 2, ona: (Y =n)C (X =1)et (X =n) C (Y =1).
2 /1\"
On obtient donc : Vn > 2, P(XY =n)=P(Y =n)+ P(X =n)=2P(X =n) = 3 <2> .
2 /1\" 2 1 (1\"' 1 /1\"!
: 2 s frng = — —_ = — —_ —_ = — — .
(b) Ona:¥n >2,nP(XY =n) 3" <2> 3 X 3" <2) 3" <2>
La série de terme général nP(XY = n) est donc absolument convergente et XY posséde une
espérance. Aprés calculs, on obtient : E(XY') = 1. Donc Cov(X,Y) existe et vaut 1 —1x 1 =0.
1
PX=1Nn[Y=1)=0et P(X=1)P(Y =1) = 1 donc X et Y ne sont pas indépendantes.
|X — Y| prend ses valeurs dans N*. De plus, pour tout n de N*, on a :
(I X=-Y|=n)=(X=1nY=n+1)U(Y =1Nn[X =n+1))

U(X=1nY=-n+1)uU(Y =1]Nn[X = —n+1]).

Sinzl,ona:P(|X—Y|:1):P(Y:2)+P(Y:0)+P(X:2)+P(X:0):%
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SUJET N° 59

Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, IP) .

Pour n € N*, on considére une variable aléatoire X,, a valeurs dans [1,7] telle que (P(X,, = k)), <han St
proportionnelle & (k)1<kgn -

1. Déterminer la loi de X, et calculer son espérance et sa variance.

2. Expliciter la fonction génératrice G,, de X,, définie par :

n

VteR,  Gnt) = Z[P(Xn - k:)tﬂ
k=1

Pour n € N*, on note Y,, = exp(Xn/n) .

3. Exprimer E(Y},) a laide de G,, et déterminer sa limite quand n — +00c.

4. On donne In(2) = 0,69 . Comparer

L= EI_EOO [E(exp(Xn/n))} et L'= ngr-ﬁl:loo {exp(E(Xn/n))} .

n

5. (a) Justifier que la fonction exponentielle est convexe sur R.

(b) Retrouver ainsi la comparaison précédente.
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SOLUTION DU SUJET N° 59
1. Si (P(X,=k)) =a(k),ona:
2

1: = ——
Zakz = o nln+1)

k=1
d’ou,

z": k2 _2n+1
nn—|—1 3

k=1
N 2k8 1 24n-—2
:Z _nin+1) d’ou V(Xn):w
n(n 2 18
k=1
2. Par dérivation de t — Z t* pour t£1,0na:
k=1
2t pt"tl—(n+1)t"+1
Gn(t) = kth =
®) n—|—1 Z n(n+1) (1—1¢)2
Et par ailleurs G, (1) = 1.
3. Par théoréeme de transfert,
E(Y,) = Y [/ P(X, = k)] = Gule!/")

k=1
puis par développement limité,

1/n 1+1/n _ 1/"7 _
E(Y,) 2e ne (n+1)e+1_21/nne( H+1l-e

E(exp(22)) 2 B(V,) — 2 et exp [B(22)] = exp | 2L exp(2
(%) o~ (%) ; (

n—oo
car In(2) =~ 0,69 >2/3 ;donc L' < L.
5. (a) Car (exp)” =exp > 0.

(b) Par convexité, par récurrence sur n > 1, on en déduit que, pour tout x1,...,x, € R:

(Vk, pr €[0,1] et ipk = 1) = exp [ipkmk] < i [pr exp(zy)] -
k=1

k=1 k=1
Avec xp, = k/n et p, = P(X = k), on obtient :
eqz ]Z%WU]
k=1 k=1

d’onl I'inégalité large a la limite : L' < L.

n(n+1) (1—el/n)2 n(n+1)(1—e/n)2 n-oo 2
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SUJET N° 61

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P) et sont a
valeurs dans N. Pour toute variable aléatoire X, on note ¢ x 'application définie pour tout réel ¢ tel que la
série converge, par

+oo
px(t) =Y P(X =n)t"
n=0

1. Montrer que ¢ x est définie au moins sur le segment [—1,1].

2. Un exemple. On suppose dans cette question que X + 1 suit la loi géométrique de parametre 1/2.
Calculer ¢ x ainsi que son domaine de définition I.

3. Montrer que px admet un développement limité en 0 a tout ordre et que pour tout n € N, on a :

px(t)=> P(X =k)t" + o(t")

k=0

4. Dans cette question, la variable aléatoire Y vérifie py (t) =2 — /2 —¢.
(a) Déterminer le développement limité en 0 & Pordre n de t — (1 +¢)/2.

(b) En déduire le développement limité en 0 a ordre n de ¢y

(c) Déterminer la loi de Y.

5. On suppose maintenant que les deux variables aléatoires précédentes X (définie dans la question 2) et Y
sont indépendantes. On note S = X + Y. Déterminer la loi de S.
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SOLUTION DU SUJET N° 61

1. Pour tout ¢t € [-1,1], on a |P(X = n)t"| < P(X = n). La série numérique )  P(X = n) étant
convergente, px est définie sur un intervalle I contenant [—1, 1], donc 0.

400 k
1 t 1 1 1
n=0

Ce calcul est valable pour |t| < 2 (série géométrique de raison ¢/2.)

3. On peut écrire px (t) = ZP(X = k)tF + Z P(X = k)th = ZP(X = k)t* + R, ().
k=0 k=0

k=n-+1
“+o0
On a R, (t) = t"*! Z Unp1-xt" TR = o(t") au voisinage de 0. En effet pour || < 1
k=0

+o00 1
< |t|n+1—k _
2 =

+oo

+1-k
E an+1—ktn
k=0

(n)
0
Donc px admet un développement limité en 0 a tout ordre et par unicité du DL, Py '( ) = P(X =n).
n!

(a) Le développement limité en 0 de x +— (1 4+ x)* étant au programme, on sait que pour tout n € N et
x au voisinage de 0,

(1+$)a:1+Za(o¢—1)..];'(a—k+1)xk+o(xn)
k=1 )

(2Kk)!

@k et o)

n
Ici pour a = 1/2, il vient (1 +¢)/2 =1+ Z(fl)k*1
k=1
(b) On remarque que la fonction oy est égale & 2 — /2 (1 — %)1/ ® Gréce 4 la question précédente (en
remplacant ¢ par —t/2), on obtient

V2 2n)!
Pr(0)=2-V2 etan = e En!)L
V2

(c¢) Par unicité du DL et la derniere question, P(Y =n) = Gn-1s (2:)

4. on remarque de ¢x(t) = E(t¥). Par le lemme des coalitions et l'indépendance de X et Y :

~1/2
ps(t) = perrlt) = B)BE) = ox(ov() = 15— = (1~ 5)

Un calcul analogue au calcul précédent donne

-1/2 +oo
t 1 /2n\ ,
(12) :1+§ 87L<Tl>t,pou1“|t|<1

et

1 1 1 /2
Finalement P(S =n) = — ( n)
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SUJET N° 64
Soit (Xk)ken+ une suite de variables aléatoires & valeurs positives définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P) et admettant toutes une espérance. On note, pour tout k € N*, A\, = E(X}). On suppose que la série

E A converge et on note p sa somme.
k>1

n n
On pose pour tout n € N*, §,, = ZXk, et p, = Z/\k'
k=1 k=1
1. Dans cette question uniquement, on suppose que chaque X} suit une loi de POISSON de parameétre Ay et

que les (X}) sont indépendantes. Montrer (S, )nen+ converge en loi vers une variable aléatoire que I'on
déterminera.

Dans la suite, on note A = {w € 2/ Z X (w) converge}. On admet que A est un événement.
k>1

2. Pour tout N € N*, on note Ay 1’événement ﬂ [Sn < NJ.
neN*
(a) Montrer que, pour tout N € N*, P(Ay) > 1 — % (on pourra utiliser 'inégalité de MARKOV).
(b) Justifier que pour tout N € N*, Ay C A. En déduire que P(A) = 1.

On suppose dans la suite de I’exercice que A = (), c’est a dire que la série ZXk(w) converge
k21
pour tout w € .

+oo
On définit alors la variable aléatoire S par, pour tout w € Q, S(w) = Z X (w).
k=1

3. Soit € > 0.
Hk — Pn

(a) Montrer que, pour tout entier k > n, on a : P ([Sy — S, > €]) <
€

(b) Montrer que 'on a, pour tout n € N* : P([S =S, >¢]) =P U [Sk — Sn > €]

k>n
(c) En déduire que (Sp,)n>1 converge en probabilité vers S.

4. En remarquant que (S, — S)p>1 converge en probabilité vers 0, en déduire que (S, ),>1 converge en loi
vers S.
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SOLUTION DU SUJET N° 64

n
1. D’apres le cours, S, suit la loi de POISSON de parameétre p, = Z i, d’ott pour tout k € N, P([S,, =

2.

=1
puk p

k
k) = Hn o—pun. Quand n tend vers +o0o, —e"Hn — ——e™# ce qui prouve que (S, ) tend en loi vers une

k! k! k!

variable aléatoire suivant la loi de POISSON P(p).

(a)

Hn

D’apres I'inégalité de MARKOV, P([S,, = N]) < ie. P([S, < N])>1-— ~ (1).

E(Sn)
N

Par ailleurs, étant donné que les X} sont & valeurs positives, [Sp+1 < N] C [Sn, < N]. On est en
présence d’une suite décroissante d’événements d’ou, par le théoréme de convergence monotone,

n—-+oo
neN* nEN*

1—%i.eP(AN)>1—%.

P m [Sn < N]) = lim P([S, < NJ). Par passage a la limite dans (1), P ﬂ [Sn < N}) >

Soit w € An. Pour tout n € N*, S, (w) < N. Les sommes partielles de la série & termes positifs sont
bornées et la série Z X (w) converge d’ott w € A, donc Ay C A.

k>1
Ainsi pour tout N € N*, P(Ay) < P(A). Or P(Ax) — 1 quand N — 4o0. Par passage a la limite,
1< P(A) dou P(A) = 1.

) C’est encore MARKOV, sans difficulté.

On remarque que S — S, > 0. Soit w € [S — 5, > ¢]. On a S(w) — Sp(w) = khrf Sk(w) — Sp(w).
—+oo
)_

De plus l'intervalle |e, +00[ contient la limite de la suite de (Sk( Sp(w))k>n, donc tous les termes
de la suite sont strictement supérieurs & € pour k assez grand. D’ou [|S—S,,| > €] C Uksn[Sk—Sn > €]
et réciproquement. On a alors 1’égalité demandée.

w
w

La suite d’événements ([Sy — S, > €])k>n est une suite croissante d’événements (voir ci-dessus),
d’ont
P J[Sk—Sn>el| = lim P([Sk— S, >e])

k—
k>n oo

D’apres la question précédente, cette limite est majoré par K= Hn
€

Ainsi, pour tout n € N*, P([|S,, — S| > ¢]) < = fn ; on conclut alors sans difficulté.
€

4. On applique le théoréme de SLUTSKY. On sait que S,, —.S converge en probabilité vers la variable certaine
0 quand n tend vers +o00. La suite constante de terme général S converge en loi vers S, d’ou S, — S+ S5,
i.e S, converge en loi vers S.
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SUJET N° 1

Soit n € N*. La transposée d’'une matrice M sera notée ‘M. Dans cet exercice, on confondra R™ et 1’espace
des matrices colonnes réelles M,, 1 (R). On rappelle qu’alors, le produit scalaire est défini par :

V(X,Y) e M 1(R)? (XY) ='XY
On étudie les matrices A de M,,(R) vérifiant la propriété (P) suivante :
V(X,Y) e My 1(R)Z2VAX =0 = XAY =0

Une matrice A € M,,(R) est dite symétrique si ‘A = A. Une matrice B € M,,(R) est dite anti-symétrique
si 'B = —B.

1. Vérifier que V(X,Y) € M,,1(R)2,'Y AX est un nombre réel.
2. Montrer que si A est symétrique ou anti-symétrique, alors A vérifie la propriété (P).
3. Soit A € M,,(R) une matrice telle que pour tout Z € M,, 1(R), *ZAZ = 0.

(a) Etablir que pour tout (X,Y) € M, 1(R)?, 'Y AX = — X AY.

(b) En déduire que A est anti-symétrique.

On suppose dans toute la suite de l'exercice que A vérifie la propriété (P) et n’est pas anti-symétrique.

(a) Montrer qu’alors A vérifie (P).
(b) Soit X € M, 1(R). Montrer que (Vect(AX))L = (Vect(?AX))+ puis que Vect(AX) = Vect(*AX).
(c) En déduire que pour tout X € M,, 1(R), il existe ax € R tel que "AX = axAX.
(d) En conclure que pour tout X € M, 1(R), ‘XAX = ax'XAX.
5. Montrer qu’il existe Y telle que ‘Y AY # 0 et qu'on a alors 'AY = AY.
6. Soit Y telle que 'Y AY # 0.
(a) Soit X € M, 1(R) tel que AX est non nulle et colinéaire & AY. Montrer que ‘AX = AX.

(b) Soit X € M, 1(R) tel que AX est non colinéaire & AY. En considérant ‘A(X +Y'), montrer que
tAX = AX.

(c¢) En conclure que A est symétrique.
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SOLUTION DU SUJET N° 1

1. 'YW AX est le produit scalaire de Y et AX.

2. Soient X et Y deux matrices de M, 1(R) et A € S,(R). Alors : ‘(!X AY) = 'Y(*AX) = 'YAX,
donc 'YAX =0 = ‘XAY = 0. De méme si A € A,(R) : {(*XAY) = 'Y (*AX) = —'Y AX, donc
'YAX =0 = 'XAY = 0.

3. (a) Soient X et Y deux matrices de M,, 1(R) . On pose Z =X +Y. Onaalors : ‘ZAZ =0 &

HX +Y)AX +Y) =0 'YAX = — X AY.

(b) On a d’une part 'Y AX = (*AY, X) et d’autre part X AY = (X, AY), d’ou d’apres 2.a), il vient :
(tAY + AY, X) = 0 pour tout X, soit PAY + AY =0 donc tA=—A.

4. (a) Soient X et Y deux matrices de M, 1(R). On a alors : 'X'AY = (AX,Y) = (Y, AX) = 'YAX.

Dol : 'X'AY = 0 = 'YAX =0 = 'XAY = 0 car A vérifie (P). Or ' XAY = (X, AY) =
(AY, X) = 'Y'AX. Dou : ' X'AY =0 = 'Y*AX = 0. Ainsi ' A vérifie (P).

(b) Y € (Vect(AX))t & (V,AX) =0 & 'YAX =0 = 'XAY = 0 car A vérifie (P). Or I XAY =
0 < (*AX,Y) =0, dou Y € (Vect(*AX))*. On a donc : (Vect(AX))* C (Vect(tAX))*t. Or
puisque A vérifie (P), A vérifie (P) d’apres la question précédente. Et on a donc (Vect(*AX))+ C
(Vect(*(*A) X))+ = (Vect( AX))*, d’ou I'égalité d’espaces vectoriels. On a donc :

€

1
= (Vect(*AX)) = ((Vect(AX))l> = Vect( AX)

((Vect(tAX))L)

(c) Puisque Vect(AX) = Vect(*AX), il existe ax € R tel que 'AX = axAX.

(d) Soit X € M, 1(R). Alors : *X*"AX = ax'XAX. De plus '(*X*AX) = ‘XAX, avec ' XAX € R,
donc égal & sa transposée. Ainsi : {X'AX =! (*X'AX), et donc ' XAX = ax ' XAX.

5. D’apres la question 3, comme A n’est pas anti-symétrique, alors 3 € M,, 1(R),! Y AY # 0. Or d’aprés
la question 3d, on a : 'Y AY = ay ‘Y AY donc ay =1 et LAY = AY.

6. (a) YAX = '(PAY)X = YAY)X d’aprés la question 5, donc 'Y AX = 'Y'AX = "YaxAX =
axYAX.Or INE R, AX = MY . Dot : 'YAX = A'YAY #0. Dol ay = 1let tAX = AX.

(b) tA(X—I—Y) = (Xx+yA(X+Y> = Oéx+yAX—|—()zx+yAY. Or *A(X—FY) = fAX—i— fAY = OéxAX—FAY
(AX, AY) étant une famille libre, on obtient : ax1y = ax et axiy = 1. Doliax = let 'AX = AX.

(c) On a donc montré que VX € M, 1(R),’AX = AX, d’ott ‘A = A, donc A est symétrique.
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SUJET N° 2

Soient b, € N*. On considere une urne contenant initialement b boules blanches et r boules rouges.
On procede a des tirages successifs d’une boule au hasard dans cette urne; aprés chaque tirage on remet la
boule tirée dans I'urne et ’on y rajoute une deuxiéme boule de la méme couleur que celle qui a été tirée.
Pour tout n € N*, on désigne par X,, la variable aléatoire indicatrice de I’événement « la n-iéme boule
tirée est blanche »— c’est-a dire que X, vaut 1 si la n-iéme boule tirée est blanche, et 0 sinon. On note S,, le
nombre de boules blanches dans I'urne a l’issue du n-eme tirage.

1. Déterminer la loi de Xj.

2. Déterminer la loi de Xs.
E(Sy)

3. Montrer que : Vn € N*, P(X,,41=1) = brran
r+n

b
4. Montrer que, pour tout n > 1, la variable X, suit la loi de BERNOULLI de parametre b
T

Désormais on suppose que b=1r = 1.

1
5. Pour tout n € N*, montrer que P(S, =1) = 1 et calculer P(S, =n+1).
n
6. Montrer que pour tout n € N* et tout k € [2,n + 1], on a la relation :

k—1 n+2—k
P(S,=k-1 _
n+2 (S )+ n+2

P(Sn+1 = k) = P(Sn = k)

En déduire que S, suit la loi uniforme sur [1,n + 1].
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SOLUTION DU SUJET N° 2

1. Comme X;(2) = {0,1}, X; suit la loi de BERNOULLI de paramétre P(X; = 1) = b+r
2. De méme X, suit la loi de BERNOULLI de paramétre P(Xs = 1), soit, avec le SCE (X; =0),(X; =1) :
P(Xy=1)=P(X1 =0)Px,—q (X2 = 1) + P(X; = 1)Pix,—1j(X2 = 1) (form. probas totales)
v b b b4l brabil) b
S b+rb+r+1 b+rb+r+1 (b+r)(b+r+1)  b4r’

3. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (S,, = k)p<i<btn, donne :

P(Xpi1 = 1) %P WP, 0(Xnp =1) = —— lfkp(s _ )= B
nHl = So=k\ At = 2 = L b Pt Y e b+’

4. Montrons par récurrence forte sur n > 1 que : P(X,,11 =1) = b+ ; (cela suffit car X,,(Q2) = {0,1}).
e Initialisation : d’apres la question 1.
n
e Hérédité : si c’est vrai pour jusqu'a n, comme S, = b+ Z X}, par linéarité de I’espérance :
k=1

B(S2) =b+ > B(Xy) =b+nx —— = botr+n)
k=1

b+r b+r
E(Sy,) b(b+r+n) 1 b
D’ou, d’apres Q3 : P(X,+1=1) = = = .
ou, daprés Q (K1 =1) r+b+n b+r r+b+n  b+r
5. Comme ( (Z X, = ()) = ﬂ r = 0), la formule des probabilités composées donne :
=1 >0 k=1 = .
1 14 1
P(Snzl):P(Xl—O) (XIZO)(XQZO)X XP(Xl—O)ﬂ A Xn1= 0)( —O) 2 Hm:n—f—l

En inversant les roles des boules blanches et rouges, on obtient de méme P(S, =n+1) = — +1
6. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (S, = £)1<o<n+1, donne :

n+1
P(Spi =k) = ZP (Snt1=Fk) N (Sp = 1))

_ P((sn+1 — k)N (Sn = k1)) + P((Sns1 = K) N (S = k)
car (Spp1 =k)N (S, =€) =0sil & {k—1,k}, puisque Spi1 = Sp + Xnt1
= P(s,=k—1)(Xn41 = 1) x P(Sy =k — 1) + Ps,=k)(Xn41 = 0) X P(S, = k)

e e, k1 + P2 (s, — ),

n+2 n+2

On en déduit par récurrence sur n > 1 que : Vk € [1,n+ 1], P(S, =k) =
e Initialisation : X; — B(1/2) =U([0,1]) d’aprés Q1 avec r =b = 1.
Donc Sl =1+ X1 — U([[1,2]])
e Hérédité : Si c’est vrai pour n, d’aprés Qb, on a P(Sp+1 =1) = P(Sp41 =n+2) = %ﬁ et, pour
tout k € [2,n + 1], d’aprés la question précédente, on a :

+1'

k-1 n+2—k
P(Spt1=k) = ni2 P(Sp=k—-1)+ WP(Sn:k)

k-1 1 n+2—k 1
= d’apres HR,,
n—|—2><n—|—1+ n+2 ><n—i—l (daprés )
_ n+1 1
C (n+2)(n+1) n+2
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SUJET N° 3

Soit F' donnée par : F(x) = /
0

1. (a)
(b)
()

1 tmfl
t+1

Préciser le domaine de définition D de F.

dt

Déterminer les limites de F' aux bornes de D.

Montrer que F' est décroissante sur D.

On admet que F' est continue sur D.

(b)

1
Montrer que F vérifie : Ve € D F(z)+ F(z+1) = —
x
Montrer que lim zF(z) = 1.
z—0

Représenter graphiquement la fonction F'.

z—1 n

t+1

Soit & € D fixé. Montrer que pour tout ¢ € [0,1] on a : =) (—Dke=tE=l L R, (t) ot R, est

k=0
une fonction a préciser.

En déduire ’expression de F' sous forme de série.

4. Retrouver cette expression a ’aide de la question 2.
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SOLUTION DU SUJET N° 3
rx—1

1. (a) Posons f,(t) = 1 alors f, € C°(]0,1],R™). Sur ]0,1], on a 0 < 5t~ < fo(t) <¢* L.

1
1
Or / e converge si et seulement si 1 — 2 < 1 (intégrale de RIEMANN). Donc, par comparaison,

on a : D =]0; +oo.
(b) Sur [0,1]
1 1 1 1

1 1
1
< —<1=>—=- [ " Ydt<Fl)< | t* tdt=—
2 5141 2 2/0 () /0 z

d’ot lim F(z) =+4ocoet lim F(x)=0
z—0t T——+00
r—1

(¢) La fonction F' est décroissante car x — ; est positive et décroissante.

o t+1
(b) Comme F et continue en 1, on a : F(x +1) — F(1).

1 ,2—-1 T 1 1
2. (a) Va >0 F(x)+F(x+1)=/ gdt:/ =
0

z—0
Donc zF(x) =1 —aF(z+1) — 1.
r—r
1 n tn-}-l
3. Ve [0,1], —— = (=1)FF + (—1)" T —
@) e 0 = D 0
tm—l n A tm+n tm+n
= " t) = — -1 t:c-i—k—l 1 n+1" d, N Rn: 1 n+1
o) = 7 ;}( ) (=) doi e
= k ! x+k—1 1+1 ! t:c-i—n - (1)k n+1 ! tac+n
b) F(z) = -1 TR 4 (—1)" / dt = + (-1 /—dt
<><>kZ:0<>/O o [ = e 0 [
1 tr+n 1 1
Or |(—1)"+1/ dt| </ "t = ———— ——— 0
o 1+t 0 r+n+1 nooo
00 k
-1
D'ou F(z) = ( )k:
k:0x+
1
F(m)—&—F(m—&—l):E
1
Flz+1)+F(z+2) =
4. z+1  en multipliant la seconde par (-1), la troisitme par (—1)%, ..., la

1
F(x—i—n)—i—F(m—i—n—&—l):;

derniére par (—1)™, puis en faisant la somme, on obtient : F'(z) + (—1)"F(z+n+1) = Z (=1)

kZOx—i—k

“+o0 k

-1

Comme lim F(z+mn+1)=0 on obtient : F(z) = E (=1)
n—-+oo =0 X + k‘
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SUJET N° 4

Soient X7, X5 deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, de densités respectives f;
et fo strictement positives et dérivables sur R.

Soit g : Rt — R telle que pour tout (z,y) € R? g(z2 + 4?) = f1(z) f2(v).

1. Dans cette question seulement, on suppose que X; et X5 suivent la loi normale centrée réduite.

Déterminer g(z).
2. Montrer que pour tout x € R*, pour tout y € R
filz) _ g +y?)

2zfi(x)  g(x? +y?)

AW
xf1(z)

Montrer que la fonction h est constante sur R*. On note cette constante a.

3. On pose h(x)
(a)
(b) Soit k(z) = fl(x)e*‘“ﬁ/? En calculant k/'(z), montrer que k est constante sur R.

(¢) En déduire lexpression de f;(x).

4. (a) Montrer que a < 0.
(b)

b) En déduire la loi de X1, puis la loi de X5.
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SOLUTION DU SUJET N° 4
1. Pour y = 0, il vient g(z?) = fi(z)f2(0) et, comme g est défini sur R*

( 2) 1 X 1 e ( 1‘2> = ( ) 1 e7I/2
%) = —— X —exp | —— T) = —
g V2r o V27 P 2 g 2m

2. Les fonctions f; et fo sont dérivables. La fonction g également. On dérive par rapport a x. Il vient, pour
tout y réel f(z)f2(y) = 2x¢'(2* + y?). Donc pour = # 0, en divisant par fi(z)f2(y)

filr) g (&®+y?)

2efi(z)  g(a? +y?)

fi(=z)
3. On pose h(z) = .
pose h(z) (@)
(a) Soit x1 # x2. On a, pour tout y réel
g'(zf +y%) 9'(x3 +y?)
h =—=—-c¢cth =22 7/
T I RTE: Ear

Avec y = x2 dans la premiere égalité et y = x; dans la seconde, on obtient h(x1) = h(zz). On
remarque que pour tout xz # 0, fi(x) = axfi(x)

(b) Soit k(z) = fi(x)e=9"/2. La fonction k est dérivable pour z # 0 et k' (x) = e~ /2(fl(z) —
axfi(x)) = 0.

(c) 1l existe donc deux constantes C1, Co telles que

Filz) = Clea12/2 siz>0
! N C’ze‘wz/2 siz <0

Par continuité de fi, il vient Cy = Cs.
—+oo
4. (a) La fonction f; étant une densité, / fi(x)dz =1 ce qui entraine que a < 0.

— 00

(b) En posant o = 1/_71 > 0, on obtient que f; est la densité d’une loi normale. La constante C' est
“+o0
déterminée Par / f1(t)dt = 1. De méme pour fy. En fait X et X5 suivent la méme loi normale

—00
car

Fi(D) f2(0) = f1(0) f2(1) = 0f = 05 = 01 = 02
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SUJET N° 5
1
1. Montrer que pour tout entier n € N, I'intégrale / (zsinz)™ dz est bien définie. On la note alors I,,.
0
2. Calculer I et I;.
3. Montrer que la suite (I,,),>0 est décroissante et positive.
4. Déterminer la limite de la suite (I,,)n>0-
5. Montrer que :
N 1 1 . N+1
1
NN, Sa- [ g [
o 1—zsinz o l—zsinz
n=0
6. En déduire que la série Z I, converge et donner une expression de sa somme a ’aide d’une intégrale.

n=0
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SOLUTION DU SUJET N° 5

1.

L’intégrale I, existe car c’est I'intégrale sur un segment d’une fonction continue sur ce segment (produit
d’un polynéme et d’un polynéme trigonométrique).

2. In=1et I; =sin(1) — cos(1) & I'aide d’une intégration par parties.

Remarquons que 0 <z sinz < lcar 0 < x <1et0<sinz < 1, par croissance de la fonction sinus sur
lintervalle [0, 5] , d’'ou 0 < xsinz < sinx < 1. Ensuite, la décroissance des puissances entieres positives

d’un réel de [0, 1] donne :

Vn € N,0 < (zsinz)"™ < (zsinz)” < 2",
en majorant de plus sinz par 1. Et enfin, on intégre sur [0, 1]. Ainsi, on obtient :

1
0< 1 <1, < R donc la suite (I,,) est décroissante et positive.
n
L’inégalité obtenue & la question précédente donne par théoréme d’encadrement que la suite (I,,) tend
vers zéro.

. On applique la formule de somme partielle de série géométrique de raison ¢ = = sinx € [0,1] :

N _1_qN+1

S

n=0

1—q ’

puis on integre, on applique la linéarité de l'intégration sur [0, 1]

On remarque que comme sur le segment [0,1], 1 — = sinx reste strictement positif, la fonction sous la
derniére intégrale écrite ci-dessous est bien continue sur le segment [0, 1], et de méme pour les deux
intégrales suivantes, par quotient défini de fonctions continues sur [0, 1]. Ainsi, on a :

iln _ "1 (x sin.af)N'H i — ! 1 e ! (ncsinac).N"‘1 i
0 1—zsinz o l—zsinzx o l—xsinz
n=0

U (zsinz)" .
Posons J,, = ————— dx et montrons que la suite (J,,) converge vers 0.
o 1 —xsinx
La fonction x — xsinz est croissante sur [0, 1] comme produit de deux fonctions croissantes positives, et
a valeurs dans [0, 1], comme & la question 2.

Donc g : x — est croissante sur [0, 1], majorée par M = g(1).

1 —xsinx
Ainsi, en majorant & nouveau sinxz = |sinz| par 1 et en appliquant la croissance de 'intégration sur
[0,1], on a :

1
0<Jn</Ma:"dx= .

Enfin, en appliquant le théoreme d’encadrement, on obtient que J,, tend vers 0 lorsque n tend vers oo
D’ou la série de terme général I,, est convergente et a pour somme :

+oo 1 1
Shi= [ e
= o l—zsinzx

Note : pour majorer g, on peut aussi appliquer le théoreme concernant I’image continue d’un segment
par une fonction strictement positive
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SUJET N° 6

Pour tout n € N*, on considere la fonction f, définie sur R par :
Ve eR, fuolx) =na® +n’z —2.

1. Montrer que, pour tout n de N*, I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution a,, sur R et que a,
appartient a 10, 1].

2. (a) Montrer que pour tout n € N*  on a : frti(an) > 0.
(b) En déduire 1’éventuelle monotonie de la suite (ay,).

(c) Montrer que la suite (a,,) converge et déterminer sa limite.

3. Montrer que la série de terme général a,, est convergente.
4. On considere la fonction g définie sur [0, 1] par g(z) = 7m3 L
. considere cti éfinie sur [0, r .
g par g 372 19

(a) Montrer que g est croissante sur [ag, 1].

(b) On considere la suite (1), définie par zo = 1 et 441 = g(z)) pour tout k € N.

Montrer que lim xp = as.
k— 400



CHAPITRE 4. OPTION B/L 153

SOLUTION DU SUJET N° 6

1.

2.

3.

4.

Soit n € N*. La fonction polyndéme f,, est continue et strictement croissante sur R. Ainsi, d’apres le

théoréme de la bijection, f, est bijective de R sur l'intervalle f,(R) = | lim f,(z), lim f,(z)| =R
T—>—00 T—r—+00

Comme 0 € f,,(R), I’équation f,(xz) = 0 admet une unique solution réelle a,,.

On remarque de plus que f,,(0) = =2 < 0et f,(1) =n?+n—2= (n—1)(n+2) > 0 (étant donné n > 1).
La stricte croissance de f, ! sur R donne alors : a,, € ]0,1].

(a) On a, pour tout n € N* :
frii(an) = (n+1)a +(n+1)%a, —2 = (na + n%a, — 2) +a3 + (2n+1)a, = a> + (2n+1)a, > 0.

=fn(an)=0

(b) Pour tout 7 € N* : fri1(an) > fat1(ant1). Or f, 4 est strictement croissante sur R,
donc a,+1 < a, pour tout n de N.
(c) La suite (ay) est strictement décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers un réel ¢ positif.
On suppose alors que £ > 0. Comme f,(a,) =0 = na’ + n’a, — 2 pour tout n € N*,
. . . . . . 3 2
on obtient ngr—iI—loo fn(an) = 0 mais aussi nll)rfoo fulan) = nBToo(na” + n“a, — 2) = +o0.

On obtient une contradiction avec 1'unicité de la limite. La suite (a,,) converge donc vers 0.

2 2 3 2
Comme on a : n“a, < n°a, +na, =2,onal <a, < —.
La série majorante est une série de RIEMANN de parameétre 2 > 1 qui converge, donc la série & termes

positifs Z an converge par critere de comparaison.
n>1
6z(x3 + 22 — 1 3
(a) Pour tout z € [0,1], on a: g¢'(z) = x((zx:_—FZ)? ) = (3553_(3;))2 > 0 sur [ag, 1] car fo est
croissante sur R et s’annule en ay. D’ou le résultat demandé.
3 3

3
(b) Comme foy(x1) =2 (5> +4 <5> —2 >0 = fa(az), la croissance de g permet de montrer par

récurrence que :

Vk €N, as < Tp41 < o < 1.

La suite (x5) étant décroissante et minorée, elle converge.

Comme g est continue, sa limite est un point fixe de g.

208 +1) —z(32? +2) 1—-2z—a? —
Or,pourtoutxe[0,1],0na:g(gc)—x=(m+) 232" +2) _ TT7 f2(7)

322 42 T 32212 2B322+2)

qui ne s’annule qu’en as, donc le seul point fixe de g est as. Ainsi : i lim x; = as.
—+o0
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SUJET N° 7

Soit E = R? muni de sa base canonique B = ( e1,€s, €3 )

6 -6 5
Soit A= —4 —1 10 |. On considére 'endomorphisme u de F, qui a pour matrice A dans la base B.
7T -6 4

Dans la suite, on confond R? et P'espace vectoriel M3 1(R) des matrices colonnes a 3 lignes.

On dit qu'un sous-espace F' de M3 1(R) est stable par A, si pour tout X € F, AX € F.

1. (a) Vérifier que —1 et 5 sont valeurs propres de u et déterminer les sous-espaces propres associés F_
et E5.
On admet désormais que ces deuz valeurs sont les seules valeurs propres de u.

(b) Les sous-espaces E_; et Es sont-ils stables par A?

(¢) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

[\

. Déterminer tous les sous-espaces de E de dimension 1 qui sont stables par A.
3. Soit P un sous-espace de dimension 2 stable par A.

(a) Déterminer P si on suppose en plus que P contient Ejs.

(b) Vérifier qu'une solution est P; = Ker(u — 51d)?.
. Soit P un sous-espace de dimension 2 stable par A. Que dire de PN P, 7

N

5. En déduire tous les sous-espaces vectoriels stables par A.
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SOLUTION DU SUJET N° 7

1
1. (a) Le calcul donne (A—51)X =0 <= X = Auj avecuy = | 1 |. Ainsi E5 = Vect(uq).
1
10
De méme E_; = Vect(uz) avec us = | 15
4

Donc {—1,5} C Sp (u).
(b) Tout sous-espace propre d'un endomorphisme est stable par cet endomorphisme.
(¢) Comme dim E_; +dim Ej # 3, on voit que u n’est pas diagonalisable.

2. Une droite D = Vect(v) est stable par u si et seulement si u(v) € D si et seulement si (Av, v) sont liés si
et seulement si v est un vecteur propre de A.

Les seules droites stables par A sont E_1 et E5
a
3. (a) Si P contient Fj alors P = Vect(uy,v) avecv = | b | et (u,v) libres.
c
6a — 6b+ 5¢c = a + Ba
AP)C P < A(v) € P < I(o,B) € R?: A(v) = au; + fv soit { —4a—b+ 10c=a + (b
Ta — 6b+ 4c = a + fBc
(1)-3) = c—a=pB(a—c)

casl:a#céﬂlavec{
dou P=FE_; @ E;

Ta —6b+5c =« o
da+10c=a = 11a — 6b — 5¢c = 0 vérifiée par us.
(11 — Ba — 6b =«

6a—(1+8)b=a puis 8 =5 et « calculable. = P d’équation a = c.

casZ:azcé{

Les plans P contenant E5 sont donc P = F_1 & E5 et P; d’équation a = c.

60 0 —60
(b) (A=5Id)*=1| 90 0 —90 |, donc Ker(u —5Id)? a pour équation a = c.
24 0 —-24

Ainsi P, = Ker(u — 51d)?.

4. Cas1: P=P =PnNnP =P
Cas 2 : P # P, = PN P; est une droite stable par A, donc PN P, = E).
Comme E\ C Ker(u — 5Id)?, on a nécessairement A = 5. Et donc, d’aprés la question 3, on obtient
P=E\®E,.

5. Les sous-espaces vectoriels stables par A sont {0}, E_1, E5, E_; ® E5, Ker(u — 5Id)? et E.
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SUJET N° 8
Soit f une fonction a valeurs réelles de classe C! sur un intervalle [a,b] avec a < b.

On désigne respectivement par My et par Vy les deux réels suivants :

1

b
1
bfa/a f(z)dz et Vf—b

—a

b
My = /a (f(z) = My)? da

1) Soient x et g des réels de [a, b]. Prouver que :

b
(@) - flao) < / 1/ ()ldy

(on pourra distinguer le cas x < xg du cas z¢ < z).

b
2.a) A l'aide du signe de la fonction \ —s / (If" ()| + )\)2 dy définie sur R, établir 'inégalité :

(/ab FWldy) < b-a) /: (') dy

b) En déduire que pour tout (z,x¢) € [a,b]?, on a :

(1) = fa0)* < (0-a) | (W) dy

a

3.a) Soit g une fonction continue sur un intervalle [a, ] (avec a < b). Montrer qu’il existe xo €]a, b[ tel que

g(wo) = M,

b) En utilisant entre autre le résultat précédent, établir I'inégalité suivante :

b
Vfé(b—a)/ (f'(v))° dy
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SOLUTION DU SUJET N° 8
1) Pour zop < z :

[f(x) = f(zo)| =

[ rwal< [irwas o

(ot 'on a utilisé le fait que xy < x pour ordonner les bornes de I'intégrale dans la premiére inégalité).
Le cas ¢ < x( est obtenu par un argument de symétrie sur x et xzg.

2.a La fonction est un trindéme du second degré en )\, positif pour tout A (intégrale d’un carré), donc son
discriminant est négatif, ce qui donne I’inégalité voulue.

NB : c’est la démonstration classique dans un cas particulier de I'inégalité de CAUCHY SCHWARZ pour les
intégrales (ce résultat n’est pas au programme BL).

b) D’apres la question 1), on a :

b 2
V@, z0) € [a, b, (f(2) — f(x0))? < (/ If'(y)ldy> (4.1)

En appliquant l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ au terme de droite, on obtient :

b 2 b b b
( / If’(y)ldy> < ( / 1dy> ( / <f'<y>>2dy> <(b—a) / (' (4))? dy. (4.2)

Ce qui permet de conclure en mettant bout a bout les inégalités (4.1) et (4.2).

3.a) Comme g est continue sur [a,b], on peut définir une primitive G de g sur [a, b]. La fonction G est donc de
classe C! sur [a,b]. D’apres le théoréme des accroissements finis appliqué a G, il existe xg €]a, b[ tel que

G(b) — G(a) = G'(x0)(b — a)
On conclut donc que :

G(b) - Gla) 1

b
g(z0) = G'(x0) = 2 " 1= / g(z)dz = M,

b) En intégrant I'inégalité (1) par rapport & x sur l'intervalle [a, b], il vient :

b b
V(. 20) € [a, b2, / (F(z) — Flzo))?dz < (b—a)? / (' (9))* dy

Comme f € C!([a,b]), on peut appliquer le résultat de la question 3.a). Il existe donc un xq €]a, b[ tel que
f(zo) = My. En divisant les deux membres de I'inégalité précédente par (b — a) et en choisissant zo €]a, b] tel
que f(zg) = My, on conclut que :

b b
Vi= s [ U - <o-a) w2
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SUJET N° 9
Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, IP’).

Soit N une variable aléatoire telle que N(£2) = N. Si N vaut n, on proceéde & une suite de n épreuves de
BERNOULLI indépendantes de parameétre p =1 — g € ]0,1[, et on note S et F respectivement les variables
aléatoires égales au nombre de succes et d’échecs.

1. On suppose que N suit la loi de POISSON de parametre A > 0.
(a) Déterminer la loi de S sachant [N = n], pour n € N.
(b) En déduire la loi de S, puis la loi de E.

(c) Les variables aléatoires S et F sont-elles indépendantes ?
2. On revient au cas général ou on ne connait pas la loi de IV et on suppose que S et E sont indépendantes.
(a) Exprimer pour tout (k,j) € N2, P(S = k) et P(E = j) a 'aide de séries.
(b) Exprimer P([S = k] N[E = j]).
(¢) En déduire qu’il existe deux suites (up)nen et (Un)nen telles que

V(k,j) € N2, [(k+ )| P(N = k+j) = ug v;.

(d) En déduire que N suit une loi de POISSON.
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SOLUTION DU SUJET N° 9

1. (a) On reconnait que la loi conditionnelle S| (N = n) < B(n,p).
(b) En conditionnant selon N, la formule des probabilités totales donne :
+00 +00 n AR
— — _ _ _ k n—k_—X7
P(S = k) = ;}[P[Nn]((s = k) B(N =n)| = ;Kk) pFgn e n!}
too m k
_ a(p)F g™ _ sy (AD)
¢ TR z_:o T
donc S — P(Ap) et E — P(Aq).
(¢) On a
P(S=k)N(E=3)=P(S=k)N(N=k+j)) =Pk (S =k) P(N =k +j)
_ k+j i e )‘kﬁ — o P (Ap)F oNa ()‘?)j
k (k+4)! k! j!
— P(S = k) P(E = j)
d’ou S et E indépendantes.
2. (a) Comme ci-dessus,
+o0 n +o0o m
P(S =k) = FgFP(N = P(E =j) = "I g P(N =
s=0=3|(3) e rer=n] o e Z_[(j)p 7 BN = m)
(b) De méme :
) E+J7\ & ; .
P(S=kNE=7))={" " |p"d BN =k+]))
(c) D ’ou par indépendance :
POV = k) = (SO~ gk S iy
[(k+)!] P(N = k+j) = ;[(nk)'q ( —n)] mz_i(m”,p ( —m)} = U Vj

(d) Le produit upv; ne dépend donc que de la valeur de k + j; on a alors Vk, upvi = ug41vo et,

comme vy 7# 0 (somme de termes non tous nuls),

U1
Uk = UQ
(

0

k
> puis P(N

et la somme des probabilités donne wug vy = e =1/

N — P(’Ul/’vo).

U Vo
kK

Uop Vo
k!

U1

(&)

; on a donc, puisque v1 # 0 (sinon N = 0)

k
) "
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SUJET N° 10

Pour tout entier naturel n non nul et pour tout réel x strictement supérieur a 1, on pose :

fo(z) =In(x — 1) Z%

) Montrer que 'équation f,(x) = 0, d’inconnue z, admet une seule solution a,, sur |1, +oo].

Calculer f,11 (). En déduire les variations de la suite («,), puis montrer qu’elle est convergente.

Montrer que : Vn € N*/In(n + 1) Z =

1
Déterminer le signe de f, (1 + +1>

En déduire la limite de la suite ().

. J P «
Vérifier que la série de terme général est convergente.
+oo
a, —1
Montrer que : E - - <L
n
n=1

, 1
Etudier les variations de f; ; sur 'intervalle 1,1+ P [
n

En considérant / fr41(t)dt, en déduire, que : a1 —1 < (n+1) (@ — apg1) < ay — 1.

An41

Donner alors la valeur de lim n(a, — apt1) -
n—-+oo
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SOLUTION DU SUJET N° 10

1. (a)

:L.TL
On trouve f] (z) = 7> 0, donc f,, est strictement croissante sur |1, +00].
Z —

Comme de plus 1iI§l+ fn(x) = —00 et liI}_l fn(x) = 400, f,, réalise une bijection de |1, +oo[ sur R.
T— T—+00

Ainsi, ’équation f,(x) = 0 posséde une seule solution sur |1, +ool.
n+1 an+1

Ona fn-‘rl (an) = fn (an) + zz_ 1 = nT;_ 1 > 0. On a donc fn+1 (an) > fn+1 (an—i-l) et comme fn+1

est strictement croissante sur |1, 400 [, on en déduit : oy, > @41 La suite (au,) est décroissante.
De plus, la suite (o) est minorée (par 1) donc elle est convergente.

1
On montre (IAF par exemple) que : Yk € N*,In(k + 1) — In(k) < T Par sommation, on trouve :

1
Yn € N*/In(n + 1) < —
k=1

1\ 1 \"
fn(1+ ! >ln(n+1)+§(1+nk+1>>§(> Zi:i

1
On a donc f, (1 + H) > fn(ap) et comme f,, est strictement croissante, on en déduit :

a, <14+ ——. Comme «a,, > 1, on a par encadrement : lim «, = 1.
n+1 z—+00
-1 1 - . 1
et la série de terme général ——  est

n(n+ 1) a1
convergente (série télescopique dont la somme vaut 1, ou terme général inférieur a celui de la série de

1 n
Comme an€]1,1+7[,ona0<a
n+1

N P . Qpn — ,
RIEMANN de paramétre 2 > 1 ), donc la série de terme général — est également convergente.

N N
n—1 1 1
D’apres ce qui précede, ona:VNGN*,nz::la - <Zm:1—m.
Xa, -1
Par passage a la limite : Z L <1
n=1 n
pntl (n+1a(z—1) — 2" 2"(nz—n—1)
7,1+1($) = dOHC fn+1( ) = ({17 . 1)2 = (LL' . 1)2
S ]11+ 1 [ cntz ntly () <O et f,, décroit sur |1, 14+ ——|.
ur ——|,onacx onc <0e écroit sur S
) n+1 ) Tl+1 n+1 n+1 _|_1

[0 7% anJrl
On a / Jrp1(0)dt = friq (o) = —"—, et d’aprés la question 3a), on a aussi :
Qn1 n 4+ 1

Qn

(Cn — apy1) fv/z-i-l (an) < /

fr/L-i-l(t)dt < (an — any1) fv/z-i-l (an-i-l)
nt1

n+1

1 1
nt ann+ ) Ayt

Qo
<

a, —1 n+1 Qpt1 — 1

Par stricte décroissance et stricte positivité de (), on obtient (n + 1) (a, — apt1) < @, — 1 pour

On en déduit, en remplagant : (a, — ayp41) < (@ — apt1

n+1

Pinégalité de gauche, et (n+ 1) (, — apy1) 2 (@pt1 — 1) 274»1 > apy1 — 1 pour celle de droite.
n+1

Conclusion : a1 — 1< (n+1) (an — any1) < ap — 1.

Comme lim a, = lim «@,41 = 1, on a par encadrement lim (n+ 1) (a, — apy1) = 0, et

n—-+o0o n—-+4oo n—-+o0o

comme lim (ap — anpt1) =0, on en déduit lim n (a, — apy1) =0.
n—-+oo n—-+oo
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CHAPITRE

5
EXEMPLES DE QUESTIONS COURTES

Question sans préparation 1

Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).
Soit (Ay,) une suite monotone strictement positive. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires telle que, pour
tout n > 1, X, suit la loi exponentielle de parametre A, . Etudier la convergence en loi de la suite (X,,)n>1.

Question sans préparation 2

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction d’une variable réelle F' définie par
3z
S
F(z) = / % dt

2. Déterminer

3z
cost
lim — dt

x—0 z t

Question sans préparation 3

Soit X une variable aléatoire positive, qui admet une espérance, de densité f définie sur R et continue sur RT.

+oo
Montrer que : E(X) = / P(X > t) dt.
0

Question sans préparation 4

Soit un entier n > 2. Soit A € M,,(R).
On suppose que A%2(A —1,) =0et A(A—1I,) # 0.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

163
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Question sans préparation 5

Soit t € R. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace
probabilisé (€2, 7, P), qui suivent toutes la méme loi telle que E(X,) = V(X,) = 1.
Pour tout n € N*, on pose T, = X7 +--- + X,,.

1. Pour tout entier n > t, comparer les événements (T, < t) et (|1, —n| = n —t).

+oo
2. Calculer P <m (T, < t))

n=1

Question sans préparation 6
Soit n € N*. Soit ¢ I’endomorphisme de M, (R) défini , pour tout M € M, (R), par : (M) =M.

Déterminer la trace d’une matrice représentative de .

Question sans préparation 7
Soit A € M,,(R) symétrique. Trouver des solutions de I'équation X® = A, ott X € M, (R).
A-t-on unicité de la solution lorsque celle ci existe 7
Question sans préparation 8
Soit (Z,,)nen+ une suite de variables aléatoires telles que, pour tout entier naturel n non nul, Z,, suit la loi
v(n).

Zn —n
Montrer que la suite ( 2 ) converge en loi et préciser la loi limite.

vy

Question sans préparation 9

“+ o0 “+o00
Soit f une fonction de classe C2 sur R telle que / f)dt et / 1" (t)dt soient convergentes.
0 0

. / -
Montrer que xklfoo f(zx) =0.

Question sans préparation 10

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, IP’).

1. Expliciter la fonction f définie sur R par

2. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur I'intervalle [0, 1]. Comparer

J=E (/01 max(z,U) dx> et I= /OllE(maX(x, U)) dx
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