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AVANT-PROPOS

Ces annales corrigées de mathématiques des épreuves orales du concours ESCP regroupent
les exercices posés en 2023 ainsi que leurs corrigés dans les options scientifique et littéraire B/L.

Cet ouvrage devrait permettre aux futurs candidats une meilleure préparation & 1’épreuve orale de
mathématiques de ESCP et fournir une aide efficace aux enseignants des classes préparatoires économiques et
commerciales.

De plus, ces annales constituent également un outil pouvant faciliter la préparation aux épreuves écrites
de mathématiques du concours quelle que soit leur option (mathématiques approfondies, mathématiques
appliquées, littéraire B/L ou technologique) ; la plupart des thémes abordés dans les sujets d’oral se retrouvent
en effet, peu ou prou, dans les sujets de I’écrit.

L’attention des candidats et des professeurs qui les préparent est néanmoins attirée sur le fait que les
corrigés proposés sont destinés aux interrogateurs qui savent bien que certaines formulations abrégées des
réponses ne sont pas exactement celles qui sont attendues des candidats (qui doivent &tre plus complétes ou
plus conformes aux formulations précises du programme officiel de leur filiére). De plus, certains exercices
publiés dans ces annales sont assez longs : ce sont des sujets d’étude et le jury n’en attend pas nécessairement
une résolution compléte.

Les énoncés et corrigés des exercices ont été regroupés en quatre rubriques : analyse, algébre, probabilités
et sujets de I'option littéraire B/L.

Chaque candidat doit exposer en une vingtaine de minutes son sujet principal préparé en salle et résoudre
directement au tableau, pendant le temps restant, une courte question dont on trouvera, dans cet ouvrage, un
échantillon.

On trouvera le contenu des annales sur le site internet de ESCP (escp.eu) ; aller dans Programmes and
Training, puis Premaster year, puis ADMISSIONS et LE CONCOURS PREPA ESCP BUSINESS
SCHOOL, puis, dans I'étape 2, les Annales des épreuves orales de Mathématiques.

Enfin ces annales n’auraient pu voir le jour sans la fidéle collaboration et I'investissement dans la conception
des exercices, de tous les examinateurs de ’oral de mathématiques de ESCP . Nous les en remercions.

Léon LAULUSA, Directeur Général ESCP.
Muriel GRANJEAN, Responsable des Admissions ESCP.

Frédéric CADET et Henri LEMBERG, Responsables des épreuves orales
de mathématiques du concours ESCP.
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SUJET 1.1

Soit n € N*, on note M,,(R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels.
Si M € M, (R), on désigne respectivement par Ker(M) = {X € M,,1(R) | MX =0} et Im(M) ={MX | X € M,,1(R)}
le noyau et 'image de M.
On dit qu'une matrice M € M,,(R) est involutive si M? = I ot I est la matrice identité d’ordre n.

1. On considére une matrice involutive A de M., (R).

(a) Montrer que Ker(I — A) et Ker(I + A) sont supplémentaires. En déduire que A est diagonalisable.
(b) Montrer que Tr(A) € [—n, n]. Etudier la parité de Tr(A) en fonction de celle de n.
(¢) Que peut-on dire de plus sur les sous espaces Ker(I — A) et Ker(I+ A) lorsque A est aussi symétrique
(Mp,1(R) est muni du produit scalaire canonique).
2. Dans cette question, on considére deux matrices involutives A et B de M, (R).
(a) Développer et simplifier les produits (A + B) (A — B) et (A — B) (A+ B).
(b) Montrer que Im(AB — BA) C Im(A + B) NIm(A — B).
(¢) Prouver que Im(AB — BA) =Im(A+ B)NIm(A — B).

3. On se place dans le cas ot n = 2 et on considére les matrices

0 1 1 0 -1 -1
m=(95) M= o)em=a(7 )

(a) Existe-t-il Z € M3(R) qui soit solution de ’équation MZ — ZM = Ny ?

(b) On cherche maintenant a savoir s’il existe une matrice involutive A qui vérifie MA — AM = Ns.
Montrer que 'on a nécessairement Tr(A) = 0. En utilisant la question 2.(¢) déterminer ’ensemble
des possibilités pour une telle matrice involutive A.

(¢) Si A et Z sont deux solutions de 1’équation MU — UM = N» d’inconnue U € M5(R), que peut on
dire de la matrice Z — A7 En déduire I’ensemble des solutions de ’équation MU — UM = Ns.
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SOLUTION DU SUJET 1.1

1.

(a)

Avec le cours ou par vérification immédiate, on voit déja que Ker(I — A) N Ker(I + A) = {0}.

1 1
De plus, si X € M, 1(R), on peut écrire X = 3 (I+AX+(T-A)X) = 3 (X1 + X3) avec

(I-A)X, =T+ A)Xs = (I - A%)X = 0, et par suite M,, 1(R) = Ker(I — A) + Ker(I + A).
Finalement, on a bien M,, 1(R) = Ker(I — A) @ Ker(I 4+ A) et le cours nous dit alors que A est
diagonalisable.

Comme A = R~ DR avec R inversible et D diagonale, il vient Tr(A) = Tr(R"'DR) = Tr(DRR™!) =
Tr(D) = dim(Ker(I — A)) — dim(Ker(I + A)) = 2dim(Ker(I — A)) —n. Si n est pair, on voit que
I'ensemble des valeurs possibles pour Tr(A) est 'ensemble des entiers relatifs pairs de [—n, n].
Lorsque n est impair, cet ensemble est celui des entiers relatifs impairs de [—n,n].

Dans ce cas les sous espaces Ker(I — A) et Ker(I 4+ A) sont des supplémentaires orthogonaux.

) Comme A? = B%(=1I), on trouve (A+ B) (A— B) = BA— AB et (A— B)(A+ B) = AB — BA.

SiY = (AB — BA)X, on exploite la question précédente on observe que
Y=(A-B)(A+B)X=—(A+B)(A—B)X €eIm(A+ B)NIm(A — B),

ce qui implique bien I'inclusion voulue.

On écrit Y = (A+ B)X; = (A — B)Xz, avec 2 (a) il vient (A — B)Y = (AB — BA)X; et
(A+ B)Y = —(AB — BA)X,, d’ou 2AY = (AB — BA)(X; — X»).

Comme A? = I, on obtient

2Y = A(AB — BA)(X; — X5) = (B— ABA)(X; — X5) = (BA— AB)A(X, — X) € Im(AB — BA).

L’inclusion réciproque est donc prouvée et par suite In(AB — BA) = Im(A + B) NIm(A — B).

Supposons qu'il existe Z € Ms(R) vérifiant cette équation, en appliquant la trace & cette égalité on
obtient 0 = Tr(M Z) — Tr(ZM) = Tr(N;) = 1 ce qui est absurde. Il n’y a donc pas de solution.
D’aprés la question 1. (b), Tr(A) € {-2,0,2}.

Supposons que Tr(A4) = —2 (resp. Tr(A) = 2), comme A est diagonalisable (cf. 1. (a)) et que
Sp(A) C {—1,1}, la seule possibilité est A = —I (resp. A = I) ce qui est impossible d’aprés
I’équation. On a donc nécessairement Tr(A) = 0. Avec la question 2. (c), on voit que I'on doit avoir
Im(A+ M)NIm(A— M) =Im(MA— AM) = Im(Ny) = Vect(1, —1), ce qui implique que 'une des
deux matrices A+ M ou A — M est non inversible et non nulle.

Par suite, on a nécessairement Im(A + M) = Vect(1, —1) ou Im(A + M) = Vect(1,—1).

Si Im(A + M) = Vect(1,—1) (resp.Im(A — M) = Vect(1,—1) ), la somme des coefficients de chaque
colonne de A + M (resp. A — M) est nulle et comme Tr(A) = 0 il en résulte que I'on peut écrire
A avec un seul paramétre que 'on détermine facilement en calculant par exemple le coefficient
(MA—AM)q ;.

La vérification que les deux matrices trouvées sont bien involutives est triviale.

L’ens. des A involutives vérifiant M A — AM = N est donc {( _23 _12 ) , ( _21 _32 )} .

Si A et Z sont deux solutions se I’équation MU —-UM = Na, on observe que M (Z—A)—(Z—A)M =0
et par suite que Z — A appartient a 'ensemble C des matrices qui commutent avec M que 'on
détermine facilement. En prenant pour A 'une des deux matrices trouvées précédemment, il en
résulte que ’ensemble S des solutions de I’équation MU — UM = N, est donné par S = A + C.

Finalement, on trouve
_ 2+S 1+t 2
s={( 5 B ) 1enem)
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SUJET 1.2

1. Soit P un polynéme de degré k > 0 et de coefficient dominant 1 tel que : Vo € R, P'(x) = kP(x) .
(a) Montrer que 0 est une racine de P.
(b) En déduire qu’il existe r € N*, r < k et @ un polynome ne s’annulant pas en 0 tels que :
Vz eR, P(z) =2"Q(x).
(c) En conclure que : Yz € R, P(z) = 2*.

Soit n € N* et A une matrice carrée d’ordre n non nulle.

2. (a) On note Z(A) 'ensemble des polynémes non nuls annulateurs de A. Justifier Pexistence de

min deg(P). On note r ce minimum.
PeZ(A)

(b) Montrer qu’il existe un unique polynéme annulateur de A de degré r et de coefficient dominant 1.
On note I14 ce polynéme et on 1’appelle le polyné6me minimal de A.

3. On suppose dans cette question qu’il existe une matrice carrée B d’ordre n € N* telle que AB — BA = A.

(a

Montrer par 'absurde que A n’est pas inversible.

)
(b) Etablir que pour tout k € N, kA* = AkB — B Ak,
(¢) En déduire que AIl’,(A) = 0.
(d) En conclure que A™ = 0.

4. On suppose maintenant qu’il existe B et C' carrées d’ordre n telles que AB— BA=A+C et BC =CB.
Montrer qu'’il existe m € N* tel que (A + C)™ = 0.
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SOLUTION DU SUJET 1.2

1. (a)
(b)

(d)

On évalue la relation donnée en x = 0, ce qui donne 0P’(0) = kP (0) avec k non nul, d’ot P(0) = 0.
Soit r lordre de multiplicité de 0 pour le polyndéme P. Alors r € [1, k] et il existe @ € R[z] tel que
P(z) = 2"Q(x), avec Q(0) # 0.

On a en dérivant : 2 P'(x) = z(r2"1Q(z) + 2"Q'(2)) = ra"Q(z) + 2" Q' ().

D’otl, d’aprés I'hypothése, r2"Q(x) + 2" Q' () = kx"Q(z).

On simplifie par z". En 0, cela donne rQ(0) = kQ(0), d’ou k = r et puisque P est unitaire :
P(z) = 2*.

) {deg(P),P € Z(A)} est non vide et inclus dans N*, donc cet ensemble admet un minimum.

Unicité : par 'absurde, si P et () sont deux polynomes disctints de degré r et unitaires, alors P — Q
est non nul de degré inférieur ou égal & r — 1 et annulateur de A, ce qui contredit la minimalité de 7.

Existence : si P est un polynéme non nul de degré r annulateur de A et de coefficient dominant «,
alors éP convient.

Si A est inversible, alors ABA™! — B = I,,, d’ou tr(ABA™! — B) = n, c’est a dire
tr(ABA™') —tr(B) = 0 = n, ce qui est absurde.

Par récurrence sur k. Initialisation pour k = 0 triviale. Hérédité : on a

AFIB — BAMY = A(AFB — BA*) + ABA* — BAM! = AkA® + (AB — BA)AF = AR 4 AR
= (k+1)A,

T

Posons T4 (z) = apz®. Alors IT, ( Z kapa® 1, don I, ( Z kagx”.

Lo k=0 k=1
Ainsi :

AIl, (A) = ikakAk Zak A¥B — BAF) = (ZakAk)B B<Zak14k)
k=1

= k=1
= T14(A)B — BII4(A) = 0.

Par unicité de m4, on a : Il (z) = LzIT) (2), soit rIla(z) = 211y (z),
d’ou IT4(x) = 2", en utilisant la question 1.

4. Posons A’ = A+ C, alors AB— BA' = (A+C)B—B(A+C)=AB+CB—-BA—-BC=AB—-BA=A'
Dot si m est le degré du polyndéme minimal, alors A" = 0, c’est a dire (A 4+ C)™ = 0.
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SUJET 1.3
Soit (E, (, )) un espace euclidien, p et ¢ deux projecteurs orthogonaux non nuls de E.
1. Montrer que pour tout = de E, on a ||p(z)|| < ||z|]-
2. En déduire que si A est une valeur propre de po g, on a |A| < 1.
3. Montrer que pour tout x de E, on a (p(z),x) = ||p(x)|]*.
En déduire que si A est une valeur propre de po g, on a A > 0.
4. Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.
(a) Soit f=pogop.
Montrer que I’endomorphisme f de E est symétrique et que Im(p) est stable par f.
(b) Montrer qu'il existe une base de Im(p) formée de vecteurs propres de p o q.
(¢) Soit G, H deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que (G + H)* =G+ N H*.
(d) Soit F = (Ker(q) + Im(p))*. Soit = € Ker(q) + F. Déterminer p o g(z).
)

(e) Conclure.
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SOLUTION DU SUJET 1.3

1. Comme il s’agit d’une projection orthogonale, p(z) et z — p(z) sont orthogonaux d’ou en appliquant le
théoréme de PYTHAGORE

Ip@)I* < llp@)I* + [z = p(@)]]* = [l«]|*.

2. Soit A une valeur propre de p o ¢, et & un vecteur propre associé. On a p(¢(z)) = Az. Donc

1P o q(@)II” = llp(a(@))I1* < [la(@)|* <[]/

Dot |A| [|z||? < ||z||? et comme x est non nul, |A| < 1.

3. Pour tout = de E, p(z) et x — p(x) sont orthogonaux.

Donc (p(x),z — p(x)) = 0 soit (p(z), z) = ||p(z)

2.

Soit A une valeur propre de p o g, et x un vecteur propre associé. On a (p(q(z)), g(x)) = ||p(q(x))||* donc
Mz, q(x)) = [Ip(g(x))I[* done A[|g(x)[[* = A?[|x||*.
Si A # 0 alors comme x est non nul, on a ||g(x)||> = M|z||> d’ott A > 0. On en conclut que A > 0.

4. Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.

(a)

Soit « et y deux vecteurs, on a puisque p et ¢ sont des endomorphismes symétriques

(f(x),y) =(pogop(x),y) = (gop(x),p(y)) = (p(z),q°p(y)) = (z, f(y))-

Ainsi f est un endomorphisme symétrique sur F.
De plus soit = de Im(p), f(x) = p(gop(x)) € Im(p), donc Im(p) est stable par f.

On applique le théoréme spectral & 'endomorphisme f restreint a Im(p). Il existe une base de Im(p)
formée de vecteurs propres de f. Par ailleurs tout vecteur propre de f dans Im(p) est aussi un
vecteur propre de p o ¢ puisque pour tout vecteur z de Im(p), p(x) = x. Il existe donc une base de
Im(p) formée de vecteurs propres de p o q.

Soit G, H deux sous-espaces vectoriels de E. Soit z € G+ N H* et soit y € G+ H. Ainsi
Jue G, v e Hy=u+w.

Donc < z,y >=< x,u > + < z,v >= 0. D’ott € (G + H)*. Ce qui donne une premiére inclusion.
Réciproquement, on a G C G+ H et H C G+ H donc (G+ H)* € G+ et (G+ H)* ¢ H* d'oti la
deuxiéme inclusion.

D’aprés la question précédente, on a
F = (Ker(q) + Im(p))* = Ker(¢)"* NTm(p)*" = Im(g) N Ker(p).

Soit « € Ker(q) + F, x = u+ v avec u € Ker(q) et v € F =Im(g) NKer(p). On a
poq(z) = plg(w)) + p(g(v)) = 0+ p(¢(v)) = p(v) = 0.

On a

F @ (Ker(q) + Im(p)) = E.
d’out

(F 4+ Ker(q)) +Im(p) = E.

Ce qui permet de conclure que p o ¢ est diagonalisable.
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SUJET 1.4

Dans tout l'exercice, on considére un entier n > 2 et on note E = M, (R) et F = L(E,R) l'espace vectoriel
des formes linéaires sur F.

On note également S, (R), respectivement A, (R), le sous-espace vectoriel de E des matrices symétriques,
respectivement antisymétriques.

1. Montrer que dim(E) = dim(F).

2. Soit ¢ : E — E l'application définie par : A+ tA.
Calculer ¢ o ¢ et en déduire les sous-espaces propres de ¢. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

3. On définit G : E — F comme lapplication qui, & toute matrice M € E, associe Papplication G(M) de
FE dans R définie par G(M) : A~ Tr(MA).
Justifier que G est un isomorphisme de E sur F.
On considére dans la suite un élément non nul u de F', et on note ¢ 'application de F dans F définie par :
Vv: A u(A)I,.
4. (a) Justifier qu’il existe une unique matrice M € F telle que VA € E, ¢(A) = Tr(MA) I, .
(b) Déterminer le rang de .
(c) Calculer 1) o1 en fonction de M.
(d) Montrer que Ker(¢) NIm(¢) # {0} < Tr(M) =0.
(e) En déduire que v est diagonalisable si et seulement si Tr(M) # 0.
5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la matrice M pour que oy =1 o .
6. Dans cette question, on suppose que M € S, (R) et que Tr(M) #0.
On rappelle que cela implique I,, ¢ Ker(v).

(a) Que vaut S, (R) + Ker(¢) ? En déduire la dimension de S,,(R) N Ker()), puis que
S, (R) = Vect(I,) & [Sn(R) NKer(v)] .

(b) Déterminer A, (R) N Ker().

(¢) En déduire que ’endomorphisme f = ¢ + 1 est diagonalisable. On précisera ses valeurs propres et
Ses sous-espaces propres.
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SOLUTION DU SUJET 1.4
1. Etant donné une base B de E, I'application f +— Mp(f) est un isomorphisme de F sur M,z ;(R).
Donc dim F = dim M,z ; (R) = n? = dim E.

2. Ona p?=1Id g donc Sp(p) C {-1,1};
puis Ker(¢p —Idg) = S,(R) et Ker(¢ +Idg) = A,(R) de somme (directe) E (& justifier), donc ¢
diagonalisable.

3. L’application G est linéaire ; Vi, j, [G(M)]|(E; ;) = m;,;,donc G(M)=0 = M =0 d’ou Ker G = {0},
et par égalité des dimensions démontrée en question 1, G est un isomorphisme.

4. (a) Daprés 2. M = G7(u).
(b) w # 0 entraine Im(¢)) = Vect(Z,,) donc rg(y) =1.
(c) L’application ¢ est linéaire et 1?(A) = u(A) (1) = u(A) Tr(M)I,, donc ¥? = (TrM).
(d) On a Ker(¢) NIm(¢) # {0} <= I,, € Ker(¢)) <= 0=¢(I,) = Tr(M) I, < TrM = 0.
)

(e e Si TrM # 0, alors I,, est vecteur propre de ¢ associé & TrM # 0 ; comme Ker(¢) est un
sous-espace propre de dimension n? — 1 d’aprés 3.b), on a 9 diagonalisable.

e Si Tr(M) =0, alors 12 =0, donc 0 est seule valeur propre de 1) # 0 (car u # 0), donc ¢ non
diagonalisable.

5. Par bijectivité de G,
poy=thope=VA, Tr(AM) = Tr(*AM) = Tr(*MA) = Tr(A'M) <= M ='M <= M € S,(R)

6. (a) Comme I, € Ker(¢)) est un hyperplan de F, mais I,, € S, (R), on a S,(R) + Ker(¢)) = E.
Par la formule de GRASSMANN, on a alors

n(n+1)
2

dim[S,, (R) N Ker(y)] = dim[S,(R)] 4 dim [Ker(¢)] — dim(E) = -1

Comme Vect(I,) et S,,(R) NKer(t)) sont d’intersection nulle, leur somme est directe et incluse dans
S, (R), puis égale par les dimensions.

(b) On a
A€ An(R) = poip(4) = op(A) = —p(A) = P(A) € An(R)NIm(y) = An(R)NVect(l,,) = {0}

donc A, (R) C Ker()), soit A, (R) NKer(y) = A, (R).

(¢) Alors
E = Vect(I,) ® [Sn(R) NKer(¢)] & A, (R)

qui sont des sous-espaces propres de f associés respectivement a 1 + Tr(M), 1 et —1; d’ou f est
diagonalisable.
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SUJET 1.5
Dans cet exercice n est un entier supérieur a 2. Soit F un espace vectoriel euclidien de dimension n.
On note (, ) le produit scalaire et || - || la norme euclidienne associée.
Soit B = {ey,--- ,e,} une base orthonormée de E.

On dit qu’une application f : E — F vérifie la relation (P) lorsque :

Ja >0, Yu,v € E, (f(u), f(v)) = o*(u,v) (P)

Attention : Papplication f n’est a priori pas supposée linéaire .

1.

. Soit f vérifiant
. Soit f vérifiant

Montrer que si f vérifie (P) alors f est un endomorphisme de E.
(on pourra s’intéresser d’abord a ||f(u + Av) — f(u) — Af(v)|| pour A € R.)

. Montrer que f : E — E vérifie (P) si et seulement s'il existe oo > 0 tel que pour tout v € E, on a :

[F (W)l = e ful].
(P). En étudiant les valeurs propres de f, montrer que f est bijectif.
(

P). On note A la matrice représentative de f dans la base B, montrer : {AA = oI,

5. Montrer f € L(FE) vérifie la propriété (P) si et seulement si :

Y(u,v) € E? (u,v) =0 < (f(u), f(v)) =0

. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On désigne par p la projection orthogonale sur F'.

Soit a > 0 Soit s 'endomorphisme de E défini par : s = a(2p — idg)
Montrer que s vérifie (P) et que s est diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET 1.5
1. On a
1f (w4 Av) = fu) = Af(v)]]?
= 1f (w4 )12+ [f@)]]* + N F)1* = 2(f (u+ Mo, f(u)) = 2(f (u+ Ao, \f(v)) + 2X(f (u), f(v))
= a?|Ju + M||? + ®||ul|* + X2a?||v||* = 202 (u + Av, u) — 202 (u + Av, \v) + 220 (u, v)
= ?[[ul|? + N2a2||v])? — &®||u + M| + 220 (u,v) = 0
Donc f est un endomorphisme de F.

2. En prenant v = u dans (P), on a : ||f(u)||? = o?|ul|?, soit ||f(u)|| = a|u]|.
Réciproquement, en utilisant une identité de polarisation, et comme f est linéaire, on a : Yu,v € E,

1 1
(F(w), F@)) = S+ 0P = [IF @ = [[F@)I*) = o5 (llu+ol[* = [Jul]* = [[o]|*) = a*(u, )
3. Soit u un vecteur propre associé & la valeur propre A\, u # 0g. On a :
Lf ()] = ellul] = [Al|Ju]] = af|ul] = [A] = a > 0.

Donc 0 n’est pas valeur propre de f donc f est bijectif.

4. La propriété (P) se traduit matriciellement par : *(AU)(AV) = o2 UV, soit 'U(*AA)V = a? tUV,
(avec U,V matrices des coordonnées de u,v dans la base B).
Si on note f3;; 'élément générique de la matrice AA et en prenant U =" e; et V ="' ¢; on obtient

Vi,j S [[1,n]] 61'7]' = 042.51‘73‘ soit : tAA = OzQIdn

5. Supposons la propriété (P). Soit (u,v) € E2. On a

(w,0) = 0 a>(f(u), f(0)) = 0 & (f(u), f(v)) =0, car a #0

Réciproquement supposons que cette équivalence est vraie.

Alors la famille {f(e1),- -, f(en)} est orthogonale (car les ey, ..., e, le sont).

De plus, comme (e; +e;,e; —e;) = ||ei]|> —||ej]|> = 1—1 =0, on en déduit que (f(e;+¢;), f(e;—e;)) = 0.
Par bilinéarité du produit scalaire et linéarité de f, on a donc :

1 (ea)ll? = 1 (e)lI* = (f(eq) + fleg), fles) = feg)) = (f(ei +e5), flei —€5)) = 0.

Ainsi || f(e;)|| est indépendant de i ; posons a = ||f(e;)]]-
Alors la famille {1 f(e1), -, 1 f(e,)} est une base orthonormée de E i.e. :

Vi, j € [L,n], (f(e:), fle;)) = o (e, e;).

Cette inégalité s’étend alors par linéarité a tous vecteurs u,v de E i.e. f vérifie (P)

6. L’endomorphisme p étant un projecteur orthogonal, il est symétrique, donc s aussi (combinaison linéaire
d’endomorphismes symétriques) et donc diagonalisable d’aprés le théoréme spectral.
Pour montrer que s (linéaire) vérifie (P) on utilise la caractérisation de la question précédente :

(s(u),s(v)) =0 == (2p(u) —u,2p(v) —v) =0 <= 4p(u),p(v)) — 4(p(u), v) + 4(u,v) = 0,

Et, comme p® = p, on a : (p(u), p(v)) = (p*(u),v) =
D’ou l’équivalence : (s(u), s(v)) =0 <= (u,v) = 0.
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SUJET 1.6

On note F' l'espace vectoriel des fonctions de R% dans R, E le sous-espace vectoriel de F' des fonctions
polynomiales et, pour tout n € N, E,, le sous-espace vectoriel de E des fonctions polynomiales de degré inférieur
ou égal a n.

On considére ’endomorphisme D : f+— D(f) de F', ou la fonction D(f) est définie par

1. (a)

VeeR, [D(Nl(z)=flz+1)-f(z).

Justifier que, pour tout n € N, F,, est stable par D.

On note alors A,, 'endomorphisme de FE,, induit par D.

(b)

Pour n € N*| déterminer le noyau et I'image de A, .
Pour n € N*, déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A, .
L’endomorphisme A,, est-il diagonalisable ?
Pour n € N*, justifier que pour tout @ € E,,_1, il existe un unique P € E,, tel que A,(P)=(Q et
P(0)=0.
Expliciter P lorsque Q(z) = 2.
n
Utiliser P pour retrouver la valeur de S, = Z k% pour n € N*.
k=1
Soit ¢ : ]0,1] — R une fonction, et g € F. Montrer qu'il existe une unique fonction f € F telle que
D(f) =g et Vo €]0,1], f(z) = p(z).
L’endomorphisme D est-il surjectif?

Montrer que, pour tout A € R, il existe une fonction f € F, différente de la fonction nulle, telle que

D(f) =Af.
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SOLUTION DU SUJET 1.6

1. (a) Ona Vn, PeE, = D(P)=Plx+1)—P(z)€ E,.

(b) L’espace Im(A,,) est engendré par les polynomes (A, (z7))o< j<n qui valent :

-1 ,.
A, (2°) =0 et Vje[l,n], An(xj):(x—i—l)j—szz(J)xieEn1
i
i=0

La famille (A, (27))1<;j<n est de degrés croissants, donc libre, donc c’est une base de Im(A,,) qui

N

est donc de dimension n. Ainsi, par égalité des dimensions, on a ’ Im(A

—1
De plus on a clairement Ey C Ker(A,,). Et par le théoréme du rang dlm(Ker( n)
D’ou, par égalité des dimensions, on a : ’ Ker(A,) = Ey. ‘

Autre idée : utiliser la matrice de A,, dans la base (mj)ogjgn.

La matrice A de A,, dans la base canonique de F,, est triangulaire supérieure stricte non nulle,
donc 0 est I'unique valeur propre et Ey ’espace propre associé; A est non diagonalisable.

Ona Q€ E,_ 1 =Im(A,) = 3P cE,, A,(P)=Q;alors P(z) = P(z) — P(0) convient,
puisque A,, est nul sur Fy.

Si P, est une (autre) solution, alors P, — P; € Ker(A,,) = Ey, donc P; et P, différent d’une
constante, qui est nulle puisqu’ils ont méme valeur en 0.

Le polynéme cherché A(z) = ax® + ba? + ca vérifie

3a = 1 a = 1/3
3a+20 = 0 << b = -1/2
a+b+c = 0 c = 1/6
don 32 (z—1)(20 - 1)
T X X r\xr — xr —
A = — = — —_ =
@) =3 -5+5 6
puis

n(n+1)(2n+1)

:Zn:{A(k+1)fA(k) —A(n+1)— A1) = -

k=1

Si f est solution, on a par récurrence
VneN" Vzelnn+1], f(z) :go(xfn)Jng(x—k)

d’ou au plus une solution, et on vérifie qu’elle convient.
D’aprés a), D est surjective.

En prenant ¢ = 1, on a par récurrence comme ci-dessus,
VneN" Vezelnn+1], flz)=A+1)"
qui vérifie bien

Ve eR,, flz+1)=(A+1)f@) dou D))= fla+1)— fz) = Af(x).
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SUJET 1.7

Pour tout A € M,,(R), on note *A la transposée de la matrice A.
On admet que lapplication (A, B) — Tr(*AB) définit un produit scalaire sur M, (R).
Pour tout M € M, (R), on note M+ = (Vect(M))L, que I'on appelle 'orthogonal de M.

Pour tout A € M,,(R), on pose &4 : M — 'AMA.

ot

1. Montrer que M~ est un sous espace vectoriel de M., (R) et donner sa dimension.

2. Montrer que @ 4 est un endomorphisme de M, (R).

3.

4. Soit A € M, (R) inversible. Montrer que ® 4 est un isomorphisme de M, (R) sur M, (R) et que la

Montrer que &4 0 P = Pp4.

restriction de ®4 & S, (R) induit un isomorphisme de S, (R) sur S, (R).
Soit A une matrice orthogonale d’ordre n. Montrer que P € M~ si et seulement si ®4(P) € (®4(M))> .

6. On suppose dans cette question que A est diagonalisable. Montrer que ®4 est diagonalisable.

Réciproquement, on suppose que ® 4 est diagonalisable et que A admet une valeur propre non nulle.
Montrer que A est diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET 1.7

1. Question de cours et M+ est un hyperplan de M,,(R).
2. On vérifie la linéarité de ® 4.

3.
4

. Par la question précédente, comme @7, = Iy,(r), on a ® 4 bijective (et (PA) L=y ).

Pour toute matrice M, (&4 0 Pp)(M) =tA*BMB)A =Y (BA)MBA = ®ga(M).

Autre idée : utiliser le noyau et la dimension finie.
SiM ="M, alors {(®4(M)) =tA'MA = &4(M). Cela signifie que P4 : S, (R) = S,,(R).
Comme P4 est injective, sa restriction a S, (R)aussi, donc elle est bijective (la dimension est finie).

. La relation ®4(P) € (®4(M))* est équivalente &

0=Tr(*A"PA"AMA) = Tr(*A'PM A) = Tr(*PM A*A) = Tr(*PM)

. Soit (X1,...X,) une base de M,, 1(R) de vecteurs propres de * A associés aux valeurs propres (g, ..., \y).

Pour tout (4,5) € [1,], on pose M; ; = X;'X;.

e La matrice M; ; est de rang 1 (donc non nulle) puisqu’aucun des vecteurs propres de A n’est nul.

e Comme 14)(Z = >\iXi7 on a (I)A(Mi,j) = tAXithA = )\i)\inth- Ainsi les matrices (MiJ) sont des
vecteurs propres de D 4.

e Il reste & montrer que la famille (M; ;)i<i j<n est libre. Soit (a;;) une famille de réels tels que

ZZam—MM = 0. Alors pour tout k € [1,n]
i=1j=1

= > aiMij(Xe)= Y ai ;i Xi("X;Xy) Z Za” XX | X

1<i,5<n 1<i,j<n

La famille (X;) est une base; donc pour tout (i, k) € [1,n]?, Zam (*X; X)) =0.

j=1
n

Le vecteur ligne Z aij X est orthogonal & tout ’espace : il est nul et Z a;; X; =0.
Jj=1 j=1
Ainsi pour tout (i,j) € [1,n]?, a;; = 0.

7. Soit X # 0 tel que AX = A\X, avec A # 0. Considérons l'application ¢ : M,,(R) — M,, 1(R) définie par

p:M—>MX

Cette application est surjective; en effet, soit Y € M,, 1(R). Il existe une matrice M telle que M X =Y :
par exemple, on compléte X en une base de M, 1(R) et M est la matrice dans la base canonique de
I’application qui envoie X sur Y et les autres vecteurs sur le vecteur nul.

Soit (M; ;) une base de vecteurs propres de ® 4. Par la surjectivité, la famille (¢(M; ;))1<i,j<n €St une
famille génératrice de My, 1(R). On en extrait une base (M X,..., M, X).

Notons A; les valeurs propres de ® 4 correspondantes aux M;, c’est—a—dire que "AM;AX = \;M;X. Or
AX = AX. Donc (puisque X # 0) :

PAMAX = M M;X < NAMX) = NM;X < PAM;X) = %MZX

Ainsi, la matrice ‘A est diagonalisable (dans la base (M1 X, ..., M,X)). Et donc sa transposée A aussi.



24 ESCP 2023 — Oral

SUJET 1.8
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

1. Soient g, h deux endomorphismes de E.
Soit alors l’application Ker(g o h) —%4 E définie par :

Yu € Ker(goh), ¢(u) = h(u).

(a) Comparer Im ¢ et Ker g.
(b) En déduire que dim (Ker(g o h)) < dim(Ker h) 4+ dim(Ker g).

On considére désormais un endomorphisme f de E.

2. On suppose que f est diagonalisable. Montrer qu'il existe p nombres 71, ..., r, € R distincts (avec p € N¥)
tels que le polynéme P = (X —ry)--- (X —rp) soit un polyndéme P annulateur de f.

3. Réciproquement, on suppose qu’il existe p nombres ry,...,7, € R distincts tels que le polyndome
P=(X—r1)--- (X —rp) soit un polynéme annulateur de f.

P
(a) Montrer que Z dimKer(f — r;Ild g) = n.
i=1
(b) Montrer que f est diagonalisable.
4. On suppose que f est diagonalisable. Montrer que si Fj est un sous-espace vectoriel de E stable par f,
alors I'endomorphisme f|g, de Ey induit par f est, lui aussi, diagonalisable.
5. Dans cette question, F est un espace vectoriel de dimension 3 et f est un endomorphisme diagonalisable
de E dont ’ensemble des valeurs propres est formé de deux réels distincts A et u.
Déterminer tous les sous-espace vectoriels de E stables par f.
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SOLUTION DU SUJET 1.8

1.

2.

(a) Pour tout u € Im ¢, il existe v € Ker(g o h) tel que u = h(v).

Donc g(u) = (go h)(v) =0 i.e. u € Kerg. Ainsi

(b) Le ‘théoréme du rang pour ¢ ‘ donne : dim(Ker(g o h)) = dim(Im ¢) + dim(Ker ¢).

Or, par croissance de la dimension, la question précédente donne dim(Im ¢) < dim(Ker g).
Et, comme ¢ est une restriction de h, on a Ker ¢ C Ker h, donc dim(Ker ¢) < dim(Ker h).

Sirq,...,rp € R sont les valeurs propres distinctes de f, alors P(z) = (x —r1)--- (x — rp) convient,
puisque P(diag (A1,...,A\,)) = diag (P(A1), ..., P(A\,)) =0, si diag (A1, ..., Ay) est la matrice de f dans
une base de vecteurs propres (car alors \; € {r1,...,rp} pour tout ).

3. (a) ’ Par récurrence finie sur k € [[1, p], avec question ‘ on montre que :

Zk:dim ((Ker(f fn-IdE))> > dim (Ker ((f=rldg)o--o (f—rkIdE))).

Or, pour k = p, comme P est annulateur de f, on a dim (Ker ((f—rlld g)o--o(f—rild E))) =n.

(b) Comme la somme des dimensions des sous espaces propres Ker(f —r;1d g) dépasse n et que ces sous-

espaces sont toujours en somme directe, ‘ les sous-espaces propres de f sont supplementaires dans F. ‘

Donc f est diagonalisable.

4. D’aprés la , il existe un polynome annulateur de f scindé a racines simples.

Alors ce polynome est aussi annulateur de f|g,, puisque (P(f|EO))(u) = (P(f))(u) pour tout u € Fy.

Donc, d’aprés la ‘ question @ appliquée & fg,, ‘, 'endomomorphisme f|g, est diagonalisable.

. Comme f est diagonalisable, on a dim Ker(f — Ald g) + dim Ker(f — pld g) = 3.

Quitte a échanger A et p, on peut supposer que dimKer(f — Ald g) = 2 et dimKer(f — puld g) = 1.
Tout sous-espace propre de f est stable par f, voire tout sous-espace d’un sous-espace propre est stable.
Par ailleurs, la somme de deux sous-espaces stables est stable.

Donc, en triant selon la dimension, cela donne déja les sous-espaces propres suivants :

e dimension 0 :

e dimension 1 : ‘Ker(f — pld g), ‘ ‘ toute droite vectorielle incluse dans Ker(f — Ald g) ; ‘

e dimension 2 : ‘Ker(f —ANdg);
tout ‘ Ker(f —puld g) ® D, ‘ ot D est une droite incluse dans Ker(f — Ald g) ;

e dimension 3 :

Montrons qu’il n’y en a pas d’autres; les dimensions 0 et 3 sont évidentes.

Soit Ey un sous-espace stable de dimension 1 ou 2, alors, d’aprés la question EI, fiE, est diagonalisable.
De plus les vecteurs propres de f|g, sont des vecteurs propres de f, donc Ey possede une base formée de
vecteurs propres de f.

Si Ey est de dimension 1, alors forcément Ey = Ker(f — uld g) ou Ey C Ker(f — Ad g).

Si Ey est de dimension 2, alors forcément Ey = Ker(f — Ad g) ou Ey = Ker(f — puld g) @ D, ou D est
une droite vectorielle incluse dans Ker(f — Ald g).
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SUJET 1.9

Soit m € N*. On note E = R,,[X] '’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a m.

1. (a) Expliciter la matrice @ € M,,4+1(R) telle que pour tous U et V deux vecteurs colonne de M., 41.1(R)
de coordonnées respectives (Un)o<n<m €t (Un)ogngm, on ait :

Ve [0,m], un:i [(Z) vk] . (1.1)

k=0

Justifier que @ est inversible.

(b) Soit T l'endomorphisme de R,,[X] défini par, pour tout P € R,,[X], T(P)(X) = P(X + 1).
Déterminer la matrice de T dans la base canonique de R,,[X]. En déduire I'inverse de Q.

(c¢) En déduire, si U,V vérifient (1), alors :

Vnelo,m], wv,= an {(—1)"% (Z) uk} . (1.2)

k=0
Soit  'application définie sur F par :
VPeE,Vz R, [p(P)](x)=Px+1)—P(z).
2. (a) Justifier que ¢ € L(E) et expliciter sa matrice A = (a;;)1<i j<m+1 € Mm41(R) dans la base
canonique B = (1,X,X2,...,Xm) de E.
(b) Déterminer l'image et le noyau de ¢.
(c) Etudier la diagonalisabilité de ¢.

(d) Pour p € N*, on note P la composée p fois : ¢P = popo---0¢ ; on convient que ©° =1Id g.
Montrer que, pour tout p € N et tout polynéme P € E, on a :

)] )= 3 [0 (2) Poc e )] (1)

k=0

(e) En déduire, pour p € N* et j € [0,p — 1], la valeur de

3. Pour tous P € E et n € [0, m], calculer

>|() o)

k=0
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1. (a) La relation s’écrit matriciellement

o V0 1 0 0
(5% U1
=Q . avec = 1 1
: : : 0

ot @ = (¢i,j)1<i,j<m+1 st la matrice de PASCAL (triangulaire inférieure, carrée de taille m + 1),
de coeflicients ¢; ; = (;:1) en position (7, j), avec la convention usuelle (;) =0sij>i.
La matrice @ est triangulaire a éléments diagonaux non nuls, donc est inversible.
(b) 1l est clair que T est un endomorphisme de R,,[X]; on trouve que sa matrice est Q.
Or la réciproque de T est P — P(X —1), dont la matrice s’obtient comme dans la question préédente ;
cette matrice est (‘Q)~1 = Q) ™' ; on en déduit la valeur de Q~1, soit Q1 =

ey = (=17 (7))
(c) Comme V=Q U, ona

Vnelo,m], v,= Xn: {(_1)” <Z> uk}

k=0

(Ci7j)1§i7j§m+1 avec

2. (a) L’application ¢ est linéaire de F dans E et pour tout j € [0, m],

, . N i1 17 >1
gp(x]):(x—i—l)J—x]:Z(Z) e dou ai,j:{(i—l) sty =t

‘ 0 sinon
1=0

En particulier, A est triangulaire supérieure stricte.

(b) D’aprés la matrice, Im(yp) C Ry,—1[X] ; d’ou ‘ Im(p) = Ry—1[X] ‘ par égalité des dimensions (car

A est clairement de rang m).

On a clairement Ro[X] C Ker(y), d’ou légalité ‘ Ker(p) = Ro[X] ‘ par la dimention (via le théoréme

du rang).
(c¢) Lamatrice A est triangulaire supérieure stricte non nulle, donc Sp (4) = {0} et A non diagonalisable.
(d) Soit 7 I'endomorphisme de E défini par VP € E, 7(P) = P(X +1).
Comme 7 et Id g commutent, la formule du bindme dans £(F) appliquée & ¢ =7 —1Id g donne ([1.3)).
(e) Comme ¢ abaisse le degré de 1, pour j <p et P(X) = X7 ona @P(X7)=0,
d’out en évaluant en 0 : 0 = ¢P(X7)(0) = (—1)P S}, .
3. La matrice @ étant inversible, si (u,) et (v,) vérifient alors ils vérifient ; donc

n

> KZ) so’“<P)(:v)} — Plz+n)

k=0

(qu’on peut aussi retrouver par la formule du bindéme appliquée & 7= +1d g ).
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SUuJET 1.10

Soit n € N*. On note E I'ensemble des fonctions f : R} — R de la forme f: z — xP(x) + 2 In(z)Q(z), ou
P et @ sont deux polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n — 1.
Pour tout k € [1,n], soient les fonctions ey, :  — 2%, et fi : x — z¥In(x).

1. (a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de 'espace des fonctions continues de R* dans R.

(b) Montrer que B = (eq, f1,-.-,¢€n, fn) est une base de E. En déduire la dimension de E.

xT
2. Pour toute fonction f de E et tout x > 0, montrer la convergence de 'intégrale / f(t) dt.
0

Pour tout f € E on définit la fonction u(f) par :

Ve >0, (u(f)() = - / " f) dr.

T

Pour tout k € [1,n] déterminer u(ey) et u(fx).
Montrer que u est un endomorphisme de E et écrire sa matrice M dans la base B.

Déterminer les valeurs propres de u. L’endomorphisme u est-il bijectif ?

AR

Soit f un vecteur propre de E associé a une valeur propre A # 0.
x

Soit g définie sur RY par g(z) = T / f(¢) dt.
0
Montrer que g est constante sur R* . En déduire une expression explicite de la fonction f.

7. Pour chaque valeur propre A de u, déterminer la dimension de I’espace propre associé.
L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
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1.

(a) Chaque fonction ey, ou fj est continue sur Rt ou admet un prolongement par continuité sur R¥.
Ainsi E = Vect(eq, f1,--.,enfn) est un sous espace vectoriel de C°(R*,R). E est un sous espace
vectoriel de I'espace des fonctions continues C°(RT*, R).

(b) Soit f = Zaiei + Zb’ifi = P(z)+ Q(z)Inz =0, avec P et Q éléments de R,,_1[X].
k=1 k=1
P(x)

Si Pon avait P # 0, on pourrait écrire que Inz = ————= qui est une fraction rationnelle.
x

P(z)

Q(z)

théorémes de croissances comparées que que soit o. Donc P = 0, d’ou Q = 0. Ainsi dim(E) = 2n.

Donc au voisinage de +oo, on aurait Inxz = — ~ Az%, avec a € Z, ce qui contradirait les

. Comme z — zlnz converge vers 0 en 0 tout élément de f est prolongeable par continuité sur R,

d’ott la convergence de I'intégrale.
Pour tout k € [1,n],

1, 1 1 1

u(ex)(z) = 1t s 1€k(95) et u(f) = ko 1fk Tkt 1)267‘C

()

La linéarité de u provient de la linéarité de 'intégration. On sait que u(ey) et u(fx) sont tous deux dans
FE. Par linéarité, I'image de toute f de E est dans FE.

D’apreés (#x), la matrice de u dans la base B est triangulaire supérieure,

la di 1 11 1 1
avec sur la diagonale —, -, -, =, ..., ——, ——
& 272’337 " "n+1'n+1’
1 di le L 0 1 0 S 0 ot
sur la sur-diagona
8 22777 327770 27 (4 1)2 )]

et des 0 partout ailleurs.

. La matrice M étant triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont sur la diagonale.

Comme 0 n’est pas valeur propre de u, u est bijectif.
D’aprés la question 2, I'intégrale définissant g(x) est bien définie pour > 0.
xr

Comme u(f) = Af, on a pour z > 0, / f(t) dt = 2\ f(z). Ainsi, pour & > 0, g(z) = Az~ f(x).
0

x

——-1
En dérivant D’égalité définissant g, il vient Vo > 0,¢'(z) = Stz A / f(t) dt + :vf%f(x) =0.

0
La fonction g est donc égale & une constante c¢ sur R . Et, comme A > 0, on obtient :

Jc e R*, Vo e RY, f(x) = cxx !

. Les valeurs propres de u sont toutes non nulles (cf. Q5), donc les sous-espaces propres sont tous de

dimension 1 (cf. Q6). Précisément pour k € {1,...,n}, Eﬁl = Vect(eg), car d’aprés (xx), ey € E#l (u).

Donc u n’est pas diagonalisable car la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut n tandis que
la dimension de E est 2n — et n # 2n car n # 0.
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SUJET 1.11

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Pour tout p € N*, on note M,, ,(R) 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients réels.

e pour toute matrice M € M,, ,(R), la notation M > 0 (respectivement M > 0) signifie que tous les
coefficients de M sont positifs (respectivement strictement positifs).
On dit alors que M est positive (respectivement strictement positive).

e pour toutes M, N € M, ,(R), la notation M > N (respectivement M > N) signifie que M — N > 0
(respectivement M — N > 0 ).

1. Soit B € M, (R).
(a) Soit X € M,, 1(R). Montrer que si B > 0 et X > 0, alors on a BX > 0.

(b) Etablir, réciproquement, que si, pour tout matrice colonne X € M,, 1(R) positive on a BX > 0,
alors B est positive.

Si A € M, ,(R) est une matrice carrée, on dit qu’elle est productive si A est positive et s’il existe une
matrice colonne P € M,, 1(R), positive, telle que P > AP.

Dans les questions 2 a 4 on considére A et P deux matrices vérifiant les conditions de cette définition.
2. Montrer que P > 0.
1

3. Soit X = | : | appartenant a M, 1(R), telle que X > AX. On pose ¢ = min —.
: 1<j<n p;

Li

Tn

Soit k € [1,n] tel que ¢ = Ly
Pk

n
(a) Etablir que : ¢ | px — Zak,jpj > Za;w'(xj —cpj).
j=1 j=1

(b) En déduire que ¢ > 0, puis que X est positive.
(¢) On suppose que : X = AX.
En utilisant I'inégalité —X > A(—X), montrer que X = 0 et en déduire que I, — A est inversible.
4. (a) Soit X > 0. Montrer que Y = (I, — A)~1X est positive. En déduire que (I,, — A)~! est positive.

(b) On considére dans cette question B une matrice carrée positive telle que I,, — B soit inversible et
d’inverse positive.
Soit V = (I,, — B)7'U, ou U est la matrice colonne dont toutes les composantes valent 1.
Montrer que V' > BV. Conclure.

5. Donner une caractérisation des matrices productives.
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1. (a)

(b)

2. AP

(b)

n
Si l'on note b; ; les coefficients de B et x; ceux de X, alors les coeflicients de BX sont les Z bij;
j=1
qui sont tous positifs.
Notons FEj, ..., ), la base canonique des matrices colonnes d’ordre n, alors BE; est égale a la j-éme
colonne de B. Elle est positive d’ott B est positive.

>0et P> AP d’ou P > 0 (en raisonnant coefficient par coefficient).
n n n n
c pk*Zak,ﬂ?J = Tk *Zak,jcpj Z Zak,g% Zakjcp]
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

n
Pour tout j compris entre 1 et n, z; > cp; par définition de ¢ d’out Zakyj(xj —cp;) = 0 et
j=1

n
Pr — Zak)jpj >0, duit ¢ > 0.
j=1

¢ étant positif, pour tout & compris entre 1 et n, Ik >0,dotxzp>01ie X >0.

Pk
Puisque AX = X alors —AX = —X donc A(—X) > —X. D’aprés la question précédente —X > 0.
Ainsi ayant aussi X >0, ona X =0.
On vient de prouver que AX = X implique X = 0 ce qui prouve de I,, — A est inversible.
Y —AY = (I, — A)(I, — A)7'X = X. D'ou Y > AY ce qui montre d’aprés la question 3.b) que
Y > 0.
On a établi que pour tout X >0, (I, — A)~1X > 0, donc d’aprés la question 2, (I, — A)~ > 0.
OnaV —BV =(I,—B)V = (I, —B)(I,—B)"'U =U, doton a bien V- BV >0ie. V> BV.
D’ou B est productive.

5. On a démontré dans les questions 1 a 4.a) que si A est une matrice productive alors (I, — A) est inversible
et (I, — A)~! est positive.
Dans la question 4.b), on a établi que si B est positive, (I, — B) inversible et (I,, — B)~! > 0 alors elle
est productive.
Ainsi A est productive si et seulement si A > 0, (I, — A) est inversible et (I, — A)~! > 0.
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SUJET 1.12

Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté ( -,- ).
Soit B une base orthonormée de E et u un endomorphisme de F.
On dit que 'endomorphisme wu est antisymétrique si

V(m,y) € EQ, <U(Z‘) 7y> = - <a:,u(y)>

1. Montrer que u est antisymétrique si et seulement si Vo € E, (u(x),z) = 0. (on pourra développer
(u(z+y),z+y) pour démontrer une direction).

Dans la suite de ’exercice, on suppose que u est un endomorphisme antisymétrique de FE.

2. Montrer que u est antisymétrique si et seulement si sa matrice dans la base B est antisymétrique.
3. Soit A € R. Montrer que si A est valeur propre de u, alors A = 0.

4. Montrer que u o u est un endomorphisme symétrique dont les valeurs propres sont toutes négatives ou
nulles.

5. Montrer que si un sous-espace vectoriel F' de E est stable par u, alors son orthogonal F'* est stable par
I’endomorphisme wu.

On suppose désormais que u est un isomorphisme de F sur E.

6. Soit A < 0 et e # 0 tels que (uou)(e) = Ae. Montrer que le sous-espace vectoriel engendré par la famille
(e,u (€)) est un plan vectoriel stable par u.

7. Montrer qu’il existe des plans vectoriels Py, ..., P, de E vérifiant :

Vi € [1, k], P; est stable par u.
E=PoPo¢ - -dPF

8. Que peut-on en conclure sur la dimension de E?
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L (u(z+y),v+y) =(u(@)+u(y),

(=):V(x,y) € E? (u(x),z) = — (r,

(<):0=(u(z+y),z+y)=(u(z),z
u est antisymétrique.

2. (=) :Soit M = Mg (u) = (m; ;). La base B est orthonormée donc m;,; = (u(e;),e;) = — (ej,u(e;)) =
—my;,; donc M est antisymétrique.

(<) : Soit X,Y vecteurs coordonnées de x,y dans B.
Ona (u(z),y) = (MX)"Y = XTMT xY = -XT x MY = — (z,u(y)) donc u est un endomorphisme
antisymétrique.

3. Soit 2 un vecteur propre associé & A. On a (u(z),z) = 0 donc (Az,z) = A|z]|*> = 0 donc A = 0 (car
x #0).

4. Ona (uowu(x),y) =—(u(x),u(y)) = (zr,uou(y)) donc uow est un endomorphisme sym étrique.
Soit & un vecteur propre de u o u associé a .
Ona (uou(@),o) = — (u(@),u (@) = — u @] et (wou(@),z) = (Aa,a) = Al
donc A < 0 donc Sp (uou) CR_.

5. On suppose que F est stable par f. Montrons que F'- est stable par f. Soit € F*. Montrons u () € F+
c’est-a-dire que Vy € F, (u(z),y) = 0. Soit y € F. On a (u(x),y) = — (z,u(y)) =0 car z € F* et
y € F donc u(y) € F.

6. On a montré que les valeurs propres de u? (endomorphisme symétrique) sont des réels strictement négatifs
car u est bijectif.
Si u(e) = pe alors u? = X\ < 0 donc (e,u (e)) est libre.
u(ae+bu(e)) = au(e) + bre € Vect (e, u (€)) qui est donc un plan stable par u.

7. Posons Py = vect (e,u(e)). Si P; = E, le résultat est obtenu.
Sinon, soit F' = P;i-. Recommencons le processus avec F.
Supposons qu’il existe ¢ plans P, ..., P, de E stables par u et deux a deux orthogonaux.
Soit F =P, ® P, ®---® Py (la somme est directe car les sous espaces sont orthogonaux deux a deux)
Si F = E, le résultat est obtenu. Sinon le sous-espace F est stable par u donc F* est stable par wu.
Soit v : F+ — F+ défini par v (z) = u (z). L’endomorhisme u est antisymétrique et bijectif donc v est
antisymétrique et injectif donc bijectif donc d’aprés ce qui précéde, il existe un plan P, C F* stable
par v donc par u.et donc

les plans P, ..., P11 sont stables par u et orthogonaux deux a deux.
L’espace E étant de dimension finie, cette construction s’arréte nécessairement, ce qui entraine le résultat
demandé.

8. De par la construction précédente, la dimension de E est paire
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SUJET 1.13

Soit n € N*. Soit 'espace vectoriel E = R™, muni du produit scalaire canonique noté ( , ).
Soit (e1,...,ey,) la base canonique de F.
On note I,, la matrice identité d’ordre n. On note O, (R) I'ensemble des matrices orthogonales de M,, (R).
Soit s un endomorphisme symétrique de E. On note S = (Siﬁj)n,n la matrice de s dans la base canonique. Les
valeurs propres de s sont rangées par ordre croissant : A1 < Ao < ... < A,. On note :

M O -0
A 0
: . 0
0 -~ 0 M\

1. Montrer que si A = (a; ;) est une matrice de O, (R), alors : V(i,j) € [1,n]?, |a; ;| < 1.
2. Montrer qu’il existe une base orthonormée B = (¢1,...,&,) de E formée de vecteurs propres de s.
Dans toute la suite,pour tout vecteur = de E, on note : Rs(x) = (s(x),x).

3. Soit S(0,1) = {z € E | ||z|| = 1}. Montrer que :
Ve € S(0,1), Rs(x) € [A1, An].

4. Inversement, tout élément de [A1, A, ] est-il de la forme Ry(z), avec z € S(0,1)?

5. Exprimer le terme général s; ; de S a 'aide d’un produit scalaire.
Démontrer que pour tout ¢ € [1,n], on a: A\; < 8;; < Ay.

Dans toute la suite, si A est une matrice orthogonale, on note 7(A) le nombre réel Tr(AS), ou Tr(M) désigne
la trace de la matrice M € M, (R).

6. Soit A € O, (R). Montrer qu'il existe une matrice orthogonale B telle que T(A) = Tr(BA).
(On pourra utiliser sans démonstration le fait que le produit de deux matrices orthogonales d’ordre n est
ausst une matrice orthogonale.)

7. Dans cette question, on suppose que s a toutes ses valeurs propres positives ou nulles.

Montrer que pour toute matrice orthogonale A de O,, (R), on a : T(A4) < Tr(S).
En déduire que T admet un maximum sur O,, (R), maximum que l'on précisera.
Montrer de méme que T admet sur O,, (R) un minimum & préciser.
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1. La matrice A étant orthogonale, chaque colonne constitue un vecteur normé,
n

d’ou pour tout 4, j, af ; < Zaik = 1. Donc |a; ;| < 1.
k=1
2. On applique le théoréme spectral.

3. Sil’on note (z1,...,2,) les coordonnées de x dans la base B, et X la matrice colonne associée, la matrice

de s(z) dans la base B est égale & AX. Comme B est orthonormée, on a donc R,(x) = Z Niz?.
k=1

n

Si ||z|| = 1 alors Z:ﬂf = 1. Par croissance des (\;), il vient
k=1

=1

i=1 =1

4. Soit pr € [A1, An]. Alors il existe o € [0,1] tel que g = X + (1 — a)A,.
Posons z = y/ag1 + /1 — ag,. Alors

(s(x),x) = (Varier + V1 — adpen, Vaer + V1 —ag,) =ad + (1 —a)\, = p

Autre idée : on peut remplacer les indices 1 et n par i et i + 1 tels que \; < pp < Aj41.

5. s =< s(ej),e; > d'ou s;; = Rs(e;) Il suffit de remarquer que ||e;|| = 1.
Donc par l'inégalité de Raleigh (Q3) A1 < 855 < Ap.

6. On applique le théoréme spectral & S : S étant symétrique (réelle), il existe une matrice orthogonale
n X n notée Q telle que S = QA'Q d’ou AS = AQA'Q et T(A) = Tr(AS) = Tr(!QAQA) = Tr(BA).
Il reste a vérifier que B est orthogonale.
Or B est le produit de trois matrices orthogonales, ‘@, A et Q). B est bien orthogonale.

7. Tout d’abord, il est clair que T'(I,,) = Tr(S)
D’autre part, nous avons vu précédemment que pour toute matrice orthogonale A il existe une matrice
orthogonale B telle que T'(A) = Tr(BA) Or, (BA); ; = A\ib;; < A, puisque B est orthogonale : car ici
A = 0.

Dot Tr(BA) < Y A = Tr(5S).

k=1
Donc finalement, pour toute matrice orthogonale A, T(A) < Tr(S) = T(1,,), le maximum de T sur O, (R)
est Tr(S), atteint au moins en A = I,,.

De méme, on remarque que T(—1,) = Tr(—S) = —Tr(S). Or, —I,, est aussi dans O, (R).

De plus, VA € O, (R),3B € O,(R),T(A) = Tr(BA) = Z Aibig > — Z A; puisque b; ; > —1 et A; > 0.
i=1 i=1

Ainsi, VA € O, (R), T(A) > —Tr(S) = T(—1I,))
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SUJET 1.14
Soit n € N avec n > 2. On note R,,[X] l'espace vectoriel des polynéome réels de degré inférieur ou égal a n.
On définit les polyndmes de LAGRANGE Ly, ..., L, € R,[X] associés aux nombres xg, ..., z, € R distincts
par :
- X — xZ;
vk e [0,n], Lp= .
[0,n], L 11 pra——
ik

Cette notation de produit signifie que l’indice i prend toutes les valeurs entiéres de 0 4 n, sauf k.
1. Montrer que la famille (Lg,..., L,) est une base de R, [X].

2. Donner l’écriture de tout polynéme P € R, [X] dans cette base.

On rappelle le théoréme de la division euclidienne pour les polynémes : si U € R[X] et V € R[X] sont deux
polynomes avec V # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) € R[X]? tel que :

U=VQ+R avec (R=0 ou deg(R) <deg(V)).

Dans la suite de cet exercice, on se donne un couple (A4, B) de polynomes avec A € R, [X] et deg(B) =n+ 1.
On considére également application ¢ définie sur R, [X] qui & un polynéme P € R, [X] associe le reste dans
la division euclidienne de AP par B.

3. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
n
On suppose dans la suite de exercice que B est le polynome B(X) = H (X —xy) ou les réels () sont distincts.
k=0

4. Pour tout entier k € [0,n], on désigne respectivement par Qi € R[X] et R € R,[X] le quotient et le
reste dans la division euclidienne de AL, par B.
(a) Soit (j, k) € [0,n]?. Déterminer Ry (z;).

(b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de .
L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
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1.

4.

On montre que famille (Ly, ..., L,) est libre en évaluant une combinaisaon linéaire nulle en tout zy, car
Li(z;5) = Ok,5-
Elle est de cardinal n 4+ 1 = dim(R,,[X]). C’est donc une base de R, [X].

. Gréce a la relation Ly(z;) = 0y, il vient P(X) = Z P(xy)Li(X).
k=0

Soit P € R,[X]. Le polynome B est non nul car de degré n + 1. D’aprés le théoréme de la division
euclidienne, le reste dans la division euclidienne de AP par B est nul ou de degré strictement inférieur a
deg(B) = n+ 1. Ainsi, ¢(P) est nul ou de degré inférieur ou égal a n, c’est-a-dire que ¢(P) appartient a
R, [X].

Soit AP, = BQI + Ry et APy = BQQ + Rs. Soit A € R. Alors
A(Py + APy) = AP; + MAP, = BQ1 + Ry + A(BQ2 + R2) = B(Q1 + AQ2) + R1 + ARs.

De plus, R; et Ry appartiennent a R,[X] donc Ry + ARy aussi.

Par unicité de la division euclidienne de A(P; + AP») par B, le quotient et le reste dans cette division
euclidienne sont respectivement Q1 + A\Q2 et Ry + ARs.

L’application ¢ est donc linéaire.

(a) On a AL, = BQy + Ry, donc
A(xz;)Li(x5) = B(x;)Qr(x;) + Re(x;) = Ri(z;)

car x; est racine de B.
Etant donné la valeur de Ly (), on a donc Ry(z;) = 0si j # k et Ry(wg) = A(wy).

(b) D’apres la question sur les polynomes de LAGRANGE, on a donc

(p(Lk) = Ry, = ZRk(xj)Lj = Rk(xk)Lk + Z Rk(l’j)Lj = A({Ek)Lk
=0 =0
’ et
On a donc ¢(Lg) = A(x) Ly ; ainsi Ly, est un vecteur propre de ¢ associé a la valeurs propre A(zy).

L’endomorphisme ¢ admet une base formée de vecteurs propres (les polynémes deLAGRANGE).
Il est donc diagonalisable et il n’y a pas d’autres éléments propres que ceux déja trouvés.
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SUJET 1.15

Soit un entier p > 2. On note M, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre p a coefficients réels.
On note I la matrice identité d’ordre p. Soient A et B deux matrices de M, (R).

Pour tout matrice M € M,(R) on note Ker(M) (resp. Im(M)) le noyau (resp. I'image) de I'endomorphisme
de M, 1(R) défini par X — MX.

1. (a) Montrer que l'on a : Ker(B) C Ker(AB) et Im(AB) C Im(A).
(b) Montrer que si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B sont inversibles.

2. Soit A un nombre réel non nul.
(a) Montrer que la matrice (\I — AB) est inversible si et seulement si la matrice (A — BA) Dest.

(b) Montrer que pour tout A € R qui n’est pas valeur propre de la matrice AB, on a :
4 1 1 1
(M —AB)™ = XI+ XA(/\I — BA)™'B

3. Montrer que les matrices AB et BA ont les mémes valeurs propres.

4. Dans cette question, on choisit les matrices de M, (R) suivantes :

1 1 1
0 0 0

A= et B=| .
1 0 0 0 0 0

(a) Déterminer les valeurs propres de la matrice BA.

(b) Apreés avoir justifié son existence, calculer 'inverse de la matrice I — AB.
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SOLUTION DU SUJET 1.15
1. (a) Si BX =0, alors ABX = 0. De méme, tout vecteur ABX s’écrit A(BX).

(b) Sila matrice AB est inversible, on a Ker B C Ker(AB) = {0}, donc B est inversible.
De plus, M, 1(R) = Im(AB) C Im(A) entraine que A est inversible.
Autre idée : il existe une matrice C telle que I,, = (AB)C, soit I, = A(BC), d’ou A inversible et
(idem pour B).

2. (a) Supposons la matrice \I — AB inversible. Soit X € Ker(A — BA).

Alors, BAX = AX implique ABAX = AAX, ce qui donne : AX € Ker(A — AB) = {0}.
Donc AX =0; dout AX = BAX =0; soit X = 0 puisque A # 0.
Ainsi, Ker(A — BA) = {0} i.e. (A\] — BA) est inversible.
La réciproque s’obtient en échangeant A et B dans le sens direct.

(b) Comme X € R n’est pas valeur propre de AB, alors A\I — AB est inversible, donc \I — BA aussi.

1 1
Posons M = XI + XA()\I —BA)™'B.On a:

(M — AB)M = %(AI — AB) + %(AA — ABA)(\I —BA) ' B

= %(AI — AB) + %(A()J — BA))(\I —BA)'B

1 1
= (M —AB)+ ~AB=1
N4 )+

3. La question 2.a) montre que AB et BA ont les mémes valeurs propres non nulles.
La question 1.b) montre que 0 est valeur propre de AB si et seulement si 0 est valeur propre de BA.

4. (a) En effectuant le produit BA, on trouve :

p 0 0

0 0 0
BA = )

0 0 0

On en déduit que les valeurs propres de BA sont 0 et p.

(b) Le réel 1 n’étant pas valeur propre de BA, il n’est pas valeur propre de AB, d’ou 'existence de
(I — AB)~!. Pour calculer cette matrice, on utilise la question 2.b), ce qui donne :

2-p 1 ... 1
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SUJET 1.16

On considére la matrice A suivante :

SN O
N O O
O = O N
= o N O

Montrer que A est diagonalisable. Soit D une matrice diagonale semblable a A.
Déterminer un polynéme annulateur de A de degré le plus petit possible. Déterminer ses racines.
Montrer, sans calculs matriciels supplémentaires, que le spectre de A est égal a {2,6}.

En utilisant uniquement la trace de A, préciser la dimension de chacun des sous-espaces propres.

ATl

Soit C’ I’ensemble des matrices qui commutent avec D :
C'={M' € My(R)| DM' = M'D}.

(a) Montrer que C’ est un sous-espace vectoriel de My (R).
(b) Déterminer la dimension de C’.
(c) Déterminer la dimension de C = {M € My4(R)| AM = M A}.
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SOLUTION DU SUJET 1.16

1.

La matrice A est symétrique réelle, donc il existe une matrice P orthogonale et d’une matrice D diagonale
telles que D =tPAP.

2. Le calcul matriciel donne :

5.

o_ (0985 (0405 Do 16
AT = 2040 2040 ) — 116 02 0 =84 —121,.
0204 0204 0 16 0 20

Le polynome X2 — 8X + 12, est annulateur de A (il n’y en a pas de degré 1, sauf pour les matrices
scalaires). Donc les valeurs propres sont parmi des racines, soit 2 et 6.

Il y a des valeurs propres car A est diagonalisable.
Il ne peut y avoir une seule valeur propre A, sinon A serat semblable a AIy donc égale a Aly.
Donc le spectre de A est égal a {2,6}.

On sait que Tr(D) = Tr(A) = 16.

Et D comporte dim(Ker(A — 214)) (resp. dim(Ker(A — 614))) coefficients diagonaux égaux & 2 (resp. 6).
Ces deux dimensions sont non nulles de somme 4.

Dong, selon que la dimension de Ker(A — 21,) vaut 1,2 ou 3, on a

Tr(D)=246464+6=200uTr(D)=2+2+6+6=160u Tr(D)=2+2+2+6 =12.

Ainsi seul le cas dim Ker(A — 21,) = 2 = dim Ker(A — 614) est possible.
Autre idée pour 3+4 : résoudre le systéme 2 x 2 :

2xdimFEy 4+ 6 x dimEg = Tr(D)

(a) L’ensemble C’ est une partie de My(R) contenant la matrice nulle. Il reste a vérifier la stabilité par
combinaison linéaire, ce qui est élémentaire par bilinéarité du produit matriciel.

(b) Le candidat fera un calcul avec les 16 coefficients de la matrice M’.

. L .. (2 0q , _(E F
Le jury pourra vérifier en écrivant D = (02 6]2> et M' = a H)

Rappel : les produits par blocs ne sont pas au programme en ECG.

0 H

' — {(g g) E,H e MQ(R)}

On en déduit que C’ est de dimension 8.
Remarque : dans la solution proposée les valeurs propres sont rangées dans l'ordre (2,2,6,6).
Qu’obtient-on si on les range par exemple sous la forme (2,6,2,6) ou (6,6,2,2) ?

Les solutions sont les matrices de la forme M’ = (E 0 >

Finalement,

(c) On vérifie que M’ — PM'P~! induit un isomorphisme de C’ sur C.
L’ensemble C est isomorphe a C’, donc de dimension 8 également.
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SUJET 1.17

Soit n € N. Une suite finie de nombres réels (ax)o<k<n = (ao, a1, ..., a,) est dite :
2.
ko

e log-concave lorsque, pour tout k € [1,n — 1], on a : ax_1a54+1 < @

e ultra-log-concave lorsque la suite finie <(“,,’“)> est log-concave.
k 0<ksn

1. Montrer que la suite finie ((Z)) formée de coefficients du binome) est log-concave.

0<k<n (
2. Montrer que si une suite finie (ax)ogr<n est ultra-log-concave, alors elle est log-concave.

3. Soit n € N. Soit P un polyndéme de degré n.
(a) Montrer qu’il existe un unique polynome @, tel que : Vo € R*, Q(z) = 2" P(1/x).
Ce polynome Q sera noté X" P(1/X).
(b) Soit v € N la multiplicité de 0 comme racine de P.
Exprimer le degré de X™P(1/X) a l'aide de n et de v.

Un polynéme P € R[X] sera dit scindé lorsque :
IneN, INzy,...,2p ER, P=XX —z1) - (X — ).

Ainsi tout polynoéme constant est scindé (cas n = 0). On note S I’ensemble des polyndmes scindés.

4. Montrer que, pour tout P € § de degré n, on a : X"P(1/X) € S.

5. Montrer que, pour tout P € S,on a: P’ € S.
Indication : penser au théoréme de ROLLE.

6. Soit n € N. Soit (ax)o<k<n telle que a, #0 et P € S, ot 'on a noté P = Z apXk.
k=0

(a) Pour tout k € [1,n — 1], on pose : Q; = P*=1 Qy = X" *H1Q,(1/X), Q3 = g"_k_l).

Montrer que Q3 € S et que Q3 est de degré au plus deux.

(b) En déduire que la suite finie (a)ogcr<n st ultra-log-concave.
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SOLUTION DU SUJET 1.17
1. Posons by, = (Z) pour tout k € [0,n]. Alors by > 0 et, pour k € [1,n — 1], on a :

b (n!)? X(k—1)!(/€—|—1)!(n—k—1)!(n—k+1)!:k+1Xn—k—i—l

br-1brsr  (kD2((n — k)!)? (n!)? k n—k

7(’“717)1(’2”1) ai; et d’aprés Q1, on a : 7(]“717)1(’2”1)
(») (v)

D’ot, par produit d’'inégalités lorsque ag_1ax+1 = 0, et de maniére évidente si ay_jary+1 < 0, on obtient

21,

2. Pour tout k € [1,n — 1], ax—1a5+1 < <L

ag—1ak4+1 < ai, pour tout k, c’est-a-dire que ’ (ag) est log-concave. ‘

n
3. (a) Tout polyndéme P de degré n s’écrit : P = Zanj avec ag, .. .,a, € Ret a, # 0.
j=0

Alors : Vz € R*, 2"P(1/x) = 2™ Zajx_j = Q(x) avec | Q = Za]—X"_j.
§=0 j=0

Si Q2 est une autre solution, alors tout x € R* serait racine de @ — Q2 d’ou @ = Q5.
(b) Si 0 est racine d’ordre v et P, alors ag = +-- =a,_1 = 0 et a, # 0.
L’expression trouvée juste avant s’écrit donc :

Q=ap+ap 1 X+ F+a,X" "+ o X" ' taX"=a,+a, 1 X+ -+ a, X",
—~

donc‘deg(X”P(l/X)) :n—u.‘ 70
n—v
4. Si P est scindé dans R[X], en isolant la racine 0 éventuelle, il s’écrit P = AX" H (X — ap),
k=1
avec x1,...,ZTn—, € R* (pas forcément distincts), ou A € R* est le coefficient dominant, et v € N est la

multiplicité (éventuellement nulle) de 0 comme racine de P.
Alors, pour tout x € R*, si ’'on note Q = X" P(1/X), on a :

1 1 v n—v 1 n—v n—v n—v 1
= ’I’LP — = n)\ — —_ — = — = — —_ — .
Qlz)==x <x> A X (x) X H (:c ack) A H (1 —zz) =| A H (—zg) % H (x xk)
k=1 k=1 k=1 k=1
Et le résultat final reste vrai pour x = 0 (comme en Q3a), donc
5. Soit x1 < - -+ < x, les racines de P de multiplicités respectives my,...,m, ; alors deg P = Z my. Et :

k=1
e par ROLLE, il y a une racine de P’ sur chaque intervalle ]z, x5 + 1] , soit r — 1 racines;

e si z; est racine d’ordre m; de P, alors il est racine d’ordre (au moins) m; — 1 de P.
T

Ainsi P’ est scindé car la somme des multiplicités des racines est au moins (r — 1) + Z(mk —1) =degP'.
k=1
6. (a) Le polynome @ est scindé d’apres la question Q5. et il est de degré n — k + 1.
Ensuite, d’aprés Q4., le polyndéme Q5 est scindé et de degré au plus n — k + 1.
Enfin, par Q5., le polynome ‘ Q3 est scindé, de degré au plus 2. ‘

n
(b) Si P = Zanj, on calcule Q3 = ak,1WX2 + ark!(n — k)IX + akﬂw.
j=0
D’aprés la question précédente ce trindme est scindé, donc son discriminant est positif ou nul, soit :

0<A=al(k)?((n—k)") = arrari1(k— Dn—k+ Dk + 1)l(n — k —1)!

d’ott I'ultra-log-concavité voulue en divisant par (n!)2.



44 ESCP 2023 — Oral

SUJET 1.18
Soit d € N*. Pour P € Ry[X] on pose A (P)=P(X +1)— P(X).

On définit la famille de polyndomes réels (Pn)0<n< 4 bar les relations suivantes :

n—1

1 1
Po=letVne [Ld], P,(X)=—X(X-1)...(X —n+1)) =~ [[x k).
k=0
1. (a) Montrer que A est un endomorphisme de R4[X].
(b) Donner la matrice de A dans la base canonique (1, X, X2, ... ,X‘i) de Ry [X].
2. (a) Etablir que la famille (Py, P, ..., Py) est une base de Ry[X].

(b) Exprimer la matrice de A dans la base (P, P, ..., P;) de Ry [X].
3. Soit n € [0,d] et k € Z. Montrer que P, (k) € Z.

4. Soit P € Ry[X].
Exprimer, Vk € [0,d], A¥ (P) (0) en fonction des coordonnées de P dans la base (Py, ..., Py).

. Montrer que : [Vk € Z, P(k) € Z] si et seulement si [Vk € [0,d], P(k) € Z].

ot
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SOLUTION DU SUJET 1.18
On pose E =Ry [X].

1. (a) Pour PeE, P(X+1)€Edonc A(P)eE.
Pour (P,Q) € E? et \e R, AAP+Q)=(AP+Q) (X +1) — (AP + Q) (X) = XA (P) + A(Q).

(b) Si0<k<d, AX*) =X +1)"~X*F=3 (¥)15F7 X7 donc

=0
0 1 1 1
0 0 () (1)
0 0 (421)
0 O 0

2. (a) La famille (Py, P, ..., Py) est échelonnée en degrés, donc est une base de Ry [X].
(b) A(Pp)=1—-1=0etsine[0,d—-1],
A(Pus1) = mimg[(X + DX - (X = (n = 1)) = X(X = 1)....(X —n)]
done A (Pyyr) SHLE=X (X —1). (X = (n—1)) = P,
d’ou la matrice de A dans la base (P, P, ..., P;), matrice formée de 0 avec seulement une sur-
diagonale formée de 1.

3. Pour k € [0,n — 1], P,(k) =0,
k
k!

1

n! nl(k—1)!

Sik>1, Py(—k)= (l)n(k)(kJrl)...(kJrnl)(l)"(kM(1)"< ’”Z‘l ) €.

4. L’application A est linéaire donc A* est linéaire donc A* (P) = poA¥ (Py) + p1 AF (P) +... +paAF (Py).
Or A(Py) =0etsine[0,d—1], A(P,y1) =P, donc A*(P) =0sii< ket A*(P) = P,_j sinon.

On en déduit que A* (P) = pp, Py + pre1 Py + ... + paPa_i donc ‘ AF (P)(0) = pg. ‘

5. Le sens direct est immeédiat.
Réciproquement, supposons Vj € [0,d], P (j) € Z.
Alors pour tout i € [0,d], on a a p; = A*(P) (0) = > < ; ) (—=1)"=9P(j) € Z.

3=0
Soit p; € Z. Donc P (k) = poPo (k) +p1P1 (k) + ...+ paPa (k) € Z.
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SUJET 2.1

e*’u.

Nz

+oo
Justifier la convergence de 'intégrale / p(u) du, notée K.
0

1. Soit la fonction d’une variable réelle ¢ : u —

+o0 —u
2. Déterminer ’ensemble D des réels > 0 pour lesquels 'intégrale / S du converge.
0o Vu(utw)

+oo e~

o Vu(utuz)

3. Déterminer le sens de variation de F' sur D.

On note alors F(z) =

On admet que la fonction F' est dérivable sur D et qu’elle vérifie

1
! — —_ = = —
Ve e D, x F'(x) (J: 2)F(x) K.
Pour tout « € D, on pose G(z) = /xe @ F(z).

4. Justifier qu’il existe une constante C € R telle que
VezeD, G(x):C—K/go(u)du.
0

5. Déterminer la limite de G en 400, et en déduire une relation entre C' et K.
6. (a) Prouver la convergence et calculer l'intégrale
oo 1
J= A m dt
(on pourra utiliser le changement de variable w : t — \/t aprés Uavoir justifié).

(b) Soit x € D. Prouver la convergence de l'intégrale

+oo eftx

0o Vi(t+1)
(c) Montrer que

lim
z—0t

—dt — dt| =0.

ViE(t+1) o VE(t+1)
(d) En déduire la limite de G en 0, puis la valeur de C.
7. En déduire la valeur de K.

|: +o0o e—ta: +oo 1
0
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SOLUTION DU SUJET 2.1
1. pru— % continue sur R* , ¢(u) It u=? et p(u) = o (u?) en 4o0; donc K converge.

. e ; < * aqi .
2. o friur T (o) continue sur R* ssiz > 0;

—3/2

e pour x =0, fo(u) ~u d’intégrale divergente ;
0

e pour z >0, fu(u) o @ d’intégrale convergente, f,(u) = o (u?) en +oo, donc F(z) converge.

Ainsi et D = R7.
3. Pour tout u € RY , 2+ f,(u) décroissante, donc F' aussi.

4. La fonction G est dérivable sur D et pour tout = € D, d’aprés la relation admise,

SW Fz) — Ve @ F(z) +vze™® F'(z) = eﬁ eﬁ
Les fonctions G et H : x+— —K [ ¢(u)du (bien définie car ¢ a une intégrale convergente en 07) ont
la méme dérivée sur I'intervalle R7 , donc y différent d’une constante.

—X

1

G'(z) = {a: F(z) — (ac - 5) F(m)] - K

5. La fonction F est décroissante, positive et a une limite finie en 400, donc G(z) = /xe™* F(z) P 0
Tr—r+00

par croissances comparées.
D’autre part, par convergence de K, G(z) = C — K [ ¢(u) du —= C—-K?;dou C=K?2.
Tr—r+00

6. (a) Le changement de variables ¢ — v/t = u est de classe C! bijectif de ]0, +oo| sur ]0, +oo[. L'intégrale

+oo )
demandée et / du = 7 sont de méme nature et égales. Donc J = 7.
0

u? 41
(b) Par changement de variables u — u/x =t (pour x > 0) on obtient

1 +oo e—tw

FO=7 ) Ve

donc l’intégrale converge.

T dt
— <=

A VEEt+1) 2

m

(c) Soit € > 0. Par convergence de J, il existe A > 0 tel que

Par continuité de exp en 0,
€
I>0,VueR, 0<u<sny = |e’“—1|<2—
T

Alors, pour tout = € [0,n/A4],

+oo —tx A | —tx 400
-1 dt
L dt-J’g et PN S LR S

0o Vi(t+1) o Vi(t+1) A VE(t+1) 2m” 2

d’ot la différence des intégrales tend vers 0 quand z tend vers 0.
(d) D’apres c)

+o0o e—tm

dt
0 \/E (t —|— 1) z—01

D’autre part, liIPG = (C' car l'intégrale de ¢ converge en 0; d’'ou C' =m.
0

G(z)=¢e"

7. D’aprés 5, K =+/C = /7.
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SUJET 2.2
e
7

En utilisant le changement de variable u = t2/2, que I’on justifiera, montrer la convergence de I'intégrale

1. Soit la fonction d’une variable réelle ¢ : u —

f0+°o ©(u) du, notée K, et calculer sa valeur.
o

2. (a) Déterminer ’ensemble D des réels x pour lesquels la série de terme général \/%I , n € N* converge.

too e—ne
Pour = € D, on note alors f(z) = Z .
n=1 \/ﬁ
(b) Montrer que pour tout x € D,
+oo e~ uT +o0 e uw
—dugf(x)g/ du .
1 Vu 0 Vu

(¢) En déduire un équivalent de f(z) quand z tend vers 0.

3. Pour tout n € N* on pose

n 1
S, = — et U,=85,—2vn.
27k Vi

(a) Prouver que la suite (U, )nen+ converge (on pourra étudier U,4+1 — Up,).

nx

(b) Justifier que pour tout x € D la série de terme général S, e~ "* converge.

On note alors h(zx) sa somme.

On admet que si (an k) (n,k)en2 est une famille de réels positifs tels que

—+o0
® pour tout n € N7 la série E an L converge (on pose An = E amk)7
k k=0

e la série E A,, converge
n

+oo “+ o0 “+ o0 400 “+o00 +oo
alors Z Z an. | existe et Z Z anj | = Z Gk |-
k=0 \n=0 n=0 \k=0 k=0 \n=0

(¢) Exprimer h(x) en fonction de f(x) pour x € D.
(d) En déduire un équivalent de h(z) quand z — 07 .

+oo
4. Montrer 'existence de Z Vne ™ et en trouver un équivalent quand z — 0% .

n=1
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SOLUTION DU SUJET 2.2

1. Par changement de variable t — t2/2 = u et densité de la loi normale,
+oo 5
K:\@/ e U /2dt =7
0
NB : le théoréme de changement de variable donne la convergence de 'intégrale.
. —nx P . ol o - 1 . Lo
2. (a) Siz <0, v m +o0o donc la série diverge; si x = 0, la série ) NG diverge; si x > 0,

g \/ﬁ =0 ( ) donc la série converge (absolument); et D =R .

(b) Par décroissance de u C:/zg (pour tout x > 0) comme produit de fonctions décroissantes positives

(ou étude de fonction), et convergence de la série, donc des intégrales, on obtient

/+OO e uz ) +o0 e~ UL
du < f(z </ du .
1 Vu ( 0 Vu

(¢) Le changement de variables u — uxz =t (pour > 0) donne

1 [Tt -

1 [tee
sl pasiwsg [ Ga

5

d’ott par encadrement /z f(z) — K = /7, soit f(x) ~
z—0+ o+

3. (a) On a par quantités conjuguées

1 _ 2 _ Vvn—+n+1 . -1 N _;
Vil Vn+vn+1 n+1 (f—i—\/n—&—l)_\/m(\/ﬁ_’_\/mf oo 4n3/2

de signe constant et terme général de série convergente ; done (U, )pen+ converge (vers L).
(b) Ainsi, S, —2y/n— L=o0(yn), donne S, ~2+/n puis S,e "* =0 (1/n?) et la série converge.

(¢) Pour z > 0, par la permutation admise, aprés en avoir vérifié les conditions,

Un+1_Un =

=3 | (S ) | -2 e - X [ ] -
7n=1 k::l\/E f 71@:1 Vkl-er] 1-e
- VT
(d) D’apres 2.c) et 3.c), h(z) ol vo R
4. Pour x >0, on a y/ne " =o (1/n2) , donc la série converge.
On pose g(z Z Vne ",
n=1
La suite convergente (U, )nen+ est bornée (par M), donc
. Me™® M h(z) VT
| )—2g(x |7 1—e rlvd — =o(h(z)) donc g(::c)oal—2 N 53
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SUJET 2.3

1. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o00[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales

“+o0 “+o0
/ f(®)dt et / g(t)dt convergent et valent 1. Soit A un réel de [0, 1].
0 0
(a) Montrer que, V£ >0, (f(t))*(g(t))' ™ < Af(t) + (1 — N)g(t).
+o0 +oo
(b) En déduire que 'intégrale / (f(t)Mg(t) = dt converge et que / (FENMg)Adt < 1.
0 0

. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o00[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales

+oo +oo
/ f(®)dt et / g(t)dt convergent et A € [0,1].
0 0

En utilisant la question précédente, montrer que :

/Om(f(t))*(g(t))l‘*dt < </0+Oo f(t)dt>A (/0+oo g(t)dt)l)\

“+oo
3. (a) On rappelle que : Vo > 0, I'(z) = / t*“Le~!dt. Montrer que pour tout > 0, I'(z) > 0.
0

DN

On définit alors la fonction G sur ]0, +oo[ par G : x — In(I'(z)).
(b) Etablir que pour tout A € [0,1] et V(x,y) €]0, +0o[? on a :

T(Az + (1= N)y) < (D) (T(y)'

Que peut-on en déduire pour la fonction G 7

4. Soient x et y deux réels strictement positifs. On suppose que y > 1.
1 1
(a) Montrer que G(z + 1) < <1 - > G(z)+ -Gz +v).
Y Y

(b) En déduire que I'(z + y) > z¥T'(z).

5. Soient = et y deux réels strictement positifs. On suppose que y < 1. Montrer que :

I'z+y) <2'T(z)
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SOLUTION DU SUJET 2.3

1. (a) Pour tout A € [0,1], ¥(z,y) € ]0; +oo[,In(Az + (1 — N)y) = Aln(z) + (1 — A) In(y) par concavité du
In. En posant z = f(t) et y = g(t), les fonctions étant & valeurs strictement positives sur |0; +oo[, et
en passant a ’exponentielle, on a 'inégalité souhaitée.

+oo
(b) D’aprés I'inégalité précédente, et 'intégrale / (Af(@) + (1 — A)(g(t))dt étant convergente par
0
+oo

linéarité, on a par comparaison que / () (g(t))!~?dt converge. Par croissance de l'intégrale,

0

+oo +oo

on a: / (fFENMg(t)dt < / (Af(t)+ (1= N)(g(t))dt = 1 d’apres les hypotheéses.
0 0

2. Posons, pour tout t > 0, p(t) = —————— (le dénominateur étant non nul car lintégrale est

strictement positive) et 1(t) = . @ et 1 vérifient les hypothése de la question précédente.

/O T

+o0o
Dot : / (@(t) (b (1))~ dt converge et est inférieure ou égale a 1, d’out la conclusion par linéarite.
0

3. (a) Vax > 0,I'(z) > 0 par stricte positivité (a justifier avec le programme).

o0 +oo
(b) V(z,y) €]0,4+00[2, T(Az+(1—N)y) :/ pret=Ny=1lo=tqy :/ (" le A v Le )AL, ce
0 0

0 A oo 1-x
qui est inférieur d’apreés la question 2 & (/+ tzletdt> </+ tyletdt> =D(x)*T(y) .
On en déduit que G est convexe. ’ ’
4. (a) Y(z,y) €]0,4c[* (z+1) = (1 — %)x + i(x + 1), d’ou le résultat par convexité.
(b) Vx €]0, 400, G(z +1) = G(z) +In(x), d’on, par la question précédente, iG(x +vy) = In(x) + %G(x),
c’est & dire G(z + y) > yIn(x) + G(z). En prenant ’exponentielle, on a I'inégalité souhaitée.
5. V(z,y) €]0,+c[%, (z+y) = x+ (1 =N (z+1) (z+y € [z,r+1]) avec A\ =1 —y € [0,1].

Dou:Gx+y) <(1-y)G@)+yGx+1) < (1 -1y)G(x) +yG(z) +yln(z) < G(z) + yln(x), d’ou le
résultat.
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SUJET 2.4

™/
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, 'intégrale /
0

On pose :

2 sin(nx)

- dz est convergente.
sin(x)

/2 .
Vn € N,u, = / Sl?(nz)dz
0 sin(x)

2. Déterminer ug, uq et usg.

3. (a) Montrer que

Vn € N, upto — Uy = ——] sin ((n—kl)g)

(b) Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie u,, a 'appel de u(n) .

def u(n):

if (-1)**n==1:
u=0
for k in range(2,n+1,2):

= o o

else:
= - -
for k in range(---):

return u

ou la boucle for k in range(2,n+1,2): fait prendre a k des valeurs de 2 (inclus) & n+1 (exclu)
avec un pas de 2 , soit : 2,4,6,8,...

p—1 k
-1
(c) Montrer que, pour tout p de N, on a ugpy1 = g, et pour tout p de N*, on a ug, = 2 Z Q(kz +) T
k=0
p—1
4. (a) Pour tout réel z et pour tout p de N*, simplifier la somme Z(—l)kx%.
k=0
(b) Etablir la relation :
p—l k 1,2
(-1) i) 1 =P
Vp € N* = — 4+ (=1)P* dex.
PeN > 1=t o T+a2 "

(¢) Montrer que la série de terme général

k=0

(=DF
2k + 1

converge et donner sa somme.

(d) En déduire que la suite (uy), .y converge et donner sa limite.
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SOLUTION DU SUJET 2.4

1. La fonction intégrée est continue sur |0, 7/2].

En

)

sin(nx)

x—0

sin(z)

/2
2. On trouve ug = 0,u; = g et us = / 2 cos(z)dx = 2.
0

3. (a)

On sait que sin((n + 2)z) = sin((n + 1)z) cos(x) + sin(z) cos((n + 1)x)

et sin(nz) = sin((n + 1)z) cos(z) — sin(z) cos((n + 1)x).

~ n; donc l'intégrale proposée est faussement impropre en 0.

Donc sin((n + 2)x) — sin(nx) = 2 cos((n + 1)z) sin(x). Donc, par linéarité de I'intégration

/2 L 2 o /2
Mg — Uy = / Sln((n + )37) SIH(TLZ’) dz = / 2cos((n + 1){E)d$
0 0

sin(x)
On peut proposer (attention au décalage) :

import numpy as np
def u(n):
if (-1)**n==1:
u=0
for k in range(2,n+1,2):
u=u+2*np.sin ((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
else:
u=np.pi/2
for k in range(3,n+1,2):
u=u+2*np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
return u

n+1

sin ((n + l)g)

D’aprés 3.a), on a, uzpi3 — Uzpi1 = 5y sin((p + 1)m) = 0 done Vp € Ny ugpi1 = us = 5.

2 <(2 1)7T) 2x (—=1)P
u = Ugp + s——sin +1)= ) =ugp + ——
2T T 41 Py #T T p 1
S woon_ 1= (=2%)"
. 2 2
Pour tout réel z, on a —z* # 1 donc kg_o(fl) e =

En intégrant cette relation sur [0, 1] (fonctions continues), on obtient :

p—1 k 1 1 2 1
(1) / 1 1/ 2P ™
— d 1)Pt de = = _1p+1
Z2k+1 o 1+a2 T+ (1) o 1422 v 4+( ) o

Par décroissance sur [07 1] de z — 1+ s, ona:Vzre[0,1,0< 3 <

En multipliant par 22? > 0 et en intégrant sur [0, 1], on trouve 0 <
1 2p

et par encadrement lim dz =0.

po+oo Jo 14 22

p—1
. (— 1)
E t 3 la limite dans 4. b li
n peu passer a la [1mite dans ), on a : p—}r-&{loo Z 2,1{1
Pour fi 22 DA R ox T =T
our nlr U = onc 1m u = —_ = = = m u
2p 2% +1 oo 2P 4 2 potoo 2PHD

onc la suite conver € m  u .
Un neN g n 9
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SUJET 2.5
Soit f une fonction continue sur R telle que pour tout z € R, 0 < f(x) < 4e’r.
“+o00

N

w2
1. Montrer que l'intégrale / f(u)e™ 2 du converge.

—00
+oo

’LL2 +oo ’LL2
On suppose de plus que :/ fu)e™ =7 du= / e T du.

—0o0
x

—00
xT u2 “
On pose enfin, pour tout réel x, F(z) = / fu)e™ = du et Fy(x) = / e~ 2 du.

— 00

2. Montrer que F est une bijection de R sur |0, v/27[, de classe C!, strictement croissante.
Montrer que sa réciproque F~! est également de classe C! et strictement croissante.

On admettra que Fy vérifie aussi ces propriétés.

3. (a) Montrer qu’il existe une unique fonction ¢ définie sur R telle que :

gp(m) w2 x w2
Va:eR,/ f(u)e_Tduz/ e 2 du

—0 —0o0

(b) Montrer que ¢ est une bijection de R sur R, de classe C! et strictement croissante .

+Oo ’U,2
4. (a) Aprés avoir justifié 'existence de / u® f(u)e™ = du, montrer que
—00
/ u?f(u)e”™ = du = / o(x)?e” T dx
— 00 — 00

(b) Soit A = max(0,~1(0)).
el _ (e41)?

w2
Montrer que Va > A,/ o(u)?e™ T du > ¢(x)%e

x

= 2
(¢) En déduire que : |p(z)] = o (e%).

r— 400
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SOLUTION DU SUJET 2.5
1. la fonction g : u — (u)e_u*22 est continue sur R. De plus : Vu € R,0 < g(u) < de= 5.
Or I"intégrale / = e_%du converge (par exemple en utilisant la loi A(0, 2)).
oo N
2. Comme g est positive sur R et que / g(u)du converge, F'(x) existe pour tout x de R.

— 00
xT

De plus, Vz € R, F(z) = F(0) + / g(t)dt. D’apres le théoréme fondamental du calcul intégral, F' est de

0
classe C! sur R et Vo € R, F'(z) = g(z) > 0. Ainsi F est-elle strictement croissante sur R et réalise une
bijection de R sur | lim F(z), lim F(x)[.
T——00 —+00

)
xT

“+o0 “+o0 W2
Or EIJP F(z) = / g(u)du = / e” 2 du=V2r et EIEl F(z)=0.

D’aprés le cours, F'~! est aussi strictement croissante de ]0, v/27[ dans R.
Comme F’ ne s’annule pas sur R, F~! est dérivable (et donc continue)sur ]0,v/27[ et pour tout = de

}0’ \/ﬂ[v

—1y7 _ 1 1 1
e ) R ) TR S

Donc (F71)" > 0 et est continue (théorémes généraux).
3. (a) On veut F oy = F;. Donc ¢ est donc la fonction définie sur R par ¢ = F~1 o Fy.
(b) Par composée, ¢ est bijective de R sur R, strictement croissante et de classe C!.

4. (a) Convergence classique, soit par les intégrales de RIEMANN, soit en utilisant la loi A(0, 2).

2

F(p(z)) = Fi(z) = F'(p(x)) x ¢'(x) =™ 7,

soit
w(x)? _ a2 22
2 2

¢(@) =7 = pa)e

0*(2) f(p(x))e”

Donc, en posant le changement de variable u = ¢(x), il vient

+oo w? +oo z2
/ u?f(u)e™ = du = / o(x)%e” T dx

— 00 —0o0

(b) Soit > A. On a donc z = 0 et z = ¢~ 1(0).
Soit u € [x,x + 1],0 < p(z) < p(u) < (z + 1) car ¢ est strictement croissante.

w2 _(@+1)? w2 x41)?

Donc 0 < ¢(7)? < p(u)? et ez >e 2 donce = p(u)? > =5 ()%

On intégre sur [z, + 1] ce qui donne le résultat souhaité.

+oo W2 z+1 Y
(c) Or l'intégrale / ©(u)?*e™ = du converge, donc lim o(u)?e” T du = 0.
o z—+oo [
, . 9 _(et1)? . . _(t1?
Donc par d’encadrement, lim ¢@*(x)e”" 2 =0 et par suite lim |p(z)le” 7 =0
r—r~400 Tr—+00
y . . (z41)?
D’ou |¢(x)] o © (e 1 )
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SUJET 2.6
1)77,

(7 n
On pose, pour n € N, u,, = —— et 5, = U;.
pose, p n= T n Eo i

1. La série Zun est-elle absolument convergente ?

2. Montrer que les suites (Sa2,),, et (S2nt1),, sont adjacentes et en déduire que la série Z U, converge.

3. Montrer que Vn € N,

1 n—1
1 i 1
/ — N (=) | dt| < .
0 1+t o n+1
+oo
4. En déduire la valeur de g Uy -
n=0
0 eN ! 1 1w En:
n pose, pour n V3 = ———, V3pa1 = ————, U3pao = —— et 1), = v;.
pose, p y U3 m+1 3n41 In+2 3n4-2 In+4

i=0
5. Montrer la suite (T3,42) converge et préciser sa limite.

6. En déduire que la série g vy, converge et préciser la somme de cette série.

On considére désormais une suite (a,,) de réels positifs et ¢ une bijection de N dans N.
Pour tout n € N, on pose b, = Gp(n)-

7. Montrer que la série g a, converge si et seulement si la série E b, converge et que si la série E an

+oo +o0o
converge alors E an = g b,
n=0 n=0

8. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si ’on ne suppose plus que Vn € N, a,, > 07
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SOLUTION DU SUJET 2.6

1 1
1. On a |uy| = —— — > 0 et la série harmonique diverge.
n -+ 1 nsocon

1
2. Somio— Sy = ——— —
e L WA S WD)

e (S2,4+1) est croissante

donc (Sz2,,) est décroissante.

e lim 52n+1 — SQn = U2p+1 — 0.
n—-+oo n—-+4oo

les suites (Sa2,,) et (S2n+1) sont adjacentes donc convergent et ont méme limite donc (.S,,) converge donc
la série Y u,, converge.

Sy LoD
3. Soit t€[0,1]. Ona » (—t)' = ———,
i=0 1+¢

1 n-1 1 n 1 1
1 ; —t tm 1
/ —— =) (=)' |dt| = / ()dt‘ g/ dtg/ t"dt = .

1 1 n—1 ; n—1 711‘
4. Enﬁn/o <1+t (t))dt i mdth/ (2)Z(Z,+)1.

Donc

1=0 1=0
5 Soit n n 1 1 1 1 1 1 1
. Soit a,, = v3, +V3n, V3t = = - — .
BT AL TEA2 T o0 vl dn+2 4n—|—4 in+2 4dn+4 2\2n+1 2n+2
3n+2 n 1 1 12041 (—1)° 1 1
O Tn = n — 7 - . 1 N = = " :*Sn —n 0071 2).
naliniz= 3, vs Za 220(21+1 2z+2> 5 2 T 1 T aomtl Dot 50(2)
. . 1 R
6. On a T3, = Tap12 — (Usn41 + Usni2) et nll)rfoovn:Odonc nll)rfongnziln(Q) et de méme
In (2)

lim 75,41 = = 1n(2) donc la série Y v, converge et a pour somme
n——+oo 2 2

n n n
7. Supposons que ) a, converge et posons o, = »_ a;et o, = Y by = Y a,(;) Soit N = max {p (i),i € [0,n]}.
i= i=0

i=0
+oo
Onao,, <oy < D> a,cara, > 0.
n=0
—+o00 —+o0
La suite (07,) est donc majorée donc > b, converge et > b, < > ay.
n=0 =

“+o0o
On a a, = b,-1(,,) donc si ) b, converge alors ) a, converge et > an, < > by.
n=0 =

8. Utilisons la question 6. On a vz, = Ugp, Vspt1 = Ugnt1 €t Uspio = Ugns.
Posons pour n € N, ¢ (3n) =2n, ¢ (3n+ 1) =4n + 1 et ¢ (3n + 2) = 4n + 3. @ est bijective car atteint
tous les pairs et tous les impairs exactement une fois.

+o0 1 £
On a v, = ugym) et Y v, = 3 > u, donc le résultat précédent ne subsiste pas si la série n’est pas a
n=0 n=0

terme positifs.
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SUJET 2.7

1. Soit (un)n>1 une suite réelle.

Montrer que lil_{_l u, existe et est finie si et seulement si la série E (Up+1 — uy) converge.
n——+00

n>1

k
k=1
Montrer que la suite (uy,)nen converge. On note 7 sa limite.

3. (a) Justifier les inégalités suivantes :

ntl 1 1 L
vn>3,/ @dtg D) o v 4, 20 </ () .

— 1
2. Pour tout entier n > 1, on pose u, = (Z ) —In(n).

n
In(k
(b) Pour tout n > 2, on pose S, = Z(—l)k ( )
k=2 k
Montrer que les suites (Sa25,)n>1 €t (S2n+1)n>1 sont adjacentes.
Montrer que la suite (S),)n>2 est convergente; on note S sa limite.

4. Le but de cette question est de calculer la valeur de S en fonction de ~.
n

In(k 1 2
Pourn)B,onposetn:Z né)etan:tn—%.

k=1
(a) Démontrer que la suite (a,)n>3 est convergente.

n
1
(b) Montrer que pour tout n > 3,53, = t,, — to, + (Z k) In(2).
k=1
En déduire une expression de So,, ou figurent a,, as, et u,.

(c) Calculer EEI-I Sa,, en fonction de v et de In(2). Déterminer S.
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SOLUTION DU SUJET 2.7

n
1. Pour tout n € N*| Z(uk+1 —Uk) = Upt1 — Ug.
k=1
Ainsi la suite (u,) admet une limite si et seulement si la série télescopique converge.

2. Pour tout n > 1, on a

1 1 1 1 1 1 1
i1t = ——+1In (1 — - - - =) ~
tnt1 n+1+n< n+1) n—|—1+< n+1 2(n+1)2+0((n—|—1)2)) nstoo  2(n 4 1)2

D’ou la convergence de la série E (p+1 — up), par comparaison de séries signe constant (ou par

convergence absolue) avec un série de RIEMANN. D’aprés la question 1 la suite converge donc.
() 1—Int

3. (a) La fonction h: ¢t — est décroissante sur [e, +o0o[ car h/(t) = 2 . Ainsi :
In(t 1 1 In(t
Vn >3, Vi€ n,n+ 1], % < nim et Vn>4, Vte[n—1,n] nfl”) < %

D’ou les inégalités demandées en intégrant ces inégalités respectivement sur [n,n + 1] et [n — 1, n].

In(2n+2) In(2n+1)
— = h(2 2) — h(2 1) <
—— 1 h(2n+2) —h(2n+1) <0

car la fonction h est décroissante sur [3, +oo], donc la suite (Sa,,)n>1 est décroissante.

~In(2n+3  In(2n+2)
= h(2 2)—h(2 >
2n+3 2n + 2 (2n+2) (2n+3)>0

(b) Pour tout n > 1, on a So,y9 — Sap, =

De méme, pour tout n > 1, So,13 — Sopy1 =

donc la suite (S2n41)n>1 €st croissante.
In(2n + 2
7( +2) — 0.

2n+2 n—+4oo
Les suites (S2,)n>1 €t (S2n+2)n>1 sont donc adjacentes : on en déduit qu’elles sont convergentes de
méme limite S, ce qui implique que la suite (Sy,)n>2 est elle-méme convergente de limite S.

+1
1
4 (a) Onaangr —ay = 200 1 ((In(n + 1)) — (In(n))?) = 2080 / o <

Enfin, pour tout n > 1, Sop40 — Sont1 =

n+1 n+1
d’aprés Q3b (seconde inégalité), donc la suite (an),>3 est décroissante.
D’aprés Q3b (premiére inégalité) et en sommant pour k allant de 3 & n, on a

~ In(2) =In(k) _ In(2) [T In() In(2) ["In(t) , 1 5 9
t, = 5 +}; > > 5 +/3 : dt > 5 +/3 " dt—ln(2)+§((ln(n)) —(In(3))?)

d'ouVn >3, a, > @ _ (ln(d))
La suite (an)n>3 est donc decrmssante et minorée, donc convergente (th. de la limite monotone).

(b) Pour tout n > 1 Sy, = Z In(2k) _ Z ln(2k +1) d’ott

P 2k : 2k +1
" n(2k) e In(k)  o=In(2k) <= In(2) + In(k)
San =) 2% k > 2k i ~fan
k=1 k=1 k=1 k=1

k
k=1

En remplacant par les expressions des suites (a,) et (uy), on obtient
Son = (up +1n(n)) In(2) + a, + @E0° g, 0G0 puis 6 — wy, In(2) + (a0 — azy) — 2R
(In(2))*

5

n
1
En scindant la premiére somme, on a donc Sy, = t,, — to, + <Z ) In(2).

(¢) En passant a la limite, lilf Son =8 =7v1In(2) —
n—-+0oo
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SUJET 2.8

oo ondy
Pour tout n € N*, on note : F,, = / —_—
0 (ex + e—x)n
T _ T
1. (a) Calculer la dérivée de la fonction x +— prp— ; en déduire que Fp = 1.
e’ +e

(b) A l'aide du changement de variable u = e®, montrer que F; = g

2. (a) Pour tout n € N*, montrer l'existence de F,, et montrer que F,, 12 = i 1 En
n
(b) Etudier la monotonie de la suite (F},).
(c) Exprimer F,.1 en fonction de n € N.
. } n"\/n 1
3. Pour tout entier n > 2, soient u,, = In et v, =u,+-—— (n>2).
nlen 2(n—1)
n+1 1
(a) Pour tout n € N*, calculer I'intégrale / (x—n)(n+1—2)x e dz; on la notera I,,.
n z
1 1
En déduire que : Vn € N*, 0 < (n + 2) (In(n+1) —Inn) —1 < 52
n
(b) Montrer que les suites (un)n>2 €t (vn)n>2 sont adjacentes.
I

4. Déduire des questions 1 et 2 que F,41 ~ F,, puisque F,, ~ —.
n—-+oo n—-+oo 27’7,

5. En déduire la formule de STIRLING : n! ~ \/27rn \/ﬁ

n—-+oo en
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SOLUTION DU SUJET 2.8

. (a) Ona: ; (ef—|—e—z)2_ prp— ij ’Car'ew—i—e—w o gE o1 o =1

0
(b) La fonction x — e® est de classe C1, strictement croissante et bijective de [0, +oo] sur [1, +oo], donc
+oo
2d
F1=/ 7u1:[2arctanﬁoo: T
1 u(utg) 2

2. (a) Pour tout X > 0, par intégration par parties sur le segment [0, X] avec des fonctions de classe C!,
on a :

X o2y | (e®—eT™) 2" X Xt e n2"(e® —e™7) d
| e e < e } - e (o) -
2" (eX —e™X) X o2y X ondg

— 0
X —+oo

(On a utilisé la relation (e —e™%)? = (% 4+ e~%)? — 4). D’ott la convergence de F,, par récurrence
n

n+1

double sur n > 1. Et | Fl,40 =

n-.

(b) Ona(e* —1)2 >0 < # > 1. Dong, par croissance de 'intégration ‘ (F},) est décroissante.

r2k—1 T (2n)!
2k |27 (2nn!)?”

(c) On a Fopy1 = F)
k

=1

"+l n+ % n(n -+ 1) x n(n -+ 1) il 1
3. (a) In= /n 57T = o2 dr = {—5 +(n+ i) In|z| + mral i = <n+ 5) (In(n+1)—Inn)—1.
n+1 1 1
Or, par ‘ croissance de l’intégration‘ :0< I, < — doe = —.
n  2n2 2n?
(b) Comme v, — u, = m, il est clair que ngrfoo Uy — Up = 0.
(n+1)"Thyn+1 n"\/n 1 n+1
n —Up =1 -1 = — |1 —-1=1, > R
Untr — 4 . ( (n+ 1)lent! T Taten n 2) "\ 0

d’aprés la question précédente. Donc ‘ la suite (u,) est croissante. ‘
1 1 1
- ——— < I, - — <0,
2n  2(n—1) =" 2n2 T
4. On a F,, > 0 (I'intégrale d’une fonction continue positive n’est nulle que si la fonction est nulle),

n Fn+2 n+1 1
= < < 1. Par | théoréme d’encadrement, | on en déduit que | F, ~ F,.
ntlaza Fp, o Fp ° | | et e T

Et ‘ (vy,) décroissante ‘ Car @ Upt1 — Un = Upt1 — Up +

donc

Or, d’aprés Q2.b on a (n+ 1)F, 1o F,,+1 = nF, F,,11, suite constante qui vaut Fy Fy = g (cf. Q1).

™ T
Dot : = =nF,1F, ~ n(F,)? comme F, >0, on en déduit que | F,, ~ —.
2 n——+oo n—-+o00 2n

5. D’aprés Q3b, (uy,) [et (v,)] converge vers une limite /g, donc e¥r — ef0 = £ # 0, soit [n! ~

T Q4 T (2n)! n @nvan 0 ) 1
D : —_— ~ F _ - 7 ~ - 12 — ) D’ Z _ .
one \/;TL*%FOO 2n+1 Q2c 2 22"(77,!)2 n—+oo 2 2211,(”;’6\7{77)2 \/ﬁ ou 7\/%
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SUJET 2.9

“+o0
1. Pour tout n € N, montrer la convergence de I'intégrale / e"%sin?"(z) dz. On la note J,,.
0

2. Calculer Jy.

2n(2n — 1)
4n? +1

4. Montrer que la suite (J,,)nen est strictement positive et convergente.

3. Pour tout n € N*, montrer que J,, = Jn—1.

On aborde maintenant deux maniéres différentes d’obtenir la limite ¢ de la suite (J,)nen-

5. Méthode 1 :
2n(2n — 1))

Déterminer la nature de la série de t enéral vy, = 1
(a) Déterminer la nature de la série de terme général v, n( 4n? +1

(b) En déduire la valeur de /.
6. Méthode 2 :

™
(a) Montrer 'existence d’une constante M telle que, pour tout n € N, on a : Jy41 < M/ sin?"(z) dz.
0

(b) En déduire la valeur de £.

[SE]

s
Indication : on pourra e:pprimer/ sin®(z) dz o Uaide de / cos®(x) dz, puis découper cette
0 0

o 1
derniére intégrale en deux autour de la borne —.
n3
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SOLUTION DU SUJET 2.9
“+oo
1. Ona: e *sin®" z| < e * et 'intégrale e~ "dx converge,

0
Donc, par théoréme de comparaison, l'intégrale .J,, converge absolument.
2. Jo =1 (intégrale de la densité de la loi exponentielle de parameétre 1).

3. Pour tout A > 0, par intégration par parties avec des fonctions de classe C!, on a :
A N A
/ e tsin®"t dt = [—e_t sin?" t] ot Qn/ e tsin® L tcost dt
0 0
d’ou, lorsque A tend vers l'infini : J,, = 2n f0+°o e tsin® "1 tcost dt. On intégre de nouveau par parties :
A N A
/ e 'sin®"tcost dt = [—e™* sin®"~! ¢ cos t] o T / e t((2n —1)sin®*" "2 tcos? t — sin®" t) dt
0 0

2n(2n — 1)

puis, quand A tend vers U'infini : J,, = 2n((2n —1Jp1 —(2n—1)J, — Jn), soit J,, = LT a2
n

n—1-

2n(2n — 1)
4. OnaJ0>OetW

Par récurrence sur n > 0 évidente, la question précédente donne J,, > 0 pour tout n > 0.
In 4n? — 2n

> (0 pour tout n > 1.

De plus = < 1, donc la suite (J,,) est décroissante ; comme elle est minorée, elle converge.
Jn_1 4n? +1
4n? — 2n 1+2n 1+2n 1
5. O LU = 1 _— = - ~ - ~ ——
(8) Ona:v n<4n2+1> n( 1+4n2> notoo  1+4nZ noteo  2n

Ainsi, la série a termes positifs g —uvy, | diverge | par théoréme de comparaison ; donc g VUp, aussi.

n

(b) 11 s’ensuit que les sommes partielles Z v, tendent vers —oo quand n tend vers +oo.

k=0
1 2k(2k — 1
Or, d’aprés les questions 2 et 3,ona: J, =1 X Q,
P 4k? +1
Donc, In(J,) = kz_:lln (vn) WS T donc, ngrfoo Jp = 0.

(k+1)m
6. (a) Pourtout k € N, par changement de variable affine, on a /

km
Donc, par relation de CHASLES, pour tout V € N, on a :

(N+1)m N (k+1)m T N
/ e tsin? 2t dt = Z/ e tsin?" 2t dt = / Z e 4R | sin?" 2 4 du
0 k=0"k 0 \k=0

T

U
e tsin?" 2t dt = / e 4R gin?" 2 4, du.
0

1

T ef(NJrl)Tr ™
:/ - e %sin®PPudu< M/ sin®” u du avec M = Fpupe—
0 0 —¢

l—eT

car sin?" "2 u >0, e * < 1et e (NHDT >
D’oit le résultat voulu par passage a la limite quand N tend vers +oo.

(b) Par relation de CHASLES puis changements de variables affines, puis CHASLES encore, on a :

T, 5, T, LR 2 o1 1\*"
/ sin”udu:Q/ cosudu=2 [ "° cos"udu—i—Z/ cos”udu<1+2<—1) (cosl) .
0 0 0 4 n3 2 n3 n3

n

ol
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2n 1
Or In (cos %) =2nln (cos %) ~ 2N X ——5 — —o0, donc :

n3 n3 n—-+oo 2n§ n—

Ainsi, par encadrement , on retrouve que lirJIrl Jn = 0.
n—-+oo

(

1 2n
CcoS —1) — 0.
n3 n—-+oco
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SUJET 2.10

—+o0
1. (a) Pour tout n € N, montrer la convergence de I'intégrale / ¢"e~t"dt. On la note I,.

(b) Sans faire de calcul de primitive, donner les valeurs des intégrales Iy, I; et Is.
(¢) Que dire de I3 ? Calculer 1.

4 [t
2. Montrer que pour tous réels = et y la convergence de \T / (t—x)%(t — y)Qe_tzdt. On appelle G(z, y)
T J_co

cette intégrale.
Exprimer G(x,y) sans signe intégral, en fonction de x et y.

3. Déterminer les extrémums locaux et globaux de la fonction G.
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SOLUTION DU SUJET 2.10

1. (a) Soit n € N. La fonction f, : ¢t — tre~t" est continue sur R.

+0o0 +oo
1
(1/t?). La convergence de / t—zdt entraine celle de / frn(t)dt aussi.

2
Onate™™ = o
t—too 1 1

Il en va de méme pour la borne —co (ou bien par parité ou imparité de f,, selon n).
Donc Vintégrale [*°7 f,(t)dt est convergente.

(b) On sait que si X suit une loi A'(0,1/v/2), alors f : ¢~ ﬁe_tz est une densité de f.

“+oo —+o0
De / F(#)dt = 1, on déduit I = /7. De / LF(E)dE = E(X) = 0, on deduit I; = 0,
“+o0o
De / t2f(t)dt = E(X?) =V(X)+0= % on déduit I = g
_ -
(¢) Par imparité I3 = / t3e~tdt = 0.

v

3 T
Pour I,, par int. par parties avec u(t) = t3 et v/(t) = te=t" qui sont C, il vient I, = 5[2 = 37.

2. Pour tout (z,y) € R?, (t —2)%(t —y)? = t* — 2(x + y)t3 + (2% + y? + day)t? — 2zy(x + y)t + 22y
par linéarité pour les intégrales convergentes, grace aux questions précédentes, il vient immédiatement
que G(z,y) existe pour tout (z,y) € R? et que :

4
G(z,y) = ﬁ(h — 0+ (22 + % +4day) [, + 0+ m2y2lo) = 42%y? + 22% + 2y + 8zxy + 3.

3. La fonction G est de classe C? sur R?, car elle est polynomiale. Déterminons les points critiques de G.

S8xy? +4x + 8
On a VG(z,y) = <8x§y T4y +8§>. t

2ey> +x+2y=0 N 2> +x+2y=0 2ey> +x+2y=0
20%y +y+20=0 Laelo-1, \20yY(z —y)+ (@ —y) =0 7 |(@—y)Q22y+1)=0"
1¢* cas : y = x. Alors 223 + 3z = 0. Un seul point critique de ce type O(0,0).
2° cas : y # x, alors 2zy = —1 puis —y +x + 2y =0, soit y = —x et 222 = 1.
Ainsi, | G posséde trois points critiques O = (0,0), A = (V2/2,—v2/2) et B = (—v2/2,v/2/2).

Comme on a G(z,y) = G(y,x) pour tout x,y, on en déduit que A et B sont de méme nature.

4 8
8 4

Donc O(0,0) est un point col et‘ G n’a pas d’extrémum local en (0,0). ‘

e Etude du point O(0,0). On a donc Hg(0,0) = < ), dont le déterminant est —48 < 0.

e Etude du point A (v2/2,—v/2/2) (idem en B) On a Hg (V2/2,—v2/2) = (S g)

de valeur propre double 8.
On a 8 > 0, donc | G présente un minimum local en A de valeur G (\@/2, fﬁ/Q) =2.

Comme il n’y a pas de maximum local, ‘ il n’y a pas non plus de maximum global. ‘

Si G admet un minimum global, alors il est atteint en A et B et il vaut 2.

Or pour (z,y) € R?, on a G(x,y) — 2 — 2(x + y)? = 42%y? + 4oy + 1 = 22y + 1)% > 0.
On en déduit que G(z,y) > 2+ 2(z +y)? > 2.

2 est bien le minimum global de G et il est atteint en A et B. ‘

Ainsi,
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SUJET 2.11

1. Soit n € N*. On se donne n réels strictement positifs z1,--- ,z, tels que x1 +---+z, = 1.

(a) Sit est un réel strictement positif , montrer que

In(t) = In (i) + (nt —1) /j t;ds.

n

. 1
b) En déduire 'inégalité 1 < nln(-).
(b) En déduire l'inégalité Z n(zy) <n n(n)

k=1
(c) Montrer qu’il existe un unique point = (x1,--- ,x,) € R pour lequel il y a égalité dans 'inégalité
précédente.
2. Dans cette question, on suppose seulement que y1,- -,y sont n réels strictement positifs (n > 1).

(a) A T’aide de la question 1.(b), montrer que

(H yk) < %Zyk (1)
k=1 k=1

(b) Etudier le cas d’égalité dans I'inégalité (1)

Soit (un)n>1 une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général u,, converge.

. . . . k+1)k . "
3. On introduit la suite (ay)g>1 définie par oy = (kkiq) et on pose v, = (H Uy, pour n > 1.
k=1

«@
(a) Calculer le produit o X -+ X «,, et montrer que la suite (—k) est croissante.
1

k />
1
(On pourra considérer les points yy =1, yo =+ =yp1 = 1 + Eet utiliser Uinégalité (1) ).

Déterminer la limite de cette suite.

(b) Soit N € N*, prouver que

3 > 1 " NV
Zvn < Z Zakuk] < <1 + > Zup
n=1 —n(n+1) |~ N) =
our £ > 1, on pourra utiliser l’égalité ———-~ = =~ — ——).
! ! Le+1) ¢ 41
4. On considére la suite (s,)nz1 0t 8, = A0,
n

(a) Montrer que la série de terme général s,, est divergente.

(b) Prouver que la série de terme général v,, est convergente et que l'on a

—+oo —+oo

Zvn <eZun.
1

n=1 n—=
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SOLUTION DU SUJET 2.11

t s=t
t—s t
1. (a) Par calcul : / 5—ds = {— —1In 5} = --- ou avec TAYLOR reste intégral.
105 s

S==
n

(b) Comme x € RY" et que z1 4 --- 4z, = 1, avec la question précédente on peut écrire

- 1 - Tk 1 — 8 1 - Tk xp — 8 1
I;ln(xk):nln <n>+; (nmk—l)—A = ds] =nln (n)_z l/l 2 ds} <nln <n>’

k:1 n
car toutes les intégrales sont positives (quelle que soit la position de xj par rapport a %)

Tk gy — 8
2

(¢) D’apres ce qui précede, I'égalité est équivalente a / ds = 0 pour tout k € [1,n].

1

1
Or ceci n’est possible que si z = — pour tout k € [1,n]. Sinon il y a une intégrande continue, de

signe constant et qui ne s’annule pas sur l'intervalle d’intégration non réduit & un singleton, ce qui
interdit & I'intégrale correspondante d’étre nulle.

n

1 1
2. (a) Comme In est strict. croissante cela revient & montrer — Z In(yr) <In(yr + -+ yn) + In(=),
n n

. . k=1
soit encore : Zln (yk> <nln <>
Pt yl _|_ e _|_ yn n

C’est vrai d’aprés la question 1.b car les xj = ﬁ en vérifient les hypothéses

(b) Le cas d’égalité dans l'inégalité se produit si et seulement si on est dans le cas d’égalité avec les xy
pour l'inégalité (1), c’est a dire; que xj = ﬁ = % pour tout k € [1,n].
On observe alors que c’est équivalent au fait que y1 = -+ = y,.

k
1
3. (a) On trouve ay X -+ X ay, = (n + 1)™. Posons ek:% = <1+k> .

Avec T'indication et I'inégalité (1), on obtient

(y1 x - x )’%“— H—1 m<i 1+Ek 14—l —14—L
4 Yet1) ™00 = k SErl k)) T TR

d’ott e, < eg41. De plus, e = exp(1 + o(1)) k: e.
oo

(b) Avec I'inégalité (1) et la question précédente, il vient

N N i Ny n : N ) n
nzlv”:;(kl:[l< o )) :;nJrl(ICl:[l(akuk)) \;n(n+1);akuk
:i\f: [i\/: (1_ 1 > Qpug i(l 1 )akukgiekukgm\/iuk
i Lo\ ot S \F N+ k=1 k=1

. L. . . . u
4. (a) La série de terme général s,, est clairement divergente puisque s, > —L avec uy > 0.
n

N N
(b) Avec les questions 3. (a) et 3. (b), on voit que Z Uy, < ez u, pour tout n € N*.

n=1 n=1
Les deux séries sont & termes positifs, la convergence de la série de terme général v, résulte du

théoréme de comparaison puisque > u, est convergente. Un passage a la limite donne I'inégalité
souhaitée.
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SUJET 2.12

On considére deux réels a et b, a > 0 et une suite (u,)nen+ définie par récurrence :
a
u1ERetVnEN*,unH:un(l—f)—i—b (R)
n

1. On suppose dans cette question que b = 0 et on pose r = |a] + 1.
n—1 a
(a) Montrer que pour tout n = r + 1, u, = u, H (1 - %>

=r

(b) Déterminer la nature de la série Z In (1 — %) et en déduire nEToo Up,.
k>r
2. Dans cette question, on suppose que a = 1/2,b=9/2 et u; = 2.
On rappelle que range(1,n+1) crée la ligne des nombres de 1 & n.
On exécute le programme Python suivant :

import numpy as np, matplotlib.pyplot as plt

> n=20 ; a=0.5 ; b=4.5 ; ul=2
u=np.zeros(n); v=np.zeros(n) ; u[0]=ul ; v[0]=ul
for k in range(l,n):

5 ulk|=u|k-1]*(1-a/k)+b

6 v|k|]=u[k]|-u[k-1]

7 plt.plot(range(l,n+1),v,’*’)

s plt.show()

et I’on obtient :

Kok K K kK K K K K Kk KK

2.5 5.0 75 100 125 150 175 200

Quelle conjecture peut-on faire 7
3. On revient maintenant au cas général.
(a) Déterminer l'unique réel o tel que la suite (na),en- vérifie la relation de récurrence (R).

(b) Etablir que lir_irrl (u, — na) = 0. La conjecture formulée précédemment est-elle vraie ?
n—-+oo
4. On considére deux suites (an)nen €t (b )nen+ telles que a,, > 0 pour tout n € N*| et :

lim a, =a et lim b, =b.
n—-+oo n—-+oo

On définit la suite (uy,)pen+ par récurrence : u; € R et Vn € N* w1 = up (1 — L"‘) + by, (R)

n

(a) On suppose que b = 0. Soit € > 0. Montrer qu’il existe un ng € N*, tel que
Vn = ng, [tun| < |tn,| + (n —no)e

. . u
En déduire que lim —= =0.
n—+oco N
c 12 . . u
(b) On suppose b non nul. En considérant la suite (u,, — na),en+, montrer que hIJIrl - =a.
n—+oco N
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SOLUTION DU SUJET 2.12

1.

(a)

(b)

On procéde par récurrence sur n > r+ 1. Sin=r+1, upp1 = U, (1 - 9) = U, H (1 - 7)

r

donc la propriété est vraie au rang r + 1.
On la suppose vraie au rang n.

n—1 n
a a
it = up(1— 2y = [, (1—7> 1- ) =uy, (1—7),0 FD.

On a uprr =up(l —2) <ukl:[r k)x( a) ukE[T A Q
In(1—-a/k) ~ —a/k quand k — +oco. D’otl par équivalence, Z —1In(1—a/k) diverge vers 400 étant

k>1
donné que —In(1 —a/k) > 0 pour tout k > r, d’ou le résultat.

. - EINN : ay _ RN : _

On a alors ngrfw;ln(l —a/k) = —oo d’ou ngrfwk (1 - %) =0 d’ou ngrfwun =0.

=r

2. On conjecture, grace au graphe, que lim (upy1 — uy) = 3.
n—+o0o

3.

(a)
(b)

b
a+ 1
Posons pour tout n € N*, v,, = u,, — na. Alors on vérifie que pour tout n € N*, v,,11 = v, (1 — a/n).
La suite (vy,)n>1 vérifie les hypothéses vérifiées par la suite (u,)n>1 dans la question 1, d’ott on a

bien lim wv, =0.
n—-+oo

On cherche a tel que pour tout n € N*, a(n +1) = an(l — %) + b soit a = —aa +bie a=

b
Pour la conjecture, a = 1/2, b =9/2 d’ot « = —— =3 et

1+a
Upt1 — Up = (Upy1 —3(n+1))—  (up, —3n) +3
———
—0 quand n—+oo —0 quand n—+oo

d’ott on a bien up41 — U, — 3 quand n — +o00.

Il existe ng tel que pour tout n > ng, |by| < e et |1 —a,/n[ <1 (car 0 < 2= ~ 2),
On a alors |up41| < |un| + €. Par récurrence sur n > ng ou par télescopage

|un+1| g |un| +e g |un0| + (n - TZQ)€ +e€

ou |tupi1| < |tng| + (n+1—mng)e.

D’ou, pour tout n > ny, M < M n n— nos.
n n

|u7l0 | |y |
9

Il existe ny > ng tel que pour tout n > ny < € donc < 2¢, ceci étant vrai pour tout

|ty _

=0.

€ >0, on a bien lim
n—+oo n

Pour tout n € N*,

Upt1 — (n+ Do =u, (17%)+bnfna (17%)71):(1;”771@) (17%)+a(afan)+bnfb

—0 quand n—+4o0

L s . L . o Uy — NQ
On est ramené a la question précédente pour la suite (u, — na)p>; dot im ——— =0
n—-+oo n

. . U
ie. lim — =oa.
n—+4oo N
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SUJET 2.13

» 1/2
Soit p > 2, on munit R? de sa norme euclidienne canonique : si ¢ = (z1,...,xp), ||z|| = <Z xi) .
k=1
On note I 'intervalle d’entiers I = [1,p] et on note D = {(4,7) | i € I'}.
On consideére la fonction f définie sur R? par :

P
Zx l—xk +2 Z [(J?k—i—ajl—l)Q_ajil‘lQ]ZHQ;H2_||$||4+ Z (g 421 — 1)%

k=1 1<k<I<p (k,l)eI2\D
1. Dans cette question, on se place dans le cas ou p = 2.

(a) Expliciter f(z1,x2).
(b) Justifier le fait que f est de classe C* sur R? et vérifier que pour k € {1,2}, on a

O f(w1,9) = 2xp — A ||z|® + 4(zy + 20 — 1).

2. On revient au cas général ou p > 2.
(a) Trouver une constante a > 0 telle que pour tout couple (u,v) € R? on a :
(u—l—v—l)2 ga(uz—l—vz—i—l)
(b) En déduire qu’il existe trois constantes strictement positives b, ¢ et d telles que pour tout « € RP

on ait f(z) < bllz|? — c|jz|* + d.

(¢) Montrer qu’il existe un réel r strictement positif tel que f(z) < f(p —1,0,---,0) — 1 pour tout x
tel que [|z| > 7.

(d) Déterminer le gradient de f en tout point = de RP
3. On considére H={z € R? |21 +---+z, =p—1}.
(a) Montrer que f posséde un maximum global M sous la contrainte 1 +---+x, =p— 1 et que si y
est un point de H tel que M = f(y) alors ||y|| < r.

(b) Simplifier l’expression du gradient de f au point x lorsque z € H. Si y est un point de H tel que
M = f(y), donner une condition nécessaire vérifiée par les composantes de y.

—1)2
(¢) Si & € H, montrer que (p — 1)? < p|z||®. Prouver que {||z|* |z € H} = [(p)ﬁroo{ (Pour
p

t € Ry, on pourra considérer my = m+t(1,—1,0,---,0) ot m est un point bien choisi de H ).

(d) Déterminer M. Est-il un maximum global de f sur RP?
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SOLUTION DU SUJET 2.13

1. (a)
(b)

On voit que f est donnée par f(zq1,22) = (2% +23) — (23 + ;1:%)2 +2(x1 + 20 — 1)°
La fonction f est de classe C' (méme de classe C*°) sur RP car c’est une fonction polynomiale de
plusieurs variables. Il vient directement de 1. (a) que pour k € {1,2}, on a

Opf(x1,m2) = 2y, — dap(2? + 23 — 1) + 4(xy + 22 — 1) = 223 — 4y z||* + 4(2y + 22 — 1).

D’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans R? avec les vecteurs (u,v,—1) et (1,1,1), il suffit de
prendre a = 3.

Avec la question précédente, on voit que

fa)<lal®=llzlI*+3 > (@f+27+1) < B@* —p)+Dlzl® = z]* + 3> —p),
(k,l)eI2\D

On peut donc prendre b = 3(p?> —p) + 1, c =1 et d = 3(p* — p).

Immeédiat d’aprés la question précédente puisque " Hhrn bllz||? = c|lz]|* +d = —o0

Si (eq,--- ,ep) désigne la base canonique de R? et si x € RP, alors V f(x) est égal &

P p
22 x1—2x1||x||2—|—22xk+xl—l ei:2z xi(Zp—S—ZHxHQ)+22xk—2(p—1)
i=1 k=1

k#1

On justifie facilement que H N B(0,7] est un fermé borné. La fonction f est continue sur cet ensemble
fermé et borné, elle admet donc un maximum sur # N B(0, 7], qui est en fait un maximum global
de f sur R? sous la contrainte 1 + --- 4+ 2, = p — 1 en vertu de la question précédente puisque le
point (p — 1,0,---,0) appartient & H. La derniére assertion est une conséquence directe de q2.

P

La seconde expression de Vf en 2 (d) donne, pour z € H : Vf(z) =2 Z [z; (2p — 3 —2|z|?)] e
i=1

Comme f est de classe C' car f est une fonction polynomiale de p variables, le cours nous dit que

nécessairement V f(y) € Vect((1,---,1)) i.e. y1 (2p -3- 2||y||2) ==Y (2p -3 2||y||2)
N NPT _((p=1) (-1
L’inégalité s’obtient avec 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. Prenons m = ytt )
p p
-1 2 -1 2
alors on a my € H, ||m¢||? = ||m]|® + 2t* = =17 + 212 s +o0 et ||mgl]? = =17 .
p — 400

Avec 'inégalité, ces deux choses et le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut conclure.

2 —
Soit y € H tel que f(y) = M. Si ||y||*> # P

, avec 3. (c¢) on a alors y; = --- = yp, d'o

-1 -1 1 2p —
y:(((p), , (p )>) et f(y) = (On a bien ||y||? # pT?) ). On observe que le cas
p p
2p—3 2p—3 —1)2
ol y € H est tel ||y||* = P est possible d’aprés 3. (d) puisque p2 > (p , ) (p=2).Si

y € H et est de ce type, on trouve

_ PP
f(y)=2p23 2p 3 YO (uk

k=1 1=1 k=1

P 2
2p—3 1
+y —1)? Z2yk—1 %—p2+3p—2:1

1 1
< —, il en résulte que M = 1 Ce n’est pas un maximum global de f sur RP (qui existe

1
par un raisonnement analogue & celui de 3. (b)) car f(0) = p? —p > 1
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SUJET 2.14

1. On dit qu'une fonction i de R dans R qui ne s’annule pas au voisinage de +oo, est & variation lente si
pour tout réel ¢ > 0, on a :
h(cx)

=1.
s oo h(z)

(a) Les fonctions constantes de RY dans R* sont-elles & variation lente ?

(b) Montrer que la fonction logarithme népérien est a variation lente.

(c) Montrer que si une fonction h de R dans R* est telle que IBIEOO h(z) = ¢, avec £ # 0, alors elle est
a variation lente. Qu’en est-il si £ =07

Dans la suite, X est une variable aléatoire de densité f nulle sur R* | strictement positive et continue sur R, .
On note F la fonction de répartition de X et on pose, pour tout réel z : G(z) =1 — F(x).

2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, il existe un unique réel u,, positif ou

nul tel que G (u,) = L.

n

(b) Donner la valeur de u.

3. Soit A un réel strictement positif. Donner 1’expression de w,, en fonction de n et A lorsque X suit la loi
exponentielle de paramétre .

4. On revient au cas général.

On suppose qu'il existe un réel a > 0 et une fonction h de R} dans R*, & variation lente, vérifiant :

h(x)

xa

Ve e Ry, G(z) =

On suppose également que lim w, = +oo.
n—-+o0o

1

nr

(a) Montrer que, pour tout réel x >0, on a : P (X > zu,) ~
n—-+oo

(b) Soit une suite (X4), oy~ de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On considére,
pour tout entier naturel n non nul, la variable aléatoire M,, = max (X1,...,X,).

M
Déterminer, pour tout réel > 0, la valeur de lim P <" > x)
n—-+oo Unp,
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SOLUTION DU SUJET 2.14

1. (a) Sih est constante non nulle, il existe un réel K # 0 tel que h(z) = h(cx) = K, d’ou
. h(cx)
lim =1.
T—>—+00 h(ac)
(b) Si h est la fonction In, comme ¢ et x sont strictement positifs, on a In(cz) = In(c) + In(x) et ainsi :

h
h((“)) = 112((3 + 1. On conclut sans probléme que IBTOO h((cx)) =1.

(c) Si hm h(z) = ¢, alors, comme ¢ > 0, on a aussi hm h(cx) = ¢.

h(cx) €

Comme / 7é Ov on obtient TETOO h(l’) B 14 B

Si £ = 0, le résultat ne subsiste pas. Il suffit par exemple de considérer la fonction inverse sur R’}

h
pour laquelle on trouve lim h((cxx))

Une autre fonction avec laquelle le résultat ne subsiste pas est h: z — e

1
= —, ce qui est différent de 1 dés que ¢ # 1.
c

—x

2. (a) La fonction G est continue sur R tout comme F' (car X est a densité). De plus, F est strictement
croissante sur R (sa dérivée est strictement positive par hypothése) donc G décroit strictement sur
R, . Comme X a une densité nulle sur R* , on a F(0) = 0 donc G(0) =1 et on a aussi :
lim Gz)=1— lim F(r)=1-1=0.
r——+o0 r——+o0
La fonction G réalise donc une bijection de Ry sur ]0,1].

Pour tout n de N*, le réel % appartient a |0, 1] donc, d’apreés le théoréme de la bijection, il existe

un unique réel u,, positif ou nul tel que G (u,,) = %

(b) Comme G (u1) =1, 0on a F (u;) =0 et comme uy appartient a Ry, on trouve u; = 0.

o _ In(n)

3. Si X suit la loi £(A), u, est solution de 'équation e™** = = et on trouve u, = —

4. (a) Comme h est a variation lente, on a :

Plwun) ) o) £ 0 done B () £ 0)

P(X > 2u,) = G (vu,) = (xun)a n—+oo ()

h(un) _ h(un) _ LG (un) _ 1 X

. 1
Pour finir, on a @)™ = upeze = 2o = X .

On obtient donc bien : P (x > zu,) ~ L
n—+oo T
(b) Comme M,, = max (Xy,...,X,), on montre que :
P (M, <zu,) =P (X1 <zup]N...N[X, < zuy))

Par indépendance, on obtient P (M,, < xu,) = F (zu,)" et on trouve ainsi :

P (M, > zu,) =1—F (zuy,)"

D’aprés 4. a), on a P(X > zu,) = +0(3), dou: F(zu,)"

nm“

n

(-2 Q) olon1-2 ()

Comme nIn (1 - m;a —l—o(n)) ~ —zi,” alors lim nln (1 -———+o ;)) = ——a et par

n—-+oo n—-+oo

De plus, on a

n—-+o0o

1
continuité de I’exponentielle en —m%, on trouve lim F (zu,)" = exp < )

M, -1
On conclut que lim P (” > 3:) = lim P(M, > zu,)=1—exp (m

n——+oo U, n——+o0o
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SUJET 3.1

Pour tout x réel, on note |x| la partie entiére de = et {z} la différence z — |z].

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, .4, P), indépendantes a
valeurs dans [0, 1, qui suivent la loi uniforme sur cet intervalle.

1. Déterminer la loi de X +Y puis de | X + Y| et calculer l'espérance E(|X +Y|).

2. Déterminer la loi de {X +Y}.

On considére une suite (X),>1 de variables aléatoires définies sur (€, A, P), indépendantes de méme loi
que X.

n
On pose S, = ZXk.
k=1
3. (a) Ecrire une fonction Python simulPE2S_n(n) qui réalise la simulation de |S,,].

(b) On exécute le programme suivant

y = np.zeros (10)
> for n in range(1,11):
esp = 0
for k in range(10000):
esp += simulPE2S_n(10%n)
; y[n-1] = esp/10000
7 print(y)

qui affiche [ 4.5009 9.5047 14.4965 19.4956 24.464 29.5111 34.4629 39.4877 44.4961 49.4689]
En admettant que E (|S,]) est une fonction affine de n, faire une conjecture sur cette
espérance.

4. (a) Etablir que pour tout entier n et tout z réel, |n+ x| =n + |z].
(b) Montrer que pour tout x réel et y € [0,1], {z +y} = {{z} + y}.
5. En déduire, pour tout n € N*, la loi de {5, } puis E (|S,]).

S,
6. (a) Montrer que la suite de variables aléatoires ({n}) converge en probabilité vers 0.
N>

[Sn]

1
(b) En déduire que la suite de variables aléatoires ( ) converge en probabilité vers 3
n=1
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SOLUTION DU SUJET 3.1
1. X +Y est a valeurs dans [0, 2[ et une densité de X + Y est h, définie par, Vo € R,

+oo 1
h(x):/ fx(x—t)fy(t)dt:/o Fxla — t)dt

—o0
Or fx(x—t)=1sixz—te€][0,1], 0 sinon. D’ou :

Osiz<Oouwxw>2
hz) = zsizel0,]1]
2—xsixel]l,?

IX+Y|(Q) Cc{0,1} et P(|IX+Y]|=0)=P(X+Y €[0,1) =P(X+Y <1) :/lmdx: %
0
Donc P(|X +Y|=1)=1 aussi, dot [X + Y|~ B(3), et E(|X+Y])=1.

2. On utilise le SCE <LX +Y]=0,|X+Y]|= 1). Six e [0;1],

P({X+Y}<a:):P<({X+Y}<J:)ﬂ(LX+YJ:O))+P(({X+Y}<x)ﬂ(LX+YJ:1))
T 14+x
:P(0<X+Y<a:)+P(1<X+Y<1+x)=/ tdt+/ (2 —t)dt = z.
0 1

Stz <0, P{(X+Y}<z)=0,etsiz>1,P{X+Y}<z)=1 Dou{X + Y}~ U([0;1]).
3.
\K import numpy.random as rd, numpy as np
def simulPE2S_n(n):
S=0
s for k in range(n):
St=rd.random ()
6 return np.floor(S)
7 #ou S=sum(rd.random(n))

n—1

(b) On conjecture que E([S,]) est égal a “5=.
4. (a) Ona:|z/]<z<|z|+1l,doan+|z]<n+z<(n+|z])+1
(b) {z+y} ={le] +{z} +y} = [z] +{a} +y - [lz] +{} +yl = 2] +{a} +y - [2] - {a} +u) =
{{z} +u}
5. On montre par récurrence sur n que {S,} ~» U([0; 1[). Pour n = 2, c’est la question 2.
Pour I'hérédité : {Sp11} = {Sn + Xnt1} = {{Sn} + Xnt1}, avec {Sp} ~ U([0;1]) et X1 ~ U([0; 1]),
les deux variables étant indépendantes. On applique la question 2.
De plus, S, = [S,,] + {Sn}, d'ott par linéarité : E(|.S,]) = E(S,) — E({S,}) =2 — 1 =251
6. (a) Ve >0, P(% >¢) = P({S,}) =2 ne) =0sine > 1, donc pour n assez grand. D’ou le résultat.
{Sn}

b) La suit
(b) asule( .

> converge en probabilité vers 0,
n>=1

et la loi faible des grands nombres montre que ‘S;L converge en probabilité vers %,

d’ott puisque % =5 %, % converge en probabilité vers 1.
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SUJET 3.2
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (02, A, P).
e Si A est un événement de cet espace, on note 14 la variable indicatrice de I’événement A.

e X est une variable a valeurs positives admettant une espérance non nulle. On note F' sa fonction de
répartition.

e (X, )nen est une suite de variables indépendantes a valeurs positives suivant toutes la méme loi que X.

n
e Pour tout entier n > 1, on note S, Z X, et F, la fonction de répartition de S,,.
k=0
e Pour tout w € §, pour tout ¢ > 0, on note N;(w) le plus petit entier n > 0 tel que Sy, (w) > t.
On admet que N; est une variable aléatoire.

e Pour tout ¢ > 0, on note M (t) = E(V;) lorsque cette espérance existe.
1. Soit ¢ > 0. Pour tout n € N*, montrer que P(N; =n) = F,,_1(t) — F,.(t).
2. On suppose dans cette question seulement que X suit la loi exponentielle de paramétre 1.

(a) Ecrire une fonction Python N(t) qui réalise une simulation de la variable N; (la fonction exponential (1)
de la bibliothéque random de numpy simule la loi £(1)).

(b) Pour tout n € N, montrer que P(N; =n) = /Ot (sn_ i / 7e—wdx
(c¢) En déduire la loi de N, Pexistence de M (t) et sa valeur.
On revient au cas général.
3. Montrer qu’il existe a > 0 tel que P(X > a) > 0. On note alors p = P(X > a).
4. (a) Montrer que e~ < exp (—al[xs,). En déduire que E(e™) <1 —p(1 —e™%).
(b) En utilisant 'inégalité de MARKOV, montrer que :

5. Montrer que M (t) est défini pour tout ¢ > 0 et que : M (¢ Z Fo(
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SOLUTION DU SUJET 3.2

1. (N; = n) est réalisé si et seulement si (S,, > ¢) est réalisé et (S,,_1
(Sp > )N (Sp—1>t) = (Sp > t) \ (Sp—1 > t). Do P(Nt =n

N

t) aussi, c’est & dire
= P(S > t) — P(S,-1 > t) car

A\/

(Sp—1>1t) C (Sp >t). Ainsi, P(N; =n) = (1 — F,,(t)) — (1 — F_1(¢) _1(t) — Fo(t).
2.
1 import numpy.random as rd
def N(t):
s=0
n=0
, while s<=t:
6 s—s+rd.exponential (1)
7 n+<:1
8 return n
t zn—1
(b) On a S,_1 ~ v(n), d’on, pour t >0, F,,_1(t) = / — e “dz.
t, .n
De méme F),(t) = / m—'e_wdac, d’ou le résultat par la question 1.
o N
tn
(c) On intégre par parties Fj,_1(t), et on obtient : P(N; = n) = —'e_t d’ou Ny ~ P(t).

Ainsi E(N;) = t.
3. Comme X est positive, on a P(X < 0) = P(X = 0); donc P(X < 0) < 1, puisque sinon on aurait
E(X) =0, ce qui est absurde.
1 1
De plus, [X < 0] = ﬂ {X < ], d’on, par décroissance, P([X < 0]) = lim P( [X < } ).
n

n—-+o0o n
neN*

Ainsi : 3k € N*, P([X < 7]) <1, dou P(X > 1) > 0.
4. (a) La variable X est positive, d’ott X > al|x~,) par disjonction des cas [X > a] et [X < a].
Do —X < —aljx-q) et on compose par 'exponentielle. D’ot I'existence de I'espérance, et :

E(e™™) < E(exp(—al{xsq)) = P(X >a)e *+ P(X <a)=pe “+1—-p=1—p(l—e%).

n+1 n
(b) L’espérance E(e~5") existe et vaut (E(e_X)> car e % = H e Xk

D’out d’aprés MARKOV :

5. D’aprés la question 1 cela revient & étudier la série Z F,_1(t) — Fo(t)).
n=1
On sépare la somme partielle en deux et on réindexe :

N N-1 N—1
D o n(Foi(t) = Fu(t) = Y (n+1)F, ZnF =Y Fu(t) = NEy(1).
n=1 n=0 n=1 n=0

L’inégalité de la question 4b montre que NFy(t) tend vers 0, et que la série ZF;C (t) converge par
k>0

comparaison a une série géométrique, d’ott la conclusion.
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SUJET 3.3

Toutes les variables aléatoires de ’exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soit un réel ¢ > 2. Soit IV une variable aléatoire qui suit la loi de POISSON de parameétre g.
1. On pose X = ¢". Montrer que X admet des moments E(X™) a tout ordre m € N et les calculer.
n
On pose ¢y =1 et pour tout n > 1, ¢, = H
k=1
2. Montrer que la suite (Ja,|)nen est décroissante. En déduire une majoration de la suite (|a,]).
3. Soit z € R.

1 - Pour tout n € N, on pose a,, = nlc,.
—q

. . 1
(a) Montrer qu’il existe ng € N tel que : Vn > ng, |cpp12™| < §|cnac”|.

(b) En déduire la convergence de la série E cpx™ ; on note f(x) sa somme.
n=0

4. Pour tout = € R, montrer que : f(gz) = (1 — z)f(x).

+oo
5. En déduire que, pour tout m € N, on a : Z eng™" ) = 0.
n=0

6. Montrer I'existence d’une variable aléatoire U a valeurs dans N telle que :

Vn € N, P(U:n):P(N:n)(H%").

7. On pose Y = qV. Les variables X et Y ont-elles la méme loi?
8. Montrer que, pour tout m € N, on a E(X™) =E(Y™).
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SOLUTION DU SUJET 3.3

1. Par ‘ théoréme de transfert, ‘ on a :

= q = (qm+1)k m41 m+1
E(X™) =E(¢™) =) ¢"*P(N = qu’“ =ty A —e e et
k=0 ’
2. Comme ¢ >2,ona 1—¢* <0, donc :
|an+1|:(n+1)\cn+1|: n+l n+1 < n+1 _1
|an | |cn ¢t -1 (¢—1D)(1+q+-+q¢") Ix(A+1+---+1)
Ainsi (Jay,|) est décroissante, donc : ‘Vn >0, |an| < |ag] = 1.‘
n+1
3. (a) Six =0 clest évident, sinon, comme [Cn 2™ | = i 0,
|Cn:L'”| gt —1 n—>+oo
n+1
par définition de la limite, il existe ng tel que |C"|Jcrlxn|| < <3 pour n > ng.
’n,

2 P 4 . n—m
(b) Par récurrence évidente sur n > ng, on en déduit que : |c,z"| < (3)"

Par comparaison avec une série géométrique convergente, on en déduit la convergence absolue de la

serlech
4. On a : (1—2)f(z) = f(x) —2f(z ch ch 1" —1—1—2 0 — Cn—1)x"

_1+ch 1( — n—l)x —1+chqx f(gqz).

n=1

no
[Cno ™.

5. On a Z eng™ ™) = f(¢™1). Montrons par récurrence sur m > 0, la relation : f(¢™*!) = 0.
n=0
e Clest vrai si m = 0, en prenant = 1 dans la question précédente : f(q) = (1 —1)f(1) =0

e Si c’est vrai a l’ordre m, alors en prenant z = ¢™+! dans la question précédente,
ona: f(¢g™?) = (1 —¢™")f(g™*!) = 0, donc c’est vrai a l'ordre m + 1.
6. La suite (P(N =n) (1 + %"))n€N est positive car |a,| < 1. Et :

—+o0

SRV = )(1+—) Z]P’ ;JiOIP(N—
n=0

n=0
_1+}*q ‘L"n_lel*quoo n
=1+ e Z%n!q =1+ ge z%cnq =
n= n=

d’aprés la question 5, avec m = 0.
7. Les variables N et U n’ont pas la méme loi puisque %+ # 0, donc X = gN et Y = ¢V n’ont pas la méme
loi non plus, puisque la fonction ¢ — ¢* est injective sur R

8. Par théoréme de transfert, par un calcul analogue & celui de Q6, on a :
+o00 a +00 1 400
E(Y™) =E(@™) =S g™ P(N = (1 —”)z PN =) 4+ =S ¢ P(N = n)a,
(Y™) =E(@¢"") ;q (N=n)(1+73 nz:%q ( n)+27;)q (N =n)a

+oo
1 n
=E(X™) + ie—q Z %qn(m-kl) =E(X™)+0, daprés Q5.
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SUJET 3.4
Soit p €]0,1]. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé,
mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi géométrique de paramétre p. Pour tout n € N*, on pose

n
Sp=>_ X
k=1
1. Rappeler la formule donnant P(X; = k) en fonction de k € N.

k-1 .
-1 k—1
2. Montrer que pour tout entier n de N* et tout entier k > n + 1, E (Z ) = < )
—\n— 1 n

3. Démontrer par récurrence que pour tout n € N* et pour tout k € N, on a :
kE—1
( )p"(l P s k>,

n—1

P(S, =k) =
0 si k<n

+oo
Dans la suite, on admet que si 'on pose f(z) = ij, alors :
7=0

+oo
VneN, Vo el = 1,1[, Y j(—1) - —n+1)a? " = f™(a).

j=n
Soit f une fonction de classe C' sur [1, +oo[, bornée et a dérivée bornée.
Soit N un majorant de |f’| et M un majorant de |f].

4. Dans cette question on prend n € N* et z €]0, 1].

k -1
(a) Montrer que la série E < o )(1 — 2)* est convergente.
n—1
keN
kE\ (k+n—1 &
b) En dédui l":E 1+ — 1- t te.
(b) En déduire que la série k>0f( + n) < ne 1 >( x)" est convergente

Pour tout x €]0,1], et tout n € N*, on pose alors :
= kN (k+n—1
Kfn(z) =a" = — )k
@ =an S g (14 5) (1 -
k=0
SRRy . Sn ) .
5. Pour tout n > 1, établir 'existence de E | f | — et comparer cette espérance & Ky ,(p).
n

6. Soit € un réel strictement positif.
S, 1 K

’n — ‘ > 5) < — ou K est une constante & déterminer.
n

P n
S, 1
s>,
n.op

H(1(5) ) v

(c) En déduire nEIJIrloo(Kf,n(P))-

(a) Montrer que P <

(b) Démontrer que :

Vn € N¥,
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SOLUTION DU SUJET 3.4
1. Pour k=0, on P(X; = k) =0 et pour tout k > 1, on a P(X; = k) = p(1 — p)*~ 1.

2. Pour n fixé, par récurrence sur k a 'aide la formule du triangle de PASCAL.

3. Par récurrence sur n > 1. Initialisation immédiate. Supposons 1’égalité vraie au rang n :
Pour k <n+1,onaP(S,41 =k) =0, car X;,() =N*.Sik>n+1,ona:

k
P(Sni1=k) =P(Sp + Xpg1 =k) = Y P{Sp =i} N{Xnj1 =k —i})
=0

= Z P(S, =14) x P(Xp41 =k — i), (indépendance et support des variables)

1 , ,
= Z <Z ) (1 —p)" x p(1 — p)*~71, (hypothése de récurrence)

n—1
k—1 i1 kE—1
=p"ti(1— p)k—(n+1) Z (n - 1) =pt(1 _p)k—(n+1)< " >, (d’apres 2)

4. (a) Comme 1 —z €] — 1, 1], aprés décalage d’indice, la formule admise donne la convergence de la série
— et sa somme (n — 1)!f(™ (1 —2).

k _
(b) La valeur absolue du terme général de la série est majorée par sup |f|( n 1 )(1 —x)k.
n—

Donc la série est absolument convergente.

S,
5. Comme f est bornée sur [1, +00[, espérance de f <"> existe. Par le théoréme de transfert, on a :
n

S, X[k X, [k n+k
E(f(n»_I;)f<n>ﬂb(sn_k)_;f<n)w Zf( ) (Sp=n+k)b
+oo
Q.3 k\ (n+k—=1\ .,
= Zf(lJrn) ( 01 )p (1—-p)" = Kgnlp)
k=0
6. (a) Les variables (Xj)k>, ont une espérance (qui est Z%) et une variance (qui est %).

S, 1
A TR
n p np2e

Sp 1

L’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV permet donc de conclure que P (

1
(b) Par inégalité des accroissements (avec |f/| < ’f ( ) f (p)’ <N i p‘ (x). On a:
S, 1 Sn 1 Sn 1
) - Gl=me(5) s G)lmsne) +2 ( (5) =1 G)me-s-)
n D n P n b n p
Sp 1 S, 1 T .
<E|[N|—-- ]l|s7n_l|<€ +2MP | |— — —| > ¢ ] ('inégalité triangulaire et (x))
n  p| % TBIS nop
Sp 1 Sn 1
E( sn_1|<a>+2M]P’<—‘>a> Na+2MIP’(—’>5>
n p n p
1 2M
Au final, tout 1 K, — - <N —.
(c) Au final, pour tout n > 1 on a: |K, 5 (p) f<p)| €+np262

Pour n assez grand le deuxiéme terme est majoré par €. Donc le premier membres est aussi petit

1
que l'on veut pour n assez grand. Ainsi (K¢ ,(p))n converge vers f <)
p
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SUJET 3.5

On considére un espace probabilisé (2, A, P) et X une variable aléatoire sur cet espace admettant une
espérance.

On dit qu'une variable aléatoire X est sous-gaussienne si pour tout t € R, E(e!X) existe et s'il existe 6 > 0 tel
que :
2,2
VteR, E(e™) <t

1. Montrer que si X suit une loi normale centrée alors elle est sous-gaussienne.

2. Montrer que si X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0, elle n’est pas sous gaussienne.

On suppose que X est sous-gaussienne et que (X )gen+ est une suite de variables de méme loi que X, ces variables
étant toutes définies sur le méme espace probabilisé.On pose pour tout n € N*, Z,, = max(|X1], ..., | Xn])-

!X —1

3. Montrer que pour tout t > 0, X < . En déduire que E(X) < 0 puis que E(X) = 0.

n n
4. (a) Montrer que pour tout t € R, e!%» < ZetX’“ + Ze*tx’“.
k=1 k=1

(b) En déduire que pour tout t € R, E(e*%) existe et vérifie :
E(e'%n) < 2ne?”t’
5. (a) Montrer que E(Z,) existe et que pour tout ¢ réel, E(et?r) > etF(Zn),

ln(th) + 6%t

(b) En déduire que tout tout t > 0, E(Z,) <

(¢) En conclure que E(Z,) < 26/In(2n).
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SOLUTION DU SUJET 3.5

1.

4.

—+oo
E(e!X) existe si et seulement si / Ae!Te™ M dx converge, ce qui est le cas seulement si A > t.
0

Donc X n’est pas sous-gaussienne.
—+o0

2
. . . —_—z
. BE(etX) existe si et seulement si / ———¢'®e” 2.7 dx converge.

—oo OV2T
Or Vz € R, —% +tr=—1 ((fﬁ)2 — th) =—2(2 —at)? + 3022
o0 1

+o0 2

_ == . . _liz_5¢4)2

D’ou / ——e'®e 2.2 dx converge si et seulement si / — ¢ 257974z converge.
o OV2T oo OV2T

vari =2%_0 éne a Vi
Le changement de variable u § t nous rameéne & la convergence de
o T

+Oo ’112
e~ 2 du, qui converge

d’aprés le cours.

N . , 1,242 .
D’ou E(etX) existe pour tout réel ¢ et vaut e2? ¢ . § = ¢%/2 convient pour prouver que X est sous-
gaussienne.

Par convexité de la fonction exponentielle, on a : € > 1+ z, pour z € R, d’ott ¥ > 1 + ¢X,

tX_l EtX_l 92t2_1
¢ > X Dot 2L S i), puis % > E(X).

soit etX —1 > tX, et avec t > 0,

0%¢?
e -1
Or ——— est équivalent & 62t lorsque t tend vers 0, d’oil, en passant a la limite : 0 > E(X).

De plus, —X est aussi sous-gaussienne, dot 0 > —FE(X), c’est a dire F(X) > 0. On a donc : E(X) = 0.
(a) Vw € Q,3i : Z,(w) = | X;(w)] = Xi(w) ou —X;(w). D’ou Vt € R, tZ,(w) = tX;(w) ou —tX;(w).

Ainsi ef%n (@) L tXi(w) 4 e=tXi(@) ot a fortiori e!%n(«) < Z ) Ze_th(W)'
k=1 k=1
(b) Par domination, F(e'%") existe et E(et?") < ZE(etX") + ZE(e_th) < 2ne”t.
k=1 k=1
otZn

-1
(a) On a, pour ¢t >0, 0< Z, < — d’on E(Z,) existe. De plus, par convexité de x — e!® :

Vt e R, el > etBZn) 4 tetBZ0) (2 — B(Z,)),

ainsi et?n > e!P(Zn) tetB(Zn) (7, — E(Z,)), on prend I'espérance, et on obtient : F(et%n) > tF(%n),

(b) D’aprés ce qui précéde, on a : eF(Zn) < 20t
In(2
donc : tE(Z,) <1In(2n) + 022, c’est a dire E(Z,,) < @ + 6%t
In(2 In(2
(¢) La fonction ¢ n(2n) + 02t a pour dérivée t — — n(t2n) + 6.

Donc elle admet un minimum sur ]0; +o0] atteint en ¢ = 7”110(%) qui vaut 20+/In(2n).
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SUJET 3.6

Soient p et n deux entiers supérieurs ou égaux a 2.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) qui prend ses valeurs dans I = [1, p].
Pour tout k € [1,p], on pose z = P([X = k]) et on suppose que zj, €]0, 1].
On considére n variables aléatoires indépendantes X, -+, X,, qui sont définies sur (2, .4,P) et qui suivent
toutes la méme loi que X.

Pour chaque w € Q, on introduit Pensemble E(w) = { X (w)}U--- U{X,(w)}
(ensemble dont les éléments sont les nombres X (w), ..., Xp(w) — pas forcément distincts).

1. Pour k € [1,p], on introduit la variable aléatoire Y}, définie, par :

1 sikeEw)

0 sinon.

Yw e Q, Yi(w) = {

(a) Déterminer la loi de Y} en fonction de xj. De quel type de loi s’agit-il ?

(b) Donner 'espérance et la variance de Y.
2. Soit Z la variable aléatoire telle que Z(w) est le nombre d’éléments de F(w) (c.a.d. Z(w) = card(E(w))).

(a) Exprimer Z en fonction des variables Y7, -- Y},
(b) Calculer 'espérance de Z.

(c) Soient k et [ deux entiers distincts appartenant a [1, p].
Que vaut la covariance de Y et Y; en fonction de x et z; 7

(d) Déterminer la variance de Z.

(1—tp)".

P
3. On consideére la fonction f définie sur R? par : f(t1,--- ,t,) =p —
k=
P
On pose £ =[0,1]?, O =]0,1[P et C = {t € RP | Ztk = 1}-
k=1

a) Justifier 'existence d’'un maximum global de f sur X NC que 'on notera M.

(
(

)
b) Prouver que si u est un point de K NC tel que M = f(u), alors u appartient nécessairement & O NC.
(¢) Montrer qu'il existe un unique point u € K NC tel que M = f(u). Déterminer la valeur de M.

(d) Quelle est la loi que doit suivre X pour maximiser I'espérance de Z 7

4. Soit (Xg),ey- une suite de variables aléatoires indépendantes qui sont définies sur le méme espace
probabilisé et qui suivent toutes la méme loi que X donnée dans le préambule de ’exercice. Pour
n > 2, on considére la variable aléatoire Z,, telle que Z,(w) est le nombre d’éléments de I'ensemble
{X1(w)}U---U{X,(w)} pour w € Q. Montrer que la suite (Z,,) converge en probabilité vers une variable
certaine.
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SOLUTION DU SUJET 3.6
1. (a) La variable Y} prend ses valeurs dans {0,1} et P(Y, =1)=1—-P(Y, =0) =1 — (1 — )",
la variable Y}, suit donc une loi de BERNOULLI de paramétre 1 — (1 — xy)™.
(b) 1l s’agit d’une variable de BERNOULLI, le cours nous dit alors que :
E(Yi)=1—(1—ak)" et que V(Yy) =1 — (1 — )" (1 — xx)™.
2. (a) Ilestclairque Z=Y, +---+Y,,.
P

(b) Par linéarité de 'espérance, il vient E(Z) = E(Y1)+ -+ E(Y,) =p — Z(l — )"
k=1
(¢) Comme k et ¢ sont distincts, la variable Y3 Y7 est une variable de BERNOULLI de paramétre

P(YyY, =1)
=1-PMYe=0)=1-P([Ya =0]U[Y; =0]) =1 - (1 —z)" — (1 —x0)" + P([Y = 0] N [Ye = 0])

n

“1—(1—2)"— (1 —z)" + P (ﬂ[Xi ¢ {k,é}]) =1 (1 =)™ — (1 —2)" + (1 — 2 — z)"

i=1

d’ou Cov(Yy,Y)) = E(YEY,) — E(Yi)E(Y,) (f. de KOENIG-HUYGENS)
=1 =) = (L —m)" + (L= — )" = [ = (1 —2)"|[1 = (1 = 2)"]
= (1 — X — xl)” — (1 — Ik)n(l — xl)n.

(d) Avec la bilinéarité de la covariance et les questions 1. (b), 2. (a) et 2. (¢), il vient

P
V(Z)=Cov(2,Z2) = [1—(1—a)" ] (1—2x)"+ Y (1 =z — )" — (1 —23)"(1 — 27)"]
k=1 (kD E1,p]?; k4L

3. (a) Comme la fonction f est continue sur le fermé borné K NC, elle y admet un maximum global M.
(b) Supposons que u n’appartient pas O NC, alors il existe £ € [1, p] tel que uy € {0,1}, par symétrie
on peut considérer que ¢ = 1.
Si u; =1, alors comme v € K NC, on doit avoir ug = --- = u, = 0. On considére la fonction hy sur
[0, 1] définie par hy(t) = f(1 —1¢,¢,0,---,0), on a h1(0) = M > ha(t) et on voit facilement que hy
est strictement croissante sur [0, 5[, ce qui est absurde. On raisonne de la méme maniére lorsque
u; = 0 en remarquant que 'on peut maintenant supposer que ug €0, 1 et on introduit la fonction
ho sur [0,us], out ho(t) = f(t,us — t,us, -+ ,up), qui est strictement croissante sur [0, %[, ce qui
conduit & une contradiction. On a donc bien u € O NC.
(c) Si f(u) = M, on a vu que u € O, c’est en particulier un extrema de la fonction f (de classe C!)

sur O sous la contrainte linéaire uy + - -+ + u, = 1, par suite Vf(u) € Vect ((1,---,1)). On en

)n—l

déduit que (1 — ug =-..=(1- up)"_l7 d’ott ug = --- = u, = —. Il existe donc un unique point

b b p
(d) Avec la question précédente et 2. (b), on voit que la seule loi de X qui maximise I’espérance de Z
est la loi uniforme sur [1, p].

u € KNC tel que f(u) = M. Enfin, on trouveM:f(l,u- ,1)—p{1(11)”].

4. On se doute qu’il s’agit de la variable certaine égale & p. Soit € > 0, comme p — Z,, > 0 on déduit de 1.
(b) et de I'inégalité de MARKOV que

—_

p
p—
—pl>e) = — Ze€) < - -
P(IZn-plZ2e)=Pp-Z,2¢e) < ——— ;1 zr) n—>+ooO

™

car tous les xy, appartiennent a ]0,1[. La suite (Z,,) converge donc vers la variable certaine égale a p.
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SUJET 3.7
On note E 'espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur Ry a valeurs dans R.
. . . kN nF _,
1. Soit f € E. Montrer que, pour tout n € N*| la série Z fl- ﬁe converge.
n/) k!

k>0

On pose alors
< E\ n*
* T.(f) = E — ] —e "
Vn € N*| N k_0f<n) k!e

1

On définit les deux fonctions f, et g de E par : Vt > 0, fo(t) =e " avec a>0et g(t) = T+ ¢

2. Pour tout « > 0 et tout n € N*, calculer T,,(f4). En déduire 111;1_1 To(fa)-
n——+oo

+oo k
k
3. Soit (n,N) € N%. On note R, x = E g () %e_”.
k=N+1 n ’

(a) Donner la formule de TAYLOR avec reste intégral sur [0,z] (z > 0) a l'ordre N pour la fonction

exponentielle.
nN+1

(b) Etablir que 0 < R, N < m

4. Soit (€2, A,P) un espace probabilisé. Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de

n
méme loi de POISSON de paramétre 1. On pose pour n entier non nul, S,, = Z X; .
i=1

(a) Pour tout n € N*, exprimer E [g (S;) a laide de Ty, (g).

(b) Soit e >0et 4, = {‘i”—l’ 25}.

En considérant (A, 4,) montrer que E |g () — g(l)] converge vers 0 lorsque n tend vers +oo.
En déduire la limite de (T,(g))n>1- )
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k
/(;)

n
d’out la convergence absolue de la série d’apreés la convergence de la série exponentielle.
Ainsi la suite (T5,(f)),, est bien définie pour tout f € E.

SOLUTION DU SUJET 3.7

1. Soit M un majorant de |f|. On a V(n, k) € N* x N,

+oo —ak k
2. Soit (n,a) e N* xR4. On a T),(fo) = Ze n%e*" d’ou
k=0 '

To(fa) =exp [n(e=% —1)] = exp [n (1 - = 4o (1> - 1)} — e = fu(1).

n n—-+o0o
N m
. . . i 1 t N
3. (a) La fonction exponentielle est de classe C* sur R. Pour tout x réel, e* = Z T + N / e'(z—t)"dt.
= k! 'Jo

(b) En remarquant 0 < g(t) < 1 pour tout ¢ > 0, il vient

D’aprés la formule de TAYLOR avec reste intégral, on a

N k n n,, N+1
n 1 : N e"n
" — = — —t)Vdt < ——.
¢ ];)k! N!/Oe(" ) (N+1)!
) nNJrl
DOUV(TL,N)GN OanVNgm

4. (a) Par le théoréme de stabilité, on a S, suit la loi P(n), d’ou, par le théoréme de transfert :

E [g <i)] = :ng (ﬁ) x P(Sn = k) =Tu(g)-

(b) Soit € > 0. Comme |g| est majorée par 1, il vient

) 07
n—-+o0o

d’aprés la loi faible des grands nombres puisque X; posséde une variance.

oo (5) -oto]1r] <2e0a) =2 (|5 -

Pour 7 > 0, par continuité de g en 1, on choisit € > 0 tel que |z — 1| < e = |g(z) — g(1)] < n. D’on
Sn Sn
& llo (2) o) tava| = E[o (Z2) —o)| 15y ] <0 @1\ 4

Donc il existe un rang N tel que pour tout entier n > N,

() s < () 0
Donc E Hg (i”) —g(1)

S,
Par inégalité triangulaire pour 1’espérance, il s’ensuit T,,(g) = E {g <">} —g(1) =
n

Lo, 48 o (2) 00| 1o, | < 2P HoP@AL) < 30

Sn
} converge 0. Par linéarité, E Hg () - g(l)H —0
n

N|—
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SUJET 3.8

Soient A, B, C' et D quatre variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A,P). Les variables B et C suivent la loi de BERNOULLI de paramétre p € ]0,1[, et les variables A et D
suivent la loi uniforme sur {—1,0,1}. Pour w € €, on définit la matrice carrée M (w) en posant

w) = (A B,

1. On introduit les deux variables aléatoires X et Y définies par X (w) = A(w) + D(w) = Tr(M (w))
et Y(w) = A(w) x D(w) — B(w) x C(w) = det(M(w)) pour tout w € Q.
(a) Siw € €, montrer que M (w)? = X (w)M(w) — Y (w)I ot I est la matrice identité de My(R).
(b) Calculer l’espérance et la variance de X et de Y.
2. Dans cette question, on considére ’ensemble P des matrices carrées d’ordre 2 qui sont des matrices de
projecteurs.
(a) Caractériser les matrices de P.
(b) Quelles sont les matrices M (w) qui sont multiples de la matrice identité ?
(c) Caractériser a 'aide de X (w) et de Y(w) le fait que M(w) € P et ne soit pas un multiple de I.
(On pourra utiliser la question 1. (a))
(d) Calculer la probabilité de ’événement {w € Q | M (w) € P}.

3. On note Z (resp. D) l'ensemble des matrices inversibles (resp. diagonalisables) de M2 (R).
(a) Calculer la probabilité de I'événement {w € Q | M(w) € T}.
(b) Soit w € 2, montrer que A est une valeur propre de M (w) si et seulement si A2 — X (w)A\+ Y (w) = 0.

(c) On introduit la variable aléatoire A = X2 — 4Y". Montrer que A est & valeurs positives. Calculer
P(A =0).
(d) Déterminer la probabilité de I'événement {w € | M(w) € D}.
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SOLUTION DU SUJET 3.8

1. (a) En partant du membre de droite et en simplifiant, on arrive exactement sur le produit matriciel qui

représente M (w)?.
(b) Par linéarité de l'espérance, on trouve E(X) =E(A) + E(D) = 2E(4) =
En utilisant la formule de KOENIG-HUYGENS et l'indépendance des variables A et D, on obtient
V(X)=V(A)+V(D)=2V(A) =2V(A) =2 [E(AQ) — ]E(A)Z] =E(A?).
4

Or A? est une variable de BERNOULLI, d’ott V(X) = 2P([A2 = 1]) = !

Par indépendance, on a E(Y) = E(AD) — E(BC) = E(A)E(D) — E(B)E(C) = ~E(B)? = | —p*.
Le lemme des coalitions nous dit que les variables AD et BC sont indépendantes, d’oi :

V(Y) = V(AD) + V(BC) = E(A’D?) — E(AD)* + E(B*C?) — E(BC)?
= E(A*)E(D?) — E(A)’E(D)? + E(B*)E(C?) — E(B)’E(C)* = P(A* = 1) + p* —p* = % +p*(1 - p)

2. (a) Ce sont les matrices @ de My (R) qui vérifient Q2 = Q.
(b) Comme les variables A et D (resp. B et C) sont a valeurs dans {—1,0,1} (resp. {0,1}), les seules
matrices de M () qui sont multiples de la matrice identité sont 0, I et —1I.
(¢) Si M(w) € P et n’est pas un multiple de I, la famille {I, M (w)} est libre et il résulte alors de 1. (a)
et 2. (a) que l'on doit avoir X(w) =1 et Y (w) = 0. Réciproquement, si X (w) =1 et Y(w) =0, on
voit que M (w) est nécessairement un projecteur qui n’est pas un multiple de I.
(d) On en tire que P([M € P]) =P(M =0)+P(M =1)+P([X =1]N[Y =0]). Or, on a

P(X =1]N[Y =0] =P((A+ D =1]N[AD = BC = 0)) + P(A+ D = 1]N[AD = BC = 1))
=P(A+D=1N[AD = BC =0]) = P(JA = 1] N [D = 0))P([BC = 0])
+P([A=0]n[D = 1))P([BC = 0]) = 2(2%@
Dot P([M € PJ) = p2;q2 + 2(2‘19_ ) _ % [p? — ¢* +4q] = 3_92p.

3. (a) On sait que M(w) € T si et seulement si Y (w) # 0. En passant a 1’événement contraire, il vient
PlweQ | Mw)¢ZI}) =PY =0)=P(AD = BC). Comme la variable BC' prend ses valeurs
dans {0, 1}, avec les propriétés d’indépendance on peut écrire

P(MeT)=1-P(AD =1]n[BC = 1]) — P(|AD = 0] N [BC = 0])
—1-P(JAD = 1))P(BC = 1) — P([AD = 0))P([BC = 0])

2 2 1 4—1—3p2
:1— — 2— _ — = 2 —_— 2 =
(g)p (3 9)(61 qa-) 5

(b) Comme A est une valeur propre de M (w) si et seulement si la matrice M(w) — Al est non inversible,
ce qui équivaut a A2 — X (w)A + Y (w) = 0.

(c) On voit que A = (A+ D)? —4AD +4BC = (A— D)? +4BC > 0 puisque BC est a valeurs positives.
Ceci implique également que P(A = 0) = P([A = D] N [BC = 0]) = P([A = D])P([BC =0]) =

1—p?

(P([(A=D=-1)+P(A=D=0)+P(A=D=1))(1-p") = ——.

(d) Si A(w) =0et M(w) € D, alors M (w) est multiple de I'identité, et lorsque A(w) # 0 on voit avec 3.
(b) que M (w) admet deux valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable. D’o avec 2. (b), on

q ¢ +p°+2 Pq

aboutit a P((M € D) = L +1-P(a=0)= T =572 =128
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SUJET 3.9

Soit p €]0, 1[. Soit (pn)n>0 une suite d’éléments de |0, 1.
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P) et telles que :

e X est la variable certaine qui vaut 1;

e pour tout n € N*, la variable X,, suit une loi de BERNOULLI de paramétre p,, ;
e ona:P(X; =Xy =p;

e pour tout n € N*, et tout k € {0,1}, on a : Py, —p)(Xpny1 = k) = p.

1. Calculer p;.

1
2. Pour tout n € N*, montrer que p,, = 5(1 +(2p—1)").

3. Montrer que la suite (X,,)nen+ converge en loi.

4. A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N* et p €]0, 1] les variables X,, et X, 1 sont-elles
indépendantes ?

On note (Z) la propriété suivante :

5. En supposant (Z) vérifiée, calculer la covariance Cov(X, i, X,), pour n € N* et i € [1,n].

6. Montrer que si, pour tout n > 2, la variable X,, ne dépend que de X,,_1, mais pas de X,,_o,..., Xq,
c’est-a-dire que pour tout n > 2, tout j € [0,n — 2] et tout k € {0,1}, les variables X,, et X; sont
indépendantes pour la probabilité conditionnelle Px, ), alors la propriété (Z) est vérifiée.
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SOLUTION DU SUJET 3.9
1. Comme Xg=1ona:p=PX; =Xy) =P(X; =1) =p;.
2. Par la formule des probabilités totales avec le sCE (X,, =0), (X, =1),ona:
Pn+1 =P(Xnt1 =1) = Pix, 1)(Xn+1 = DP(Xy = 1) + Plx, —0)(Xn+1 = 1)P(X,, = 0)
=pxpn+ (1=p)1—pn)=(2p—Dpn+ (1 —p).

On en déduit la formule demandée soit par récurrence sur n > 1, soit par la méthode de calcul du terme
général d’une suite arithmético-géométrique.

3. Comme 2p—1€]—1,1[,ona:p, — %, donc la suite (X, )nen+ converge en loi vers la loi | B (%)
n—+00

4. Comme X,, et X,,41 suivent des loi de BERNOULLI, elles sont indépendantes si et seulement si :

1
Pix,=1)(Xnt1 =1) =P(Xpp1 =1) <= p=poy1 <= 2p—-1=(2p-1)"" < |p= 5

car ™ = x ssi m = 1 (mais pas ici) ouz =0 ouz =1 ou (x = —1 et m impair) ; or ici 2p — 1 €] — 1, 1[.
Autre idée : s il y indépendance, alors p = Prx, —1)(Xn11 = k) = P(X,,41 = k) pour tout k € [0, 1].
Donc, par somme sur k, on obtient 2p = 1. Réciproque facile.

5. Comme X,, et X,1; sont des variables de BERNOULLI, alors X,, X,,1; suit la loi de BERNOULLI de
parametre :

Donc par la formule de KOENIG-Huyghens, on a :
COV(Xn+i7 Xn) = E(Xn+zXn) - E(XnJrz)]E(Xn) =DPi X Pn — Pn+4i X Pn = pn(pi - pn+i)'

6. Montrons par récurrence sur i € N* : ¥n € N*,Vk € {0,1}, Pix, —1j(Xp1i = 1) = P(X; = 1).
e Pour i = 1 la propriété est vraie par hypothése de 1’énoncé puisque P(X; = 1) = p (d’aprés Q1).
e Si la propriété est vrai a 'ordre ¢ > 1, alors, par la formule des probabilités totales avec le SCE
(Xn+i =0), (Xpqi=1),0na:
P((Xn+iv1 = k) N (Xn = k))
P(X, =k)

Pix, =k (Xntiv1 = k) =
1
1
- - Py (X, 111 = X, = = P(X,. ., =
P(Xn _ k) Zz:; [anz](( n+i41 k) ﬂ( n k) E) X ( n+i g)
1

1 oo
=—e—" > Pix,—q(Xnyiv1 = k)Pix,,,—g(Xn = k)P(X,4s = £) (indépendance)

1
= Pix,,—g(Xntit1 = k)Px,—k)(Xngs = £) (formule de BavEs)

=0
= ppi +(1—p)(1—p;) par HR
Si ¢=k Si £k

=(2p—1)p; + (1 = p) = piy1 = P(Xiy1 = 1) d’aprés la relation de récurrence de Q2.
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SUJET 3.10

Soient n € N* et aq,...,a, des réels non nuls. On considére ouvert O = (R*)" de R" et f : R" — R
définie par :

n
flze, ... x,) = Zx?
i=1

Soit h : R™ — R définie par h(z1,...,z,) = Zajxj.
j=1

On note C la partie de O constituée des points (21, ...,2,) tels que h(z1,...,2,) = 1.

1.

Justifier que la fonction f est de classe C? et déterminer en tout point M = (z1,...,x,) de R" le gradient
V f(M) et la matrice hessienne V2 f(M).

. On considére la fonction f; restriction de f a C et on suppose que f; admet en un point My un extremum

local. Déterminer les coordonnées de M.
Soit M € C. Pour tout ¢ € [0,1] on pose g(t) = f(My +tU) ou U = M — M,.

(a) Justifier que g est de classe C? sur [0,1] et donner ¢(¢) et ¢g”(t) pour tout ¢ € [0, 1].
(b) Démontrer que f; admet un minimum global en M.

Soit @ € R* un paramétre réel inconnu. Soient Zy, ..., Z,, n variables aléatoires indépendantes définies
sur le méme espace probabilisé et qui admettent un moment d’ordre 2. On suppose que, pour tout
i€{l,...,n},ona

IE(ZZ) = Oa; et V(Zl) =1.

Pour (B1,...,0,) € R™, on pose :
n
X =Y BiZ,
i=1

et on suppose que X,, est un estimateur sans biais de 6.

(a) Déterminer une relation satisfaite par les nombres fy, ..., G,.
(b) Pour quelles valeurs de 1, ..., 3, la variance de X,, est-elle minimale ?
On note pour la suite de ’exercice 57, ..., B les valeurs trouvées.

. On pose X = ZﬁfZi.
i=1

n
Soient o, ..., a, des réels non nuls tels que Y,, = Z «; Z; soit un estimateur sans biais de 6.
i=1
(a) Démontrer que la variance de Y;, n’est pas nulle.
(b) On note p le coefficient de corrélation linéaire de X et Y,.
Rappeler pourquoi |p| < 1 puis démontrer que p > 0.
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SOLUTION DU SUJET 3.10

1.

2.

3.

La fonction f est de classe C2 car polynomiale et on trouve sans peine, en notant I,,la matrice identité
de M, (R), que : Vf(M) = (2x1,...,2x,) et V2f(M) = 2I,.
C’est un probléme d’extremum sous contrainte linéaire. Il existe A € R tel que : V f(My) = AVh(Mp).
En notant My = (z1,...,2,), on a :

2331 = )\CLl

2z, = Aan,
n A n
Comme My € C, on a Zaixi =1, donc 5 Za? = 1, somme qui est non nulle.
i=1 i=1
Il vient alors A = % et z; =a;/s (ou s = Za?) pour tout j € [1,n].
i=1
(a) Comme f est de classe C? sur R™, un théoréme de cours affirme que g est de classe C? avec, pour
tel0,1]:
g'(t) = V(Mo +tU),U) et g"(t) = qrry++0 (U),
ol ¢p,+tu est la forme quadratique associée a la matrice hessienne de f au point My + tU.
(b) Comme f est de classe C2, on peut utiliser la formule de TAYLOR intégrale & I’ordre 1 pour g entre

0 et 1. On a donc : g(1) — g(0) = ¢’(0) +/0 (1—1t)g"(t)t.

Mais on a g(1) = f(My + U) = f(M) et g(0) = f(My). De plus ¢’(0) = 0 puisque V f(My) est
orthogonal a 'hyperplan h(x1,...,2,) = 0. Il reste donc :

1
M) — F(Mo) = / (1~ )gasy e ()t

Enfin, V2f(Mg + tU) = 2I,,, donc ses valeurs propres sont strictement positives : pour tout W non
nul dans R™, on a ga,+ev (W) > 0.

(a) Comme X, est un estimateur sans biais de 6, on a E(X,,) = € d’ou, puisque 6 # 0, Z a;fB; = 1.
i=1
(b) Comme les variables aléatoires Zy, ..., Z, sont indépendantes, les variables 5171, ..., 8,2, le sont
n n n

aussi. Il vient alors : V(X,,) =Y V(8iZ;) =Y BIV(Zi) =Y _ B = f(B1,- -, Bn)-
i=1 i=1 i=1
Selon la question 3, V(X,,) est donc minimale pour : 81 = a1/s,...,3, = a,/s, ot s = Za?.

(a) Par indépendance, on a : V(Y ZV (i Z;) Za V Za > 0.

(b) e D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, Cov(X}: ) < V(X*)V(Yn), donc |p| <1
e D’aprés ce qui précede, X est I'estimateur sans blals de 6 de variance minimale parmi les

estimateurs sans biais de 6 de la forme Z B:Z;. Or, pour tout A réel, T, = X + A\(Y,, — X) est
i=1
un estimateur de 8 de cette forme, qui est de plus sans biais. Il en résulte que :

V(X)) < V(T,) = V(X)) + 20 Cov(X,,, Y, — X)) + N2V(Y, — X7).

n

Par suite, 2\ Cov(X},Y,, — X) + A2V(Y,, — X) > 0, pour tout A réel.
11 vient ainsi : Cov(X},Y,, — X)) =0, ce qui donne Cov(Y,, X)) = V(X) > 0.

n’
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SUJET 3.11

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, IP’).

1. Dans un casino, un jeu se déroule de la fagon suivante :

un croupier mélange trois cartes, qui sont ’As de Ceeur, le deux de Coeur et le Valet de Pique et les
présente sur la table face cachée.

Un joueur choisit une carte au hasard. Si celle-ci est un Coeur, il gagne la somme correspondante
(respectivement 1 Euro pour I’As ou 2 Euros pour le deux) et rejoue, le croupier mélangeant a nouveau
les trois cartes; si la carte tirée est le Valet de Pique, le jeu s’arréte.

(a) Montrer que la probabilité que le Valet de Pique n’apparaisse jamais est nulle.

On note N la variable aléatoire représentant le nombre de cartes de Coeur tirées jusqu’a 'apparition du
Valet de Pique (événement qui se produit donc presque stirement), et on note S la somme des Euros
obtenus.

(b) Déterminer la loi de N.

(¢) Soit n € N. Déterminer la loi conditionnelle de S sachant (N = n).
(d) Calculer 'espérance conditionnelle de S sachant (N = n).
(e

) Quel prix minimum le casino doit-il faire payer une telle partie pour ne pas étre perdant en moyenne ?

On admet que si (an k) (n,k)en2 est une famille de réels positifs tels que

—+o0
e pour tout n € N| la série E an,k converge (on pose A, = E A k)s
k k=0

e la série g A, converge
n

+oo [/ +oo +oo /+oo +oo /+oo
alors g E an | existe et E E anj; | = E g Ok |-
k=0 \n=0 n=0 \k=0 k=0 \n=0

2. Soit N une variable aléatoire & valeurs dans N. Soit M € N*| et (X;);cn une suite de variables aléatoires
de méme loi, & valeurs dans [0, M]. On suppose que les variables aléatoires (N, Xg, X1,...,X;,...) sont
mutuellement indépendantes.

On admet qu’on définit une variable aléatoire discréte sur €2 en posant

Vwe, Tw)= )Y Xiw).

(a) Justifier que si N a une espérance, alors T' a une espérance.
(b) On suppose que N admet une espérance. Montrer que E(T) = E(Xy)E(N +1).

(c) Retrouver alors I'espérance de la variable aléatoire S de la premiére question.
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SOLUTION DU SUJET 3.11

1. (a)

(b)
()

Le probabilité que les n premiers tirages ne donnent pas le Valet de Pique est (2/3)".
Par le th. de continuité monotone, la probabilité que le Valet n’apparaisse pas, est hm (2 /3)" =

Le Valet de Pique apparait presque stirement.

Ona N() =N, et N+1 est le temps d’attente du premier succés dans un schéma de BERNOULLI
de probabilité de succés 1/3 par équiprobabilité des trois cartes, donc N + 1 < G(1/3).

Si N =n, on a tiré n cartes de Coeur, chacune rapportant un ou deux Euros,
donc, sachant (N =n), S prend ses valeurs dans [n, 2n].

Pour k € [n,2n], (S = k) est réalisé si et seulement si on a obtenu z As et y deux, avec z et y dans
N vérifiant
rx4+y = n r = 2n—k
{x+2y:k‘ {yzk—n

On doit donc placer £ — n deux parmi n cartes tirées, donc le nombre de tirages favorables est
(kfn), parmi 2" tirages posssibles (il y a deux cartes de Ceceur), soit

()

277,

Vke [[nﬂnﬂ R IE”(N:n)(S = k) =

Sachant (N =n), S est d’univers image fini et positif, et a donc une espérance.

2n n n
E(S/(N=mn)) =)k (’“Q;T’) = o S +d) (;‘) = B(Y +m)=n+ 5 ="

k=n =0 )
(%) par thm de transfert en reconnaissant la loi d’une variable Y — B(n,1/2).
Autre idée : reconaitre que la loi sachant (N = n) de S — n est binomiale.

La série de terme général E(S/(N = n))P(N = n) converge donc, par formule de I’espérance
totale,

w0 = 3 a(syor - —n] =X (55 (3] <3 S (3) ] -0

Le prix minimum & demander est donc de 3 Euros.
N(w)
Ona Vw, 0 < Z Xi( N(w) 4+ 1], d’oit T a une espérance si N a une espérance.

On a T(2) € N. Par J—add1t1v1te, indépendance, permutation de sommes (résultat admis) et
théoréme de transfert,

E(T) = :ZO:[I@IPT k)] ;[kip((:rzkmw:n))]:§[§kp<<éx ) n)ﬂ
[ (o) o S Ber ()
- ; []P’(N = n)E (;X)] - :é{[P(N =n)] (n+ 1)IE(X0)] =E(N + 1) E(X,)

Autre idée : par la formule de 'espérance totale, avec le SCE (N = n),, (plus rapide et plus simple).
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(¢) Dans le jeu de la question 1., on considére la variable aléatoire discréte X; valant 1, 2 ou 0 selon
que l'on tire I’As de Ceeur, le deux de Ceceur ou le Valet de Pique au i-iéme tirage. Les (X;) sont

indépendantes de méme loi uniforme (bornée) et d’espérance 1.
N

On a bien alors S =" X;, et 2.b) donne E(S) =E(N + 1)E(Xo) =3 x 1 =3.
=0
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SUJET 3.12

On considére un espace probabilisé (€, .4, P) modélisant une succession infinie de lancers indépendants d’une
piéce équilibrée (c’est-a-dire donnant pile avec la probabilité 1/2 et face avec la probabilité 1/2). Pour tout
entier k € N*, on désigne par Py I’événement « le k-iéme lancer de la piéce donne pile » et par Fj, ’événement
« le k-iéme lancer de la piéce donne face ».

On appelle « série » une succession de lancers consécutifs amenant le méme coté de la piéce. La série n°1
commence au premier lancer et se poursuit jusqu’a ce qu'un des lancers suivants donne un résultat différent du
premier lancer. De méme, la série n°2 commence au lancer suivant la fin de la série n°1 et se termine au lancer
précédant un changement de coté. On définit de méme les séries suivantes.

Par exemple :

Exemple : PNnPnNn F3 NPAPNPsNPsNPNEgN---.
~—— ~—
Série n°®1  Série n° 2 Série n° 3

L’objet de cet exercice est d’étudier le nombre de séries obtenues.

Pour tout entier n € N*| on note N,, le nombre de séries apparues lors des n premiers lancers. Par exemple, si
I’événement de ’exemple dans la présentation est réalisé, alors on a :

N1=N2:1, N3:2, N4:N5:N6=N7:3 et N8=4

Jusqu’a la fin de l'exercice, on considére un entier n € N*.

1. Déterminer les lois de Ny et Ns.

2. Quel est 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire N,, 7

3. Soit k € [[1,n + 1]. Justifier que l'on a légalité : (Npy1 =k) NPy N Py = (N =k)N Py N Py,
En déduire que : P (N1 = k) N Py N Pypq) = 3P (N, = k)N P,).

Dans la suite, on admet de méme que l'on a pour tout k € [1,n + 1] les relations :

P ((Nny1 = k)N Fo 0 Fpy1)
P ((Npy1 = k) O\ Py N Fpyy) =

1
P((Npt1=k)NF, N Poyy) = %

B((N, = k—1)N Py)
P((N, = k—1)NF,)

4. Montrer que l'on a pour tout k € [1,n+ 1] :

1 1
B(Nuy1 = k) = 5PNy = k) + 5P(N, =k —1).

Pour tout m € N*, on note G, : R — R la fonction pour tout x réel par : G, (x) = Z P(N,, = k)z*.
k=1

1+
5. Montrer que pour tout © € R, on a : G,41(z) = +

Gn(x).

6. Déterminer la loi de la variable aléatoire N,, — 1 & partir de ’expression de G,,.
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SOLUTION DU SUJET 3.12

1. La variable aléatoire N7 représente le nombre de séries apparues en un lancer, elle ne peut donc prendre
que la valeur 1. La variable aléatoire Ny représente le nombre de séries apparues lors des deux premiers
lancers, elle prend donc la valeur 1 si les 2 premiers lancers donnent le méme résultat, la valeur 2 s’ils
donnent des résultats différents. On a

P(Ny=1)=P(PLNP)U(F1NFy)) =P(PNPy) +P(F NFy) =P(P)P(Ps) + P(F)P(F) = =
1
EtP(Na=2)=1-P(Ny=1) = 7
En conclusion, Nj suit la loi certaine de valeur 1 et N3 suit la loi uniforme sur [1, 2].
2. Soit n € N*. Au cours des n premiers lancers, au moins une série apparait (celle contenant le résultat du
premier lancer) et, au maximum, n séries apparaissent (car chaque série contient au moins un résultat).
3. Soit n € N* et soit k € [1,n + 1]. Si Pévénement P, N P, est réalisé, alors le n-iéme et le (n + 1)-iéme
lancers donnent le méme résultat, donc le (n + 1)-iéme résultat contribue a la série contenant le n-iéme
résultat et on a N,, = N,, ;1. On a donc I'égalité entre les deux événements.
Puisque les événements (N,, = k) et P, sont indépendants du (n + 1)-iéme lancer, on en déduit que

1

51?’((Nn =k)NP,)

4. Soit n € N*. Les événements P, N P41, Fy, N Fq1, F, N Py et P, N F, 41 est un systéme complet
d’événements pour les n-iéme et (n + 1)-iéme lancers. Soit k € [1,n + 1]. Par la formule des probabilités
totales, on a donc

P((Npy1 = k) N Py Pag1) =P((Ny = k) N Py)P(Pryy) =

P(Npy1=k) =P(Npy1 =k) NPy N Pyy1) +P((Npi1 = k)N Ey N Fypq)
+P(Npy1 =K)NFroN Ppg1) + P(Npy1 = k)N PN Frtq)

= ZB(Na = K) N P) + 5P(No = K) 1 ) + 2B(Nw = k= 1) N F) + P(No =k~ 1) N Po)
= %IP’(N” = k) + %]P’(Nn —k—1) (FPT avec le SCE [P,, F,))

5. Soient n € N* et x € R. D’aprés la question précédente, on a

n+1 n+1 n+1

G ZP Npg1 = k)z Z}P’ %ZP(ank—l)xk
k=1

Or, P(N,, = n + 1) = 0. Par ailleurs, en effectuant un changement d’indice dans la seconde somme, on

obtient
n+1

> PN, =k-1) Z]P’ w =) =2 PN, = j)2) = 2Gy(z)
k=1 j=0

car P(N,, = 0) = 0. On en conclut le resultat demandé.

. . . . 14+ =z .
6. Soit x € R. La suite (G, (2))nen+ est géométrique de raison et de premier terme G1(x) = .

On a donc, pour tout n € N*, G,,(z) = = (1+$)n_1.
Soit » € N*. On a

n—1 n—1—k n—1 n
n—1\ /x\F (1 n—1\ 1 .. n—1\ 1 .
W= ()G (G R )e=n )
k=0 0 k=1
Par unicité des coefficients d’une fonction polynomiale sur un intervalle, pour tout k € [1,n], on a

P(N, =k) = 2n11(" 1), soit Ny, — 1 < B(n—1,1/2)

B
Il
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SUJET 3.13

Soit p €]0,1[. On note ¢ = 1 — p. Soit (€2, .A,P) un espace probabilisé .
Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur cet espace, mutuellement indépendantes, de loi
géométrique de paramétre p.

On note C la variable aléatoire définie pour tout w € €2, par

Cw) = { ;nax{n € N*

X1(w) < Xo(w) < -+~ < Xn(w)} si Ik € N*, Xp(w) > Xpor (@)

sinon

. Pour tout k € N*, calculer P(X; > k).
. Pour tout n € N*, exprimer 'événement [C = n] a 'aide des événements [X; < X;11].
. Pour k € N*, calculer P((X2 > X;) N (X1 = k)). En déduire la valeur de P(C > 2).

(a) En remarquant que pour tout n € N*  on a l'inclusion suivante :

=~ W N =

[C=0]C[X1 <X2N[Xs < Xy]N---N[Xap—1 < Xop)

montrer que P(C =0) = 0.
(b) En déduire la valeur de P(C' = 1).

1—qag)"
Pour tout n € N*, on pose u,(q) = (1-9) .

(1-q)(1—=¢%) x-x(1—-q")
5. Pour n et k appartenant a N*, montrer que :

P(Xn > Xno1 = = X1 2 k) = un(q) x ¢"*7V

6. Montrer que P(C' > n) = u,(q).

1
(L+qm=t
8. Montrer que C admet une espérance si et seulement si la série de terme général u,(q) converge.

Exprimer alors E(C) en fonction des nombres u,(q) (n € N*).
1

9. Montrer que, pour tout n de N*, on a u,(gq) > =
n!

1—q

7. En simplifiant ; G

pout tout k£ € N*, montrer que, pour tout n de N*, on a : u,(q) <

En déduire une minoration de E(C).
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SOLUTION DU SUJET 3.13
k-1

1. D’apreés le cours : P(X; > k) = ZIP’(Xl =1) Zq’ lp = xp dou P(X;>k)=q¢"L

2. Pour tout n > 2, on a : {C—n}—{X1 XQ}Q{XQ Xstn-- ﬂ{Xn 1 < XN {Xn < Xpga )
3. Par indépendance de X7 et X5 :

P(Xo 2 X1)N(X1=k)=P(Xo2k)-P(Xy=k)=¢""-¢"'p= (q2)k_1p-

N —q 1
Dou:P(C>2)=P P(( N(X; =k)) = —_—
B ) Z L Z 1— ¢ 14 q
4. (a) L’inclusion est claire. Les evenements de droite sont 1ndependants et ont tous la méme probabilité,
1
calculée a la question 2 : P(X; < X;11) =P(X; < Xp) =P(C > 2) = oo
q
1 n
On en déduit : P(C =0) < (1—H1> , ot P(C = 0) =0 (en faisant tendre n vers +00).
(b) OnaP(C =0)+P(C =1)+P(C >2) = 1. Donc P(C=1) = %q
5. Récurrence sur n : Pour n = 1, il vient uy(q) = % =letP(X; >k)=q"".
Supposons la propriété vraie au rang n. Alors, par indépendance de X; avec (Xp41,...,X2) :
P(Xpi1 - ZIP’ > Xy > 1) -P(X; = i) (f. proba tot. avec le SCE (X, = i);)

:ZIP’(Xn > =X 20) - P(Xy=14)  car (Xns1,...,X2) et (Xn,...,X1) sont id. distribués

_Zun n i—1 % qi—lp (par HR)
= nt+1yi—1 1—g¢q n+1\k—1 n+1\k—1

=p X un(q) X Z(q )T = un(g) ¥ T X (") = unga(g) x (") (CQFD).
i=k

6. Par conditionnement avec le SCE (X; = 4);en« puis par indépendance :

] “+ o0
1y k—1 _
=Y P(Xp > 2 Xo 2 k) X P(X1=k) =up1(0) D (") x¢" o =un(g)
k=1
7. Car =% = ! — < 1 si k > 1 (et le quotient vaut 1 pour k = 1).
= 14q4-4¢7F T 14¢q
8. Par 'inégalité précédente, uy(q) — 0, d’ou :
N—+oco
N N N+1
SszmP’(C:n):Zn(]P’(C}n)—]P’( >n+1)) an}’ Z(n—l)]P’(C}n)
n=1 n=1 n=2
N+1 400
=3 PCEm RO RO N+ )= Zlun@ ~uvia@) o, 3 (o) = BC
1 - 1 "
9. Pour n > 2 : u,(q) = > ==

1+l +g+¢®) - 1+g+-+qg*1) 7~ 2x3x---xn nl
“+o0 ~+o00
1 1
et donc E(C) = f(q¢) =2 1+ EQH: Ela:efl.
n= n—=
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SUJET 3.14

Dans cet exercice, A désigne un réel strictement positif.
Pour n élément de N*, on considére un n- échantillon (X, Xo, ..., X,,) de variables aléatoires a valeurs stricte-
ment positives, indépendantes, de méme loi exponentielle de paramétre A.
n

On pose pour tout n dans N* : §,, = ZXk et J, = A\S,.
k=1

1. Calculer pour tout n de N*, E (S,,), V(S,),E (J,) et V(J,).
2. (a) Déterminer une densité de la variable aléatoire J,,.
1 1
(b) Soit n > 3 un entier. Démontrer que les variables aléatoires 7 et ﬁ admettent chacune une
espérance et donner leurs valeurs respectives.

(¢) Soit n > 3 une entier. On pose Ap = Sﬁ

Justifier que )\n est un estimateur de A. Est-il sans biais 7 Est-il convergent ?

3. Soit « €]0, 1[. Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du paramétre A\ au
risque a.. On note ¢ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u,, le réel strictement
positif tel que ® (uq) =1—%.

Sn

(a) Démontrer que la variable aléatoire N,, définie par N,, = A—= — y/n converge en loi vers une

NG

variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

(b) Justifier que, pour n assez grand, on a approximativement : P ([—uq < N, < to]) =1 — a.

n

(c) Montrer que, pour n assez grand, U'intervalle [(1 — “—\/%) (1 + “—“) X\n est un intervalle de

confiance de A au risque «.
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SOLUTION DU SUJET 3.14

1. La variable aléatoire S,, admet bien une variance comme somme de variables aléatoires qui admettent des

moments d’ordre 2. Puis on a E(S,,) = ZE(Xl) = ; et, par indépendance, V(S,,) = ZV(Xi) = %
i=1 i=1

d'ot E(J,) = n et V(J,) = A2V (S,) = n.

2. (a)

(b)

()

OnalJ, = Z AXj. Mais, pour k € [1,n], X; < E(X) donc AXy, — £(1). Par indépendance, on a

k=1
tn—le—t

donc J, = v(n) et une densité de J, est : f; :t— m1]0,+oo[(t)~

oo L(n—1)

Sous réserve de convergence (absolue), par transfert : E (Jl ) = / ;fjn t)dt = ——+ =
" 0 1

1

(1)’
Puis, sous réserve de convergence (absolue), on a, toujours par le théoréme de transfert :

1 oo q 1 1
" (J) :/o gl =G =2 = gy

e La variable aléatoire \, = Sﬁ est une fonction du n-échantillon i.i.d. (X1,...,X,) de loi £(A) :
c’est un estimateur de A. De plus E (X;) =nA\E (%) = donc X; est un estimateur biaisé de
n n J—

A

*Ona: V<X;) :E(X;2> B (E (5\;))2 - (n—?)?n—% B (nn—/\1> njwo

Ainsi, comme le biais de X; converge vers 0, X; est un estimateur convergent de .
Autre idée : (%)n converge en proba vers 0 (loi faible des GN) et on compose par x — + (continue).

n

S, = ZXk a pour espérance n/\ et pour variance n/A\?. Les (Xk)pen sont indépendantes et
k=1
ont une variance non nulle. Ainsi (théoréme central-limite) la variable aléatoire centrée réduite
Sp— %
A

= N,, converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

S

Pour n assez grand, on peut supposer que N,, < A(0,1). Ainsi :
P(—ug < Np S tg) @ P (ug) — P (—uy) =20(uy) —1=1-—a.

On a les équivalences :

o) ()] -
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SUJET 3.15
1
On définit la suite (I, )nen+ par, ¥n € N* I, = / (1 —t)e") dt.
0

On admet que I, ~ T
n—+oo \l 2n

n
.Tk

Enfin, on pose pour tout n de N* et tout z de R, : P,(z) =e™* "k
k=0

T
1. (a) Montrer que Va € R,Vn € N*,/ e 't"dt = n!(1 — P,(x)).
0

e—nnn-i-l

(b) En déduire que : Vn € N*,1 — Py(n) = ——In.
n!
(¢) Donner un équivalent de 1 — P, (n) quand n tend vers +oo.

(d) Ecrire une fonction Python f(n) qui renvoie la valeur P,(n) pour n entier naturel non nul donné.
On pourra utiliser la fonction exp (exponentielle) mais pas la fonction factorial (factorielle).

2. Soit (Xj)ken+ une suite de variables aléatoires, définies sur un espace probabilisé (2, .4, P) mutuellement
indépendantes, suivant toutes la loi de POISSON de paramétre 1.
S, —n
vnoo

n
On pose alors, pour tout n de N*, .S, = Z XpetY, =
k=1

(a) Quelle est la loi suivie par S,, pour tout n de N*?

(b) En déduire que ngrfoo P,(n) = % En déduire un équivalent de n!
Soit X une variable aléatoire défini sur (€2, A,P). On note M(X) = {z € R/P(X <z) < 1 <P(X < 2)}.
3. (a) Montrer que :Vn € [2,4+o0o[,Vz € R, P,(z) = Pyy1(z) + P, (x).

(b) Montrer que (P, (n))n>2 et (Pp—1(n)),>2 sont adjacentes.

(¢) En déduire que si X est une variable aléatoire suivant la loi de POISSON de paramétre n, ol n est
un entier supérieur & 2, alors M(X) = {n}.
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SOLUTION DU SUJET 3.15

1.

(a)

Soit € R et n de N*. On applique la formule de TAYLOR avec reste intégral & 'ordre n, a la
fonction g : x — e™* qui est de classe C* sur R, avec a = = et b = 0.
(0 —a)k o 0—t)"
g(0) =3 00" w4 / Q=" w0 )z,
k! n!
k=0 z
-~~nxk7w 3vtmft : wnft
Soit ici Z —e T4 —e 'dt =1 soit nl(1 — P,(z)) = t"e "dt.
=0 0 n' 0
Autre idée : récurrence...
1 n
1= Py(n) = — / t"e~'dt. Le changement de variable t = n(1 — u) donne le résultat.
n! Jo

P efnnn+1

1-P, ~ 4] — X
() 2n n!
def f(mn):
u,s=1,0
for i in range(n+1):
s=s+u

u=ux*n/(i+1)
return s/exp(n)

Par théoréme de stabilité, on sait que S,, < P(n).
" pk S, —n 1
Po(n) = kz:o e = P(Sa <n) = P( o= < 0), = ®(0) = (en utilisant le TCL)

1
Donc 1 — P,(n) — 3 Dot n! ~ /27 x (2)" (d’aprés Qlc).

n—-+oo

L gkt
P 1(z) = —Poja(z) +e7° ]; G - @)+ Paa).
Soit n 2 2. Pryi(n+1) = Po(n) = Poa(n+1) = Prya(n) — Py yy(n).
n+1
TAYLOR avec reste int. & Vordre 1 : P,y 1(n+ 1) = Pyy1(n) + P, 4 (n) +/ (n+1—t)P; (t)dt.

n

Donc P,41(n+ 1) — P,(n)

n+1
/ (n+1—2¢)P) (t)dt.

e—ttn
/! —
OrVvtenn+1],P) (t) = m

Donc Ppi1(n+1) — Py(n) <0.

(t— (n+1)) <0. Avec égalité uniquement si t = n + 1.

n+1
De méme : P,(n+1)— P,_1(n) = P,(n+1) — P,(n) — P.(n) = / (n+1—t)P!(t)dt.

7ttn71
Or:Vten,n+1],Pl(t) = ¢ py (t —n) > 0. Et on a encore P,(n+ 1) — P,_1(n) > 0.

Donc (P,_1(n))ns2 est strictement croissante et (P, (n)),>2 est strictement décroissante..

n" 1
Enfin : Vn > 2, Py(n) — Po_1(n) = e " ~ ~ 0
Hm (n) Hn) = e o~ o

Donc les deux suites (P,—1(n))n>2 et (Py(n))n>2 sont adjacentes et convergent vers 1/2.

1 1
L’entier n € M(X) car : P,,_1(n) < 5 < P,(n) ©P(X <n) < 5 < P(X < n).

Sim<n:IP’(X<x)gIE”(Xén—l)<%.Doncx§éM(X).Six>n:]P’(X<x)2]P’(X<n)>
Donc = ¢ M(X).

DN | =
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SUJET 3.16

1. Soit A = (_“b i) € My(R).
(a) Montrer que X2 — (a + ¢)X + ac + b est un polynéme annulateur de A.
(b) Donner un polynéme annulateur non nul de A de degré minimal.

(¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour qu’elle soit
inversible.

(d) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour que A # 0 et
A% =0.

(e) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour qu’elle soit
diagonalisable.

2. Soient X,Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P) indépendantes et
suivant toutes deux la loi géométrique G(p) avec 0 < p < 1. On pose, pour tout w € 2

_(Xw) 1
A(w) = (Y2(w) 1>
(a) Déterminer ’événement « A est diagonalisable ». Calculer sa probabilité.

(b) Calculer la probabilité que A% = 0.

3. Soient X,Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, .4, P) indépendantes
telles que X suit la loi uniforme ([0, 1]) et Y suit la loi de BERNOULLI B(1/2)
Pour tout t réel, pour tout w € 2, on pose

_ (X(w) 1
aor = (551 ()
On note D; I’événement « la matrice A; est diagonalisable ».

(a) Calculer P(Dy).
(b) Exprimer P(D;) a l’aide de Fx la fonction de répartition de X.



110 ESCP 2023 — Oral

SOLUTION DU SUJET 3.16

2
9 a“—b a-+ec y
1. (a) Le calcul donne A¢ = < b 2 >7 d’ou

A2 —Tr(A)A = A% — (a+c)A = (ac+ b)I, = det(A)L,.

(b) Les polynomes de degré 0 ne sont annulateurs que pour la matrice nulle, ce qui n’est pas le cas ici.
Un polyndme de degré un a(X — A) est annulateur de A ssi A = —als ce qui n’est pas le cas ici.
Donc le polynéme trouvé a la question précédente est annulateur de degré minimal.

(¢) La matrice A est inversible si et seulement si 0 # det(A) = ac + b.
(d) Le systéme de 4 équations A? = 0 se simplifie en a + ¢ = ac + b = 0.

(e) e Si la matrice A admet deux valeurs propres distinctes (A = (a — ¢)? — 4b > 0, elle est
diagonanilisable .

e Si la matrice A admet une unique valeur propre, elle n’est pas diagonalisable, car, sinon, elle
serait déja diagonale.

e Si la matrice A n’admet pas de valeurs propres elle n’est pas diagonalisable.
La CNS demandée est donc (a — ¢)? — 4b > 0.

2. (a) Par la question précédente, 'événement « A est diagonalisable » est D = [(X — 1)? +4Y? > 0].
Comme (X —1)%2 +4Y?2 > 0, par indépendance et lois suivies, on a :

P(D) = P([(X—1)*4+4Y? =0]) = P([(X-1)* = 0)N[Y? =0]) = P(X = 1)xP(Y =0) =0=P(D) =1

(b) Toujours par la question précédente [42 = 0] = [X = 1] N[X + Y2 = 0]. Donc :

Autre idée : sans calcul, remarquer directement que, comme A # 0, on a D C [A2 = 0].

3. (a) Par la premiére question P(Dy) = P(X # Y). Or la variable X charge deux points alors que la
variable Y est continue et ne charge pas les points. Ainsi P(Dgp) = 1.

(b) De nouveau P(D;) = P((X —Y)? —¢ > 0). On calcule donc pour ¢ > 0

P(X-Y)Y >t)=P[(X -Y) >Ny =0)+P([(X -Y)>>t]n[Y =1])
P(X?2 >Ny =0)+P([(1-X)* >Ny =1])

= %P(XQ > 1)+ %1@([(1 —X)2>t]) = % (]P’(X >V +P(X <1- \/Z))

Donc
P(D) = 5 — 3 Fx (VD) + 5 Fx(1 — Vi)

Bien entendu, P(D,) = 1 lorsque ¢ < 0. En conclusion

1 si t<0
1_ 1 1 _ : =
P(Dt):{z IFx(VH) + iFx(1=+t) si t>0 _ 1-vi si O<t<l

= < -
1 si t<0 0 s t>1
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SUJET 4.1

e*’u.

Nz

+oo
Justifier la convergence de 'intégrale / p(u) du, notée K.
0

1. Soit la fonction d’une variable réelle ¢ : u —

+o0 —u
2. Déterminer ’ensemble D des réels > 0 pour lesquels 'intégrale / S du converge.
0o Vu(utw)

+oo e~

o Vu(utuz)

3. Déterminer le sens de variation de F' sur D.

On note alors F(z) =

On admet que la fonction F' est dérivable sur D et qu’elle vérifie

1
! — —_ = = —
Ve e D, x F'(x) (J: 2)F(x) K.
Pour tout « € D, on pose G(z) = /xe @ F(z).

4. Justifier qu’il existe une constante C € R telle que
VezeD, G(x):C—K/go(u)du.
0

5. Déterminer la limite de G en 400, et en déduire une relation entre C' et K.
6. (a) Prouver la convergence et calculer l'intégrale
oo 1
J= A m dt
(on pourra utiliser le changement de variable w : t — \/t aprés Uavoir justifié).

(b) Soit x € D. Prouver la convergence de l'intégrale

+oo eftx

0o Vi(t+1)
(c) Montrer que

lim
z—0t

—dt — dt| =0.

ViE(t+1) o VE(t+1)
(d) En déduire la limite de G en 0, puis la valeur de C.
7. En déduire la valeur de K.

|: +o0o e—ta: +oo 1
0
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SOLUTION DU SUJET 4.1
1. pru— % continue sur R* , ¢(u) It u=? et p(u) = o (u?) en 4o0; donc K converge.

. e ; < * aqi .
2. o friur T (o) continue sur R* ssiz > 0;

—3/2

e pour x =0, fo(u) ~u d’intégrale divergente ;
0

e pour z >0, fu(u) o @ d’intégrale convergente, f,(u) = o (u?) en +oo, donc F(z) converge.

Ainsi et D = R7.
3. Pour tout u € RY , 2+ f,(u) décroissante, donc F' aussi.

4. La fonction G est dérivable sur D et pour tout = € D, d’aprés la relation admise,

SW Fz) — Ve @ F(z) +vze™® F'(z) = eﬁ eﬁ
Les fonctions G et H : x+— —K [ ¢(u)du (bien définie car ¢ a une intégrale convergente en 07) ont
la méme dérivée sur I'intervalle R7 , donc y différent d’une constante.

—X

1

G'(z) = {a: F(z) — (ac - 5) F(m)] - K

5. La fonction F est décroissante, positive et a une limite finie en 400, donc G(z) = /xe™* F(z) P 0
Tr—r+00

par croissances comparées.
D’autre part, par convergence de K, G(z) = C — K [ ¢(u) du —= C—-K?;dou C=K?2.
Tr—r+00

6. (a) Le changement de variables ¢ — v/t = u est de classe C! bijectif de ]0, +oo| sur ]0, +oo[. L'intégrale

+oo )
demandée et / du = 7 sont de méme nature et égales. Donc J = 7.
0

u? 41
(b) Par changement de variables u — u/x =t (pour x > 0) on obtient

1 +oo e—tw

FO=7 ) Ve

donc l’intégrale converge.

T dt
— <=

A VEEt+1) 2

m

(c) Soit € > 0. Par convergence de J, il existe A > 0 tel que

Par continuité de exp en 0,
€
I>0,VueR, 0<u<sny = |e’“—1|<2—
T

Alors, pour tout = € [0,n/A4],

+oo —tx A | —tx 400
-1 dt
L dt-J’g et PN S LR S

0o Vi(t+1) o Vi(t+1) A VE(t+1) 2m” 2

d’ot la différence des intégrales tend vers 0 quand z tend vers 0.
(d) D’apres c)

+o0o e—tm

dt
0 \/E (t —|— 1) z—01

D’autre part, liIPG = (C' car l'intégrale de ¢ converge en 0; d’'ou C' =m.
0

G(z)=¢e"

7. D’aprés 5, K =+/C = /7.
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SUJET 4.2

Pour tout x réel, on note |x| la partie entiére de = et {z} la différence z — |z].

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, .4, P), indépendantes a
valeurs dans [0, 1, qui suivent la loi uniforme sur cet intervalle.

1. Déterminer la loi de X +Y puis de | X + Y| et calculer l'espérance E(|X +Y|).

2. Déterminer la loi de {X +Y}.

On considére une suite (X),>1 de variables aléatoires définies sur (€, A, P), indépendantes de méme loi
que X.

n
On pose S, = ZXk.
k=1
3. (a) Ecrire une fonction Python simulPE2S_n(n) qui réalise la simulation de |S,,].

(b) On exécute le programme suivant

y = np.zeros (10)
> for n in range(1,11):
esp = 0
for k in range(10000):
esp += simulPE2S_n(10%n)
; y[n-1] = esp/10000
7 print(y)

qui affiche [ 4.5009 9.5047 14.4965 19.4956 24.464 29.5111 34.4629 39.4877 44.4961 49.4689]
En admettant que E (|S,]) est une fonction affine de n, faire une conjecture sur cette
espérance.

4. (a) Etablir que pour tout entier n et tout z réel, |n+ x| =n + |z].
(b) Montrer que pour tout x réel et y € [0,1], {z +y} = {{z} + y}.
5. En déduire, pour tout n € N*, la loi de {5, } puis E (|S,]).

S,
6. (a) Montrer que la suite de variables aléatoires ({n}) converge en probabilité vers 0.
N>

[Sn]

1
(b) En déduire que la suite de variables aléatoires ( ) converge en probabilité vers 3
n=1
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SOLUTION DU SUJET 4.2
1. X +Y est a valeurs dans [0, 2[ et une densité de X + Y est h, définie par, Vo € R,

+oo 1
h(x):/ fx(x—t)fy(t)dt:/o Fxla — t)dt

—o0
Or fx(x—t)=1sixz—te€][0,1], 0 sinon. D’ou :

Osiz<Oouwxw>2
hz) = zsizel0,]1]
2—xsixel]l,?

IX+Y|(Q) Cc{0,1} et P(|IX+Y]|=0)=P(X+Y €[0,1) =P(X+Y <1) :/lmdx: %
0
Donc P(|X +Y|=1)=1 aussi, dot [X + Y|~ B(3), et E(|X+Y])=1.

2. On utilise le SCE <LX +Y]=0,|X+Y]|= 1). Six e [0;1],

P({X+Y}<a:):P<({X+Y}<J:)ﬂ(LX+YJ:O))+P(({X+Y}<x)ﬂ(LX+YJ:1))
T 14+x
:P(0<X+Y<a:)+P(1<X+Y<1+x)=/ tdt+/ (2 —t)dt = z.
0 1

Stz <0, P{(X+Y}<z)=0,etsiz>1,P{X+Y}<z)=1 Dou{X + Y}~ U([0;1]).
3.
\K import numpy.random as rd, numpy as np
def simulPE2S_n(n):
S=0
s for k in range(n):
St=rd.random ()
6 return np.floor(S)
7 #ou S=sum(rd.random(n))

n—1

(b) On conjecture que E([S,]) est égal a “5=.
4. (a) Ona:|z/]<z<|z|+1l,doan+|z]<n+z<(n+|z])+1
(b) {z+y} ={le] +{z} +y} = [z] +{a} +y - [lz] +{} +yl = 2] +{a} +y - [2] - {a} +u) =
{{z} +u}
5. On montre par récurrence sur n que {S,} ~» U([0; 1[). Pour n = 2, c’est la question 2.
Pour I'hérédité : {Sp11} = {Sn + Xnt1} = {{Sn} + Xnt1}, avec {Sp} ~ U([0;1]) et X1 ~ U([0; 1]),
les deux variables étant indépendantes. On applique la question 2.
De plus, S, = [S,,] + {Sn}, d'ott par linéarité : E(|.S,]) = E(S,) — E({S,}) =2 — 1 =251
6. (a) Ve >0, P(% >¢) = P({S,}) =2 ne) =0sine > 1, donc pour n assez grand. D’ou le résultat.
{Sn}

b) La suit
(b) asule( .

> converge en probabilité vers 0,
n>=1

et la loi faible des grands nombres montre que ‘S;L converge en probabilité vers %,

d’ott puisque % =5 %, % converge en probabilité vers 1.
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SUJET 4.3

Soit n € N*, on note M,,(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
SiM € M, (R), on désigne respectivement par Ker(M) = {X € M,,1(R) | MX =0}etIm(M) ={MX | X ¢ M,,1(R)}
le noyau et I'image de M.
On dit qu'une matrice M € M,,(R) est involutive si M? = I ot I est la matrice identité d’ordre n.

1. On considére une matrice involutive A de M,,(R).

(a) Montrer que Ker(I — A) et Ker(I + A) sont supplémentaires. En déduire que A est diagonalisable.
(b) Montrer que Tr(A) € [—n,n]. Etudier la parité de Tr(A) en fonction de celle de n.
(¢) Que peut-on dire de plus sur les sous espaces Ker(I — A) et Ker(I+ A) lorsque A est aussi symétrique
(M 1(R) est muni du produit scalaire canonique).
2. Dans cette question, on considére deux matrices involutives A et B de M, (R).
(a) Développer et simplifier les produits (A + B) (A — B) et (A— B) (A + B).
(b) Montrer que Im(AB — BA) C Im(A + B)NIm(A — B).
(c) Prouver que Im(AB — BA) = Im(A + B) NIm(A — B).

3. On se place dans le cas oit n = 2 et on considére les matrices

0 1 1 0 -1 -1
=] o) m=(gg)em=1( )

(a) Existe-t-il Z € M3(R) qui soit solution de I'équation MZ — ZM = N; ?

(b) On cherche maintenant a savoir s’il existe une matrice involutive A qui vérifie MA — AM = Ns.
Montrer que 'on a nécessairement Tr(A) = 0. En utilisant la question 2.(c) déterminer ’ensemble
des possibilités pour une telle matrice involutive A.

(c¢) Si A et Z sont deux solutions de I’équation MU — UM = Ny d’inconnue U € M3(R), que peut on
dire de la matrice Z — A? En déduire I’ensemble des solutions de ’équation MU — UM = Ns.
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SOLUTION DU SUJET 4.3

1. (a)

Avec le cours ou par vérification immeédiate, on voit déja que Ker(I — A) N Ker(I + A) = {0}.
1

1
De plus, si X € M, 1(R), on peut écrire X = 5 (I+AX+{I-A)X) = 5 (X1 + X5) avec
(I-A)X, =T+ A)Xs = (I - A%)X = 0, et par suite M, 1(R) = Ker(I — A) + Ker(I + A).
Finalement, on a bien M, 1(R) = Ker(I — A) & Ker(I + A) et le cours nous dit alors que A est
diagonalisable.
Comme A = R~ DR avec R inversible et D diagonale, il vient Tr(A) = Tr(R"'DR) = Tr(DRR™!) =
Tr(D) = dim(Ker(I — A)) — dim(Ker(I + A)) = 2dim(Ker(I — A)) — n. Si n est pair, on voit que
Pensemble des valeurs possibles pour Tr(A) est 'ensemble des entiers relatifs pairs de [—n,n].
Lorsque n est impair, cet ensemble est celui des entiers relatifs impairs de [—n, n].

) Dans ce cas les sous espaces Ker(I — A) et Ker(I + A) sont des supplémentaires orthogonaux.
) Comme A% = B?(= 1), on trouve (A + B) (A— B) = BA— AB et (A— B)(A+ B) = AB — BA.

SiY = (AB — BA)X, on exploite la question précédente on observe que
Y =(A-B)(A+B)X = —(A+B)(A-B)X € Im(A+ B)NIm(A — B),

ce qui implique bien I'inclusion voulue.

On écrit Y = (A+ B)X; = (A — B)Xz, avec 2 (a) il vient (A — B)Y = (AB — BA)X; et
(A+ B)YY = —(AB — BA)X,, dou 2AY = (AB — BA)(X; — X»).

Comme A? = I, on obtient

2Y = A(AB — BA)(X, — Xo) = (B— ABA)(X, — X3) = (BA— AB)A(X, — X,) € Im(AB — BA).

L’inclusion réciproque est donc prouvée et par suite In(AB — BA) = Im(A + B) NIm(A — B).

Supposons qu’il existe Z € Mz (R) vérifiant cette équation, en appliquant la trace a cette égalité on
obtient 0 = Tr(MZ) — Tr(ZM) = Tr(N1) = 1 ce qui est absurde. Il n’y a donc pas de solution.
D’aprés la question 1. (b), Tr(A4) € {—2,0,2}.

Supposons que Tr(A) = —2 (resp. Tr(A) = 2), comme A est diagonalisable (cf. 1. (a)) et que
Sp(A) C {—1,1}, la seule possibilité est A = —I (resp. A = I) ce qui est impossible d’aprés
I'équation. On a donc nécessairement Tr(A) = 0. Avec la question 2. (c), on voit que on doit avoir
Im(A+ M)NIm(A— M) =Im(MA - AM) = Im(N3) = Vect(1, —1), ce qui implique que 'une des
deux matrices A+ M ou A — M est non inversible et non nulle.

Par suite, on a nécessairement Im(A + M) = Vect(1,—1) ou Im(A + M) = Vect(1, —1).

Si Im(A + M) = Vect(1,—1) (resp.Im(A — M) = Vect(1,—1) ), la somme des coefficients de chaque
colonne de A + M (resp. A — M) est nulle et comme Tr(A) = 0 il en résulte que 'on peut écrire
A avec un seul paramétre que 'on détermine facilement en calculant par exemple le coefficient
(MA—AM)q ;.

La vérification que les deux matrices trouvées sont bien involutives est triviale.

L’ens. des A involutives vérifiant M A — AM = N5 est donc {( 33 32 ) , ( 31 32 )} .

Si A et Z sont deux solutions se 'équation MU—UM = Na, on observe que M (Z—A)—(Z—A)M =0
et par suite que Z — A appartient a ’ensemble C des matrices qui commutent avec M que 'on
détermine facilement. En prenant pour A 'une des deux matrices trouvées précédemment, il en
résulte que ’ensemble S des solutions de I’équation MU — UM = N est donné par S = A + C.

Finalement, on trouve
- 2+S 1+t 2
5‘{( 34t -2+ > [ (s:t) €R }
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SUJET 4.4
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (02, A, P).
e Si A est un événement de cet espace, on note 14 la variable indicatrice de I’événement A.

e X est une variable a valeurs positives admettant une espérance non nulle. On note F' sa fonction de
répartition.

e (X, )nen est une suite de variables indépendantes a valeurs positives suivant toutes la méme loi que X.

n
e Pour tout entier n > 1, on note S, Z X, et F, la fonction de répartition de S,,.
k=0
e Pour tout w € §, pour tout ¢ > 0, on note N;(w) le plus petit entier n > 0 tel que Sy, (w) > t.
On admet que N; est une variable aléatoire.

e Pour tout ¢ > 0, on note M (t) = E(V;) lorsque cette espérance existe.
1. Soit ¢ > 0. Pour tout n € N*, montrer que P(N; =n) = F,,_1(t) — F,.(t).
2. On suppose dans cette question seulement que X suit la loi exponentielle de paramétre 1.

(a) Ecrire une fonction Python N(t) qui réalise une simulation de la variable N; (la fonction exponential (1)
de la bibliothéque random de numpy simule la loi £(1)).

(b) Pour tout n € N, montrer que P(N; =n) = /Ot (sn_ i / 7e—wdx
(c¢) En déduire la loi de N, Pexistence de M (t) et sa valeur.
On revient au cas général.
3. Montrer qu’il existe a > 0 tel que P(X > a) > 0. On note alors p = P(X > a).
4. (a) Montrer que e~ < exp (—al[xs,). En déduire que E(e™) <1 —p(1 —e™%).
(b) En utilisant 'inégalité de MARKOV, montrer que :

5. Montrer que M (t) est défini pour tout ¢ > 0 et que : M (¢ Z Fo(
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SOLUTION DU SUJET 4.4

1. (N; = n) est réalisé si et seulement si (S,, > ¢) est réalisé et (S,,_1
(Sp > )N (Sp—1>t) = (Sp > t) \ (Sp—1 > t). Do P(Nt =n
(Sp—1>1t) C (Sp >t). Ainsi, P(N; =n) = (1 = F,(t)) — (1 —

2.

A

1 import numpy.random as rd
def N(t):
s=0
n=0
5 while s<=t:
6 s—s+rd.exponential (1)
7 n+<:1
8 return n

N

t) aussi, c’est & dire
= P(S > t) — P(S,-1 > t) car
—1(t) = Fua(t )_Fn(t)'

A\/

xn—l

¢
(b) On a S,_1 ~ v(n), d’on, pour t >0, F,,_1(t) = / — e “dz.

n

¢

x

De méme F),(t) = / —e “dz, d’ou le résultat par la question 1.
o N

tn
(c) On intégre par parties Fj,_1(t), et on obtient : P(N; = n) = —'e_t d’ou Ny ~ P(t).
Ainsi E(N;) = t.
3. Comme X est positive, on a P(X < 0) = P(X = 0); donc P(X < 0) < 1, puisque sinon on aurait
E(X) =0, ce qui est absurde.

1 1
De plus, [X < 0] = ﬂ {X < ], d’ou, par décroissance, P([X <0]) = lim P( [X < } )
n

n—-+o0o n
neN*

Ainsi : 3k € N*, P([X < 7]) <1, dou P(X > 1) > 0.
4. (a) La variable X est positive, d’ott X > al|x~,) par disjonction des cas [X > a] et [X < a].
Do —X < —aljx-q) et on compose par 'exponentielle. D’ot I'existence de I'espérance, et :

E(e™™) < E(exp(—al{xsq)) = P(X >a)e *+ P(X <a)=pe “+1—-p=1—p(l—e%).

n+1 n
(b) L’espérance E(e~5") existe et vaut (E(e_X)> car e % = H e Xk

D’out d’aprés MARKOV :

5. D’aprés la question 1 cela revient & étudier la série Z F,_1(t) — Fo(t)).
n=1
On sépare la somme partielle en deux et on réindexe :

N N-1 N—1
D o n(Foi(t) = Fu(t) = Y (n+1)F, ZnF =Y Fu(t) = NEy(1).
n=1 n=0 n=1 n=0

L’inégalité de la question 4b montre que NFy(t) tend vers 0, et que la série ZF;C (t) converge par
k>0

comparaison a une série géométrique, d’ott la conclusion.
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ﬂ
\/ﬂ '

En utilisant le changement de variable u = t2/2, que I’on justifiera, montrer la convergence de I'intégrale

1. Soit la fonction d’une variable réelle ¢ : u —

f0+°o ©(u) du, notée K, et calculer sa valeur.
o

2. (a) Déterminer ’ensemble D des réels x pour lesquels la série de terme général \/%I , n € N* converge.

too e—ne
Pour = € D, on note alors f(z) = Z .
n=1 \/ﬁ
(b) Montrer que pour tout x € D,
+oo e~ uT +o0 e uw
—dugf(x)g/ du .
1 Vu 0 Vu

(¢) En déduire un équivalent de f(z) quand z tend vers 0.

3. Pour tout n € N* on pose

n 1
S, = — et U,=85,—2vn.
27k Vi

(a) Prouver que la suite (U, )nen+ converge (on pourra étudier U,4+1 — Up,).

nx

(b) Justifier que pour tout x € D la série de terme général S, e~ "* converge.

On note alors h(zx) sa somme.

On admet que si (an k) (n,k)en2 est une famille de réels positifs tels que

—+o0
® pour tout n € N7 la série E an L converge (on pose An = E amk)7
k k=0

e la série E A,, converge
n

+oo “+ o0 “+ o0 400 “+o00 +oo
alors Z Z an. | existe et Z Z anj | = Z Gk |-
k=0 \n=0 n=0 \k=0 k=0 \n=0

(¢) Exprimer h(x) en fonction de f(x) pour x € D.
(d) En déduire un équivalent de h(z) quand z — 07 .

+oo
4. Montrer 'existence de Z Vne ™ et en trouver un équivalent quand z — 0% .

n=1
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SOLUTION DU SUJET 4.5

1. Par changement de variable t — t2/2 = u et densité de la loi normale,
+oo 5
K:\@/ e U /2dt =7
0
NB : le théoréme de changement de variable donne la convergence de 'intégrale.
. —nx P . ol o - 1 . Lo
2. (a) Siz <0, v m +o0o donc la série diverge; si x = 0, la série ) NG diverge; si x > 0,

g \/ﬁ =0 ( ) donc la série converge (absolument); et D =R .

(b) Par décroissance de u C:/zg (pour tout x > 0) comme produit de fonctions décroissantes positives

(ou étude de fonction), et convergence de la série, donc des intégrales, on obtient

/+OO e uz ) +o0 e~ UL
du < f(z </ du .
1 Vu ( 0 Vu

(¢) Le changement de variables u — uxz =t (pour > 0) donne

1 [Tt -

1 [tee
sl pasiwsg [ Ga

5

d’ott par encadrement /z f(z) — K = /7, soit f(x) ~
z—0+ o+

3. (a) On a par quantités conjuguées

1 _ 2 _ Vvn—+n+1 . -1 N _;
Vil Vn+vn+1 n+1 (f—i—\/n—&—l)_\/m(\/ﬁ_’_\/mf oo 4n3/2

de signe constant et terme général de série convergente ; done (U, )pen+ converge (vers L).
(b) Ainsi, S, —2y/n— L=o0(yn), donne S, ~2+/n puis S,e "* =0 (1/n?) et la série converge.

(¢) Pour z > 0, par la permutation admise, aprés en avoir vérifié les conditions,

Un+1_Un =

=3 | (S ) | -2 e - X [ ] -
7n=1 k::l\/E f 71@:1 Vkl-er] 1-e
- VT
(d) D’apres 2.c) et 3.c), h(z) ol vo R
4. Pour x >0, on a y/ne " =o (1/n2) , donc la série converge.
On pose g(z Z Vne ",
n=1
La suite convergente (U, )nen+ est bornée (par M), donc
. Me™® M h(z) VT
| )—2g(x |7 1—e rlvd — =o(h(z)) donc g(::c)oal—2 N 53
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SUJET 4.6

1. Soit P un polynéme de degré k > 0 et de coefficient dominant 1 tel que : Vo € R, P'(x) = kP(x) .
(a) Montrer que 0 est une racine de P.
(b) En déduire qu’il existe r € N*, r < k et @ un polynome ne s’annulant pas en 0 tels que :
Vz eR, P(z) =2"Q(x).
(c) En conclure que : Yz € R, P(z) = 2*.

Soit n € N* et A une matrice carrée d’ordre n non nulle.

2. (a) On note Z(A) 'ensemble des polynémes non nuls annulateurs de A. Justifier Pexistence de

min deg(P). On note r ce minimum.
PeZ(A)

(b) Montrer qu’il existe un unique polynéme annulateur de A de degré r et de coefficient dominant 1.
On note I14 ce polynéme et on 1’appelle le polyné6me minimal de A.

3. On suppose dans cette question qu’il existe une matrice carrée B d’ordre n € N* telle que AB — BA = A.

(a

Montrer par 'absurde que A n’est pas inversible.

)
(b) Etablir que pour tout k € N, kA* = AkB — B Ak,
(¢) En déduire que AIl’,(A) = 0.
(d) En conclure que A™ = 0.

4. On suppose maintenant qu’il existe B et C' carrées d’ordre n telles que AB— BA=A+C et BC =CB.
Montrer qu'’il existe m € N* tel que (A + C)™ = 0.
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SOLUTION DU SUJET 4.6

1. (a)
(b)

(d)

On évalue la relation donnée en x = 0, ce qui donne 0P’(0) = kP (0) avec k non nul, d’ot P(0) = 0.
Soit r lordre de multiplicité de 0 pour le polyndéme P. Alors r € [1, k] et il existe @ € R[z] tel que
P(z) = 2"Q(x), avec Q(0) # 0.

On a en dérivant : 2 P'(x) = z(r2"1Q(z) + 2"Q'(2)) = ra"Q(z) + 2" Q' ().

D’otl, d’aprés I'hypothése, r2"Q(x) + 2" Q' () = kx"Q(z).

On simplifie par z". En 0, cela donne rQ(0) = kQ(0), d’ou k = r et puisque P est unitaire :
P(z) = 2*.

) {deg(P),P € Z(A)} est non vide et inclus dans N*, donc cet ensemble admet un minimum.

Unicité : par 'absurde, si P et () sont deux polynomes disctints de degré r et unitaires, alors P — Q
est non nul de degré inférieur ou égal & r — 1 et annulateur de A, ce qui contredit la minimalité de 7.

Existence : si P est un polynéme non nul de degré r annulateur de A et de coefficient dominant «,
alors éP convient.

Si A est inversible, alors ABA™! — B = I,,, d’ou tr(ABA™! — B) = n, c’est a dire
tr(ABA™') —tr(B) = 0 = n, ce qui est absurde.

Par récurrence sur k. Initialisation pour k = 0 triviale. Hérédité : on a

AFIB — BAMY = A(AFB — BA*) + ABA* — BAM! = AkA® + (AB — BA)AF = AR 4 AR
= (k+1)A,

T

Posons T4 (z) = apz®. Alors IT, ( Z kapa® 1, don I, ( Z kagx”.

Lo k=0 k=1
Ainsi :

AIl, (A) = ikakAk Zak A¥B — BAF) = (ZakAk)B B<Zak14k)
k=1

= k=1
= T14(A)B — BII4(A) = 0.

Par unicité de m4, on a : Il (z) = LzIT) (2), soit rIla(z) = 211y (z),
d’ou IT4(x) = 2", en utilisant la question 1.

4. Posons A’ = A+ C, alors AB— BA' = (A+C)B—B(A+C)=AB+CB—-BA—-BC=AB—-BA=A'
Dot si m est le degré du polyndéme minimal, alors A" = 0, c’est a dire (A 4+ C)™ = 0.
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SUJET 4.7
Soit (E, (, )) un espace euclidien, p et ¢ deux projecteurs orthogonaux non nuls de E.
1. Montrer que pour tout = de E, on a ||p(z)|| < ||z|]-
2. En déduire que si A est une valeur propre de po g, on a |A| < 1.
3. Montrer que pour tout x de E, on a (p(z),x) = ||p(x)|]*.
En déduire que si A est une valeur propre de po g, on a A > 0.
4. Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.
(a) Soit f=pogop.
Montrer que I’endomorphisme f de E est symétrique et que Im(p) est stable par f.
(b) Montrer qu'il existe une base de Im(p) formée de vecteurs propres de p o q.
(¢) Soit G, H deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que (G + H)* =G+ N H*.
(d) Soit F = (Ker(q) + Im(p))*. Soit = € Ker(q) + F. Déterminer p o g(z).
)

(e) Conclure.
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SOLUTION DU SUJET 4.7

1. Comme il s’agit d’une projection orthogonale, p(z) et z — p(z) sont orthogonaux d’ou en appliquant le
théoréme de PYTHAGORE

Ip@)I* < llp@)I* + [z = p(@)]]* = [l«]|*.

2. Soit A une valeur propre de p o ¢, et & un vecteur propre associé. On a p(¢(z)) = Az. Donc

1P o q(@)II” = llp(a(@))I1* < [la(@)|* <[]/

Dot |A| [|z||? < ||z||? et comme x est non nul, |A| < 1.

3. Pour tout = de E, p(z) et x — p(x) sont orthogonaux.

Donc (p(x),z — p(x)) = 0 soit (p(z), z) = ||p(z)

2.

Soit A une valeur propre de p o g, et x un vecteur propre associé. On a (p(q(z)), g(x)) = ||p(q(x))||* donc
Mz, q(x)) = [Ip(g(x))I[* done A[|g(x)[[* = A?[|x||*.
Si A # 0 alors comme x est non nul, on a ||g(x)||> = M|z||> d’ott A > 0. On en conclut que A > 0.

4. Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.

(a)

Soit « et y deux vecteurs, on a puisque p et ¢ sont des endomorphismes symétriques

(f(x),y) =(pogop(x),y) = (gop(x),p(y)) = (p(z),q°p(y)) = (z, f(y))-

Ainsi f est un endomorphisme symétrique sur F.
De plus soit = de Im(p), f(x) = p(gop(x)) € Im(p), donc Im(p) est stable par f.

On applique le théoréme spectral & 'endomorphisme f restreint a Im(p). Il existe une base de Im(p)
formée de vecteurs propres de f. Par ailleurs tout vecteur propre de f dans Im(p) est aussi un
vecteur propre de p o ¢ puisque pour tout vecteur z de Im(p), p(x) = x. Il existe donc une base de
Im(p) formée de vecteurs propres de p o q.

Soit G, H deux sous-espaces vectoriels de E. Soit z € G+ N H* et soit y € G+ H. Ainsi
Jue G, v e Hy=u+w.

Donc < z,y >=< x,u > + < z,v >= 0. D’ott € (G + H)*. Ce qui donne une premiére inclusion.
Réciproquement, on a G C G+ H et H C G+ H donc (G+ H)* € G+ et (G+ H)* ¢ H* d'oti la
deuxiéme inclusion.

D’aprés la question précédente, on a
F = (Ker(q) + Im(p))* = Ker(¢)"* NTm(p)*" = Im(g) N Ker(p).

Soit « € Ker(q) + F, x = u+ v avec u € Ker(q) et v € F =Im(g) NKer(p). On a
poq(z) = plg(w)) + p(g(v)) = 0+ p(¢(v)) = p(v) = 0.

On a

F @ (Ker(q) + Im(p)) = E.
d’out

(F 4+ Ker(q)) +Im(p) = E.

Ce qui permet de conclure que p o ¢ est diagonalisable.
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SUJET 4.8

Toutes les variables aléatoires de ’exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soit un réel ¢ > 2. Soit IV une variable aléatoire qui suit la loi de POISSON de parameétre g.
1. On pose X = ¢". Montrer que X admet des moments E(X™) a tout ordre m € N et les calculer.
n
On pose ¢y =1 et pour tout n > 1, ¢, = H
k=1
2. Montrer que la suite (Ja,|)nen est décroissante. En déduire une majoration de la suite (|a,]).
3. Soit z € R.

1 - Pour tout n € N, on pose a,, = nlc,.
—q

. . 1
(a) Montrer qu’il existe ng € N tel que : Vn > ng, |cpp12™| < §|cnac”|.

(b) En déduire la convergence de la série E cpx™ ; on note f(x) sa somme.
n=0

4. Pour tout = € R, montrer que : f(gz) = (1 — z)f(x).

+oo
5. En déduire que, pour tout m € N, on a : Z eng™" ) = 0.
n=0

6. Montrer I'existence d’une variable aléatoire U a valeurs dans N telle que :

Vn € N, P(U:n):P(N:n)(H%").

7. On pose Y = qV. Les variables X et Y ont-elles la méme loi?
8. Montrer que, pour tout m € N, on a E(X™) =E(Y™).
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SOLUTION DU SUJET 4.8

1. Par ‘ théoréme de transfert, ‘ on a :

= q = (qm+1)k m41 m+1
E(X™) =E(¢™) =) ¢"*P(N = qu’“ =ty A —e e et
k=0 ’
2. Comme ¢ >2,ona 1—¢* <0, donc :
|an+1|:(n+1)\cn+1|: n+l n+1 < n+1 _1
|an | |cn ¢t -1 (¢—1D)(1+q+-+q¢") Ix(A+1+---+1)
Ainsi (Jay,|) est décroissante, donc : ‘Vn >0, |an| < |ag] = 1.‘
n+1
3. (a) Six =0 clest évident, sinon, comme [Cn 2™ | = i 0,
|Cn:L'”| gt —1 n—>+oo
n+1
par définition de la limite, il existe ng tel que |C"|Jcrlxn|| < <3 pour n > ng.
’n,

2 P 4 . n—m
(b) Par récurrence évidente sur n > ng, on en déduit que : |c,z"| < (3)"

Par comparaison avec une série géométrique convergente, on en déduit la convergence absolue de la

serlech
4. On a : (1—2)f(z) = f(x) —2f(z ch ch 1" —1—1—2 0 — Cn—1)x"

_1+ch 1( — n—l)x —1+chqx f(gqz).

n=1

no
[Cno ™.

5. On a Z eng™ ™) = f(¢™1). Montrons par récurrence sur m > 0, la relation : f(¢™*!) = 0.
n=0
e Clest vrai si m = 0, en prenant = 1 dans la question précédente : f(q) = (1 —1)f(1) =0

e Si c’est vrai a l’ordre m, alors en prenant z = ¢™+! dans la question précédente,
ona: f(¢g™?) = (1 —¢™")f(g™*!) = 0, donc c’est vrai a l'ordre m + 1.
6. La suite (P(N =n) (1 + %"))n€N est positive car |a,| < 1. Et :

—+o0

SRV = )(1+—) Z]P’ ;JiOIP(N—
n=0

n=0
_1+}*q ‘L"n_lel*quoo n
=1+ e Z%n!q =1+ ge z%cnq =
n= n=

d’aprés la question 5, avec m = 0.
7. Les variables N et U n’ont pas la méme loi puisque %+ # 0, donc X = gN et Y = ¢V n’ont pas la méme
loi non plus, puisque la fonction ¢ — ¢* est injective sur R

8. Par théoréme de transfert, par un calcul analogue & celui de Q6, on a :
+o00 a +00 1 400
E(Y™) =E(@™) =S g™ P(N = (1 —”)z PN =) 4+ =S ¢ P(N = n)a,
(Y™) =E(@¢"") ;q (N=n)(1+73 nz:%q ( n)+27;)q (N =n)a

+oo
1 n
=E(X™) + ie—q Z %qn(m-kl) =E(X™)+0, daprés Q5.



128 ESCP 2023 — Oral

SUJET 4.9

1. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o00[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales

“+o0 “+o0
/ f(®)dt et / g(t)dt convergent et valent 1. Soit A un réel de [0, 1].
0 0
(a) Montrer que, V£ >0, (f(t))*(g(t))' ™ < Af(t) + (1 — N)g(t).
+o0 +oo
(b) En déduire que 'intégrale / (f(t)Mg(t) = dt converge et que / (FENMg)Adt < 1.
0 0

. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o00[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales

+oo +oo
/ f(®)dt et / g(t)dt convergent et A € [0,1].
0 0

En utilisant la question précédente, montrer que :

/Om(f(t))*(g(t))l‘*dt < </0+Oo f(t)dt>A (/0+oo g(t)dt)l)\

“+oo
3. (a) On rappelle que : Vo > 0, I'(z) = / t*“Le~!dt. Montrer que pour tout > 0, I'(z) > 0.
0

DN

On définit alors la fonction G sur ]0, +oo[ par G : x — In(I'(z)).
(b) Etablir que pour tout A € [0,1] et V(x,y) €]0, +0o[? on a :

T(Az + (1= N)y) < (D) (T(y)'

Que peut-on en déduire pour la fonction G 7

4. Soient x et y deux réels strictement positifs. On suppose que y > 1.
1 1
(a) Montrer que G(z + 1) < <1 - > G(z)+ -Gz +v).
Y Y

(b) En déduire que I'(z + y) > z¥T'(z).

5. Soient = et y deux réels strictement positifs. On suppose que y < 1. Montrer que :

I'z+y) <2'T(z)
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SOLUTION DU SUJET 4.9

1. (a) Pour tout A € [0,1], ¥(z,y) € ]0; +oo[,In(Az + (1 — N)y) = Aln(z) + (1 — A) In(y) par concavité du
In. En posant z = f(t) et y = g(t), les fonctions étant & valeurs strictement positives sur |0; +oo[, et
en passant a ’exponentielle, on a 'inégalité souhaitée.

+oo
(b) D’aprés I'inégalité précédente, et 'intégrale / (Af(@) + (1 — A)(g(t))dt étant convergente par
0
+oo

linéarité, on a par comparaison que / () (g(t))!~?dt converge. Par croissance de l'intégrale,

0

+oo +oo

on a: / (fFENMg(t)dt < / (Af(t)+ (1= N)(g(t))dt = 1 d’apres les hypotheéses.
0 0

2. Posons, pour tout t > 0, p(t) = —————— (le dénominateur étant non nul car lintégrale est

strictement positive) et 1(t) = . @ et 1 vérifient les hypothése de la question précédente.

/O T

+o0o
Dot : / (@(t) (b (1))~ dt converge et est inférieure ou égale a 1, d’out la conclusion par linéarite.
0

3. (a) Vax > 0,I'(z) > 0 par stricte positivité (a justifier avec le programme).

o0 +oo
(b) V(z,y) €]0,4+00[2, T(Az+(1—N)y) :/ pret=Ny=1lo=tqy :/ (" le A v Le )AL, ce
0 0

0 A oo 1-x
qui est inférieur d’apreés la question 2 & (/+ tzletdt> </+ tyletdt> =D(x)*T(y) .
On en déduit que G est convexe. ’ ’
4. (a) Y(z,y) €]0,4c[* (z+1) = (1 — %)x + i(x + 1), d’ou le résultat par convexité.
(b) Vx €]0, 400, G(z +1) = G(z) +In(x), d’on, par la question précédente, iG(x +vy) = In(x) + %G(x),
c’est & dire G(z + y) > yIn(x) + G(z). En prenant ’exponentielle, on a I'inégalité souhaitée.
5. V(z,y) €]0,+c[%, (z+y) = x+ (1 =N (z+1) (z+y € [z,r+1]) avec A\ =1 —y € [0,1].

Dou:Gx+y) <(1-y)G@)+yGx+1) < (1 -1y)G(x) +yG(z) +yln(z) < G(z) + yln(x), d’ou le
résultat.
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SUJET 4.10
Soit p €]0,1]. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé,
mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi géométrique de paramétre p. Pour tout n € N*, on pose

n
Sp=>_ X
k=1
1. Rappeler la formule donnant P(X; = k) en fonction de k € N.

k-1 .
-1 k—1
2. Montrer que pour tout entier n de N* et tout entier k > n + 1, E (Z ) = < )
—\n— 1 n

3. Démontrer par récurrence que pour tout n € N* et pour tout k € N, on a :
kE—1
( )p"(l P s k>,

n—1

P(S, =k) =
0 si k<n

+oo
Dans la suite, on admet que si 'on pose f(z) = ij, alors :
7=0

+oo
VneN, Vo el = 1,1[, Y j(—1) - —n+1)a? " = f™(a).

j=n
Soit f une fonction de classe C' sur [1, +oo[, bornée et a dérivée bornée.
Soit N un majorant de |f’| et M un majorant de |f].

4. Dans cette question on prend n € N* et z €]0, 1].

k -1
(a) Montrer que la série E < o )(1 — 2)* est convergente.
n—1
keN
kE\ (k+n—1 &
b) En dédui l":E 1+ — 1- t te.
(b) En déduire que la série k>0f( + n) < ne 1 >( x)" est convergente

Pour tout x €]0,1], et tout n € N*, on pose alors :
= kN (k+n—1
Kfn(z) =a" = — )k
@ =an S g (14 5) (1 -
k=0
SRRy . Sn ) .
5. Pour tout n > 1, établir 'existence de E | f | — et comparer cette espérance & Ky ,(p).
n

6. Soit € un réel strictement positif.
S, 1 K

’n — ‘ > 5) < — ou K est une constante & déterminer.
n

P n
S, 1
s>,
n.op

H(1(5) ) v

(c) En déduire nEIJIrloo(Kf,n(P))-

(a) Montrer que P <

(b) Démontrer que :

Vn € N¥,
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SOLUTION DU SUJET 4.10
1. Pour k=0, on P(X; = k) =0 et pour tout k > 1, on a P(X; = k) = p(1 — p)*~ 1.

2. Pour n fixé, par récurrence sur k a 'aide la formule du triangle de PASCAL.

3. Par récurrence sur n > 1. Initialisation immédiate. Supposons 1’égalité vraie au rang n :
Pour k <n+1,onaP(S,41 =k) =0, car X;,() =N*.Sik>n+1,ona:

k
P(Sni1=k) =P(Sp + Xpg1 =k) = Y P{Sp =i} N{Xnj1 =k —i})
=0

= Z P(S, =14) x P(Xp41 =k — i), (indépendance et support des variables)

1 , ,
= Z <Z ) (1 —p)" x p(1 — p)*~71, (hypothése de récurrence)

n—1
k—1 i1 kE—1
=p"ti(1— p)k—(n+1) Z (n - 1) =pt(1 _p)k—(n+1)< " >, (d’apres 2)

4. (a) Comme 1 —z €] — 1, 1], aprés décalage d’indice, la formule admise donne la convergence de la série
— et sa somme (n — 1)!f(™ (1 —2).

k _
(b) La valeur absolue du terme général de la série est majorée par sup |f|( n 1 )(1 —x)k.
n—

Donc la série est absolument convergente.

S,
5. Comme f est bornée sur [1, +00[, espérance de f <"> existe. Par le théoréme de transfert, on a :
n

S, X[k X, [k n+k
E(f(n»_I;)f<n>ﬂb(sn_k)_;f<n)w Zf( ) (Sp=n+k)b
+oo
Q.3 k\ (n+k—=1\ .,
= Zf(lJrn) ( 01 )p (1—-p)" = Kgnlp)
k=0
6. (a) Les variables (Xj)k>, ont une espérance (qui est Z%) et une variance (qui est %).

S, 1
A TR
n p np2e

Sp 1

L’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV permet donc de conclure que P (

1
(b) Par inégalité des accroissements (avec |f/| < ’f ( ) f (p)’ <N i p‘ (x). On a:
S, 1 Sn 1 Sn 1
) - Gl=me(5) s G)lmsne) +2 ( (5) =1 G)me-s-)
n D n P n b n p
Sp 1 S, 1 T .
<E|[N|—-- ]l|s7n_l|<€ +2MP | |— — —| > ¢ ] ('inégalité triangulaire et (x))
n  p| % TBIS nop
Sp 1 Sn 1
E( sn_1|<a>+2M]P’<—‘>a> Na+2MIP’(—’>5>
n p n p
1 2M
Au final, tout 1 K, — - <N —.
(c) Au final, pour tout n > 1 on a: |K, 5 (p) f<p)| €+np262

Pour n assez grand le deuxiéme terme est majoré par €. Donc le premier membres est aussi petit

1
que l'on veut pour n assez grand. Ainsi (K¢ ,(p))n converge vers f <)
p
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SUJET 4.11

™/
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, 'intégrale /
0

% sin(nx)

- dz est convergente.
sin(x)

On pose :

/2 .
Vn € N,u, = / Sl?(nz)dz
0 sin(x)

2. Déterminer ug, uq et usg.

3.

(a) Montrer que

Vn € Ny upto — Uy

sin ((n + 1)%)

(b) Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie u,, a 'appel de u(n) .

:n—i—l

def u(n):
> if (-1)**n==1:
, u=0
s for k in range(2,n+1,2):
u=- - -
6 else:
7 u—- - -
8 for k in range(---):

10 return u

ou la boucle for k in range(2,n+1,2): fait prendre a k des valeurs de 2 (inclus) & n+1 (exclu)

avec un pas de 2 , soit : 2,4,6,8,...

p—1 k
-1
(c) Montrer que, pour tout p de N, on a ugpy1 = E, et pour tout p de N*, on a ug, = 2 Z (=1) .
2 £ 2k + 1
p—1
(a) Pour tout réel z et pour tout p de N*, simplifier la somme Z(—l)kx%.
k=0
(b) Etablir la relation :
p—l k 1,2
(-1) T 1 =P
* == 4+ (=1)Pt dex.
e N Z2k+1 i A we

k=0

(=D*
2k+1
(d) En déduire que la suite (uy), .y converge et donner sa limite.

(¢) Montrer que la série de terme général converge et donner sa somme.
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SOLUTION DU SUJET 4.11

1. La fonction intégrée est continue sur |0, 7/2].
Fn 0, sin(nx)

~o donc 'intégrale proposée est faussement impropre en 0.
r—r

sin(x)
- /2
2. On trouve ug = 0,u; = 5 et up = / 2 cos(z)dx = 2.
0
3. (a) On sait que sin((n + 2)z) = sin((n + 1)z) cos(x) + sin(z) cos((n + 1)x)

x
et sin(nz) = sin((n + 1)z) cos(z) — sin(z) cos((n + 1)x).
Donc sin((n + 2)x) — sin(nx) = 2 cos((n + 1)z) sin(x). Donc, par linéarité de I'intégration

™/2 sin((n + 2)z) — sin(nz) /2 2 v
Upto — Up = /0 Sin(z) dz = /0 2cos((n+ 1)z)dx = e ((n + 1)5)

(b) On peut proposer (attention au décalage) :

import numpy as np
> def u(mn):
; if (-1)**n==1:
4 u=0
5 for k in range(2,n+1,2):
6 u=u+2*np.sin ((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
7 else:
8 u=np.pi/2
0 for k in range(3,n+1,2):
10 u=u+2*np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
11 return u

(c) D’aprés 3.a), on a, uzpt3 — Uzp1 = 5y sin((p + 1)m) = 0 done Vp € Ny ugpi1 = ur = 5.

2 T 2 x (—=1)P YL (—1)*
Ugpya = Ugp + m sin ((2p+ 1)5) = ugp + pi = Ugp = ka_o

p—1 2)\P
1—(=2?)" 14 (=1)rtig?
4. Pour tout réel —z*#1d —1)fa?t = =
(a) Pour tout réel z, on a —a* # 1 donc kz_o( ) 1+ a2 1+ 22

(b) En intégrant cette relation sur [0, 1] (fonctions continues), on obtient :

p—1 k 1 1 2 1 2
(-1 / 1 1/ x*P T x*P

— d P+ de = = _1p+1 d

D it L Tz WU g e =g (CUT g de

(¢) Par décroissance sur [07 1] de z — 1+ s, ona:Vzre[0,1,0< 3 < 1+1 < 1.
En multipliant par 22? > 0 et en intégrant sur [0, 1], on trouve 0 < fo H_zQ dx < 2p1+1,
1 2p
et par encadrement lim dz =0.

po+oo Jo 14 22

p—1 +oo
- (= 1)
E t a la limite dans 4. b li E
n peut passer a la limite dans ),on a: p_}r_iloo o+
(d) Pour finir, 25 )kdn lim —ox =T qim
o Y2p = <2k + 1 one ARt T 1727 poe it

onc la suite conver € m  u .
Un neN g n 9
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SUJET 4.12

Dans tout l'exercice, on considére un entier n > 2 et on note E = M, (R) et F = L(E,R) l'espace vectoriel
des formes linéaires sur F.

On note également S, (R), respectivement A, (R), le sous-espace vectoriel de E des matrices symétriques,
respectivement antisymétriques.

1. Montrer que dim(E) = dim(F).

2. Soit ¢ : E — E l'application définie par : A+ tA.
Calculer ¢ o ¢ et en déduire les sous-espaces propres de ¢. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

3. On définit G : E — F comme lapplication qui, & toute matrice M € E, associe Papplication G(M) de
FE dans R définie par G(M) : A~ Tr(MA).
Justifier que G est un isomorphisme de E sur F.
On considére dans la suite un élément non nul u de F', et on note ¢ 'application de F dans F définie par :
Vv: A u(A)I,.
4. (a) Justifier qu’il existe une unique matrice M € F telle que VA € E, ¢(A) = Tr(MA) I, .
(b) Déterminer le rang de .
(c) Calculer 1) o1 en fonction de M.
(d) Montrer que Ker(¢) NIm(¢) # {0} < Tr(M) =0.
(e) En déduire que v est diagonalisable si et seulement si Tr(M) # 0.
5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la matrice M pour que oy =1 o .
6. Dans cette question, on suppose que M € S, (R) et que Tr(M) #0.
On rappelle que cela implique I,, ¢ Ker(v).

(a) Que vaut S, (R) + Ker(¢) ? En déduire la dimension de S,,(R) N Ker()), puis que
S, (R) = Vect(I,) & [Sn(R) NKer(v)] .

(b) Déterminer A, (R) N Ker().

(¢) En déduire que ’endomorphisme f = ¢ + 1 est diagonalisable. On précisera ses valeurs propres et
Ses sous-espaces propres.
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SOLUTION DU SUJET 4.12
1. Etant donné une base B de E, I'application f +— Mp(f) est un isomorphisme de F sur M,z ;(R).
Donc dim F = dim M,z ; (R) = n? = dim E.

2. Ona p?=1Id g donc Sp(p) C {-1,1};
puis Ker(¢p —Idg) = S,(R) et Ker(¢ +Idg) = A,(R) de somme (directe) E (& justifier), donc ¢
diagonalisable.

3. L’application G est linéaire ; Vi, j, [G(M)]|(E; ;) = m;,;,donc G(M)=0 = M =0 d’ou Ker G = {0},
et par égalité des dimensions démontrée en question 1, G est un isomorphisme.

4. (a) Daprés 2. M = G7(u).
(b) w # 0 entraine Im(¢)) = Vect(Z,,) donc rg(y) =1.
(c) L’application ¢ est linéaire et 1?(A) = u(A) (1) = u(A) Tr(M)I,, donc ¥? = (TrM).
(d) On a Ker(¢) NIm(¢) # {0} <= I,, € Ker(¢)) <= 0=¢(I,) = Tr(M) I, < TrM = 0.
)

(e e Si TrM # 0, alors I,, est vecteur propre de ¢ associé & TrM # 0 ; comme Ker(¢) est un
sous-espace propre de dimension n? — 1 d’aprés 3.b), on a 9 diagonalisable.

e Si Tr(M) =0, alors 12 =0, donc 0 est seule valeur propre de 1) # 0 (car u # 0), donc ¢ non
diagonalisable.

5. Par bijectivité de G,
poy=thope=VA, Tr(AM) = Tr(*AM) = Tr(*MA) = Tr(A'M) <= M ='M <= M € S,(R)

6. (a) Comme I, € Ker(¢)) est un hyperplan de F, mais I,, € S, (R), on a S,(R) + Ker(¢)) = E.
Par la formule de GRASSMANN, on a alors

n(n+1)
2

dim[S,, (R) N Ker(y)] = dim[S,(R)] 4 dim [Ker(¢)] — dim(E) = -1

Comme Vect(I,) et S,,(R) NKer(t)) sont d’intersection nulle, leur somme est directe et incluse dans
S, (R), puis égale par les dimensions.

(b) On a
A€ An(R) = poip(4) = op(A) = —p(A) = P(A) € An(R)NIm(y) = An(R)NVect(l,,) = {0}

donc A, (R) C Ker()), soit A, (R) NKer(y) = A, (R).

(¢) Alors
E = Vect(I,) ® [Sn(R) NKer(¢)] & A, (R)

qui sont des sous-espaces propres de f associés respectivement a 1 + Tr(M), 1 et —1; d’ou f est
diagonalisable.
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CHAPITRE

5
EXEMPLES DE QUESTIONS COURTES

QUESTION SANS PREPARATION 1

Soit X,Y, Z trois variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de parameétre p €]0, 1[.
On considére le systéme d’inconnues v et v :

) u+v=1
() { Xu+Yv=27
Déterminer la probabilité que (S) posséde une infinité de solutions.

QUESTION SANS PREPARATION 2
Soit f une fonction de classe C'! sur [1,+o0], & valeurs positives telle que z f’(z) =0 (f(x)).
Tr——+0o0
/() que pour tout @ >0, f(z) = o(z*).

xe T—+00

T f(x)

1-0(

1. Montrer, en étudiant la fonction = —

2. En déduire que pour tout a > 1, / dt converge.

1

QUESTION SANS PREPARATION 3

Soit un entier n > 2. On considére n? variables aléatoires indépendantes (X; ;)1<i j<n qui sont définies sur

le méme espace probabilisé (2, 4, P) et qui suivent toutes la loi de BERNOULLI de paramétre p €]0, 1[.
Pour w € €2, on définit la matrice carrée M(w) d’ordre n par M(w) = [X; ;(w)],¢; i<, -

1. Soient Y et Z les variables aléatoires définies par Y = Tr(M) = z:Xk,;f et Z = > XX,
1 1<i<j<n

Déterminer les lois suivies par Y et Z.

2. On introduit la variable aléatoire U qui correspond a la trace de M2, c’est a dire U(w) = Tr(M(w)?)
pour w € . Calculer I'espérance et la variance de Y et de U.

137
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QUESTION SANS PREPARATION 4

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, ]P’).

1. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires discrétes positives, admettant chacune un espérance.
Prouver que si la suite (E(X”))neN* tend vers 0, alors la suite (X,,),en+ converge en probabilité vers 0.
2. Soit (Y, )nen+ une suite de variables aléatoires telle que

Ve, B(,=27) = et B(Ya=2")= oo

Etudier la convergence en probabilité de la suite (Y;,),en- et la convergence de la suite (E(Yn))n N+

3. Conclure.

QUESTION SANS PREPARATION 5

On considére un espace euclidien F de dimension n > 2. On suppose que F' et G sont deux sous espaces
vectoriels de E qui vérifie les conditions suivantes :

(%) FNG={0}, FNG+={0}, F-nG={0} et F- NG+ ={0}.

1. Pour n = 2, donner un exemple de deux sous espaces F' et G qui vérifient les conditions ().

2. On revient au cas général ou F et G vérifie (). Montrer que n est nécessairement pair et dans ce cas
donner un exemple de deux tels sous espaces.

QUESTION SANS PREPARATION 6

Soit f une fonction de classe C! sur R, qui est strictement décroissante et qui converge vers 0 en +oo.
Pour x > 0, on pose

F)= [ St~ af(a).
0
- +OO
1. Etudier la fonction F'. Préciser le comportement de F' en +oco lorsque l'intégrale / f(t)dt converge.
0

+oo
2. Prouver que si la fonction F' est majorée sur R, alors 'intégrale / f(t)dt converge.
0

QUESTION SANS PREPARATION 7

Soit une suite (A, )neny d’événements tels que : Ag =Q, et Vn > 1, P(A,|Ap,—1N---NAy) = n%_l
Soit la variable aléatoire X définie par : Vw € Q, X (w) = min{n € Njw ¢ A,,}.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer son espérance et sa variance.

QUESTION SANS PREPARATION 8

Soit n € N*. On lance 2n + 1 fois une piéce équilibrée. Pour tout k € [1,2n + 1], soit Ay 1’événement « le
lancer k a donné Pile et on a obtenu (n + 1) Piles a 'issue des k premiers lancers ».

1. Calculer P(Ay), pour k € [1,2n + 1].
2n+1

1 (k-1 1
2. En déduire que kZHQk< " >2,
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QUESTION SANS PREPARATION 9

On considére une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P) et qui suivent toutes la loi uniforme sur [0, 1]. Pour chaque n > 1, on définit la variable aléatoire Y,

en posant Yy (w) = [X1(w) x -+ x Xp(w)]".
1. Calculer I'espérance et la variance de Y,,. Etudier la convergence de la suite (F(Y,)).

2. Montrer que la suite (X,,),>1 converge en probabilité vers une variable certaine.

QUESTION SANS PREPARATION 10

Toutes la variables aléatoirs de ’exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (0, A, P).
Soit un entier k£ > 1. Soit T une variable aléatoire telle que T () = [1, k].
On considére k + 1 variables aléatoires (X;)q¢; <, qui suivent une méme loi & valeurs dans N.
On suppose que toutes ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes.

T (w)
On définit enfin une variable aléatoire Y par : Vw € QY (w) = > X; (w).
i=0

1. Montrer que si, pour tout ¢ € [0, k], X; a une espérance, alors Y a une espérance.
2. Donner une expression de F(Y') en fonction de E(X;) et E(T).

QUESTION SANS PREPARATION 11

—T

e
t+x

+oo
1. Soit ¢ > 0. Montrer que I(t) = / dz existe,
0

“+oo —x
e
et qu’il existe une constante M > 0 telle que Vt > 0: 0 < / = dx < M.
1 x

2. Montrer que I(t) ~ —In(t).

t—0t

e ” e -1 1
On pourra utiliser lidentité = =+ pourt >0 etx > 0.
t+x t+x t+x

QUESTION SANS PREPARATION 12

Soient X1, X5,V des variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probablisé (2, A, P).

On suppose que X7 (respectivement X5) suit une loi de Po1ssoN P()\1), (resp. P(A2)) et que Y est a
valeurs dans {—1,1} telle que P(Y =1) = p.
Pour tout w € € on définit la matrice :
Xfw) X 2(w)>
M(w) = ! 2
@=(y¥i e
1. Déterminer la probabilité que M admette des valeurs propres réelles.

2. Déterminer la probabilité que M soit diagonalisable dans My (R).
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