Les sujets suivants, posés aux candidats des options scientifique, économique, technologique et litté-
raire BL constituent la premiere version d’'un échantillon des sujets proposés lors des épreuves orales du

concours 2011.

1 Sujets donnés en option scientifique

Sujet S 1150 - Exercice

Les variables aléatoires de cet exercice sont toutes définies sur un méme espace de probabi-
lité (Q, «7,[P). Soit A un réel strictement positif donné et (X;,) ,ery une suite i.i.d. de variables
aléatoires réelles a valeurs dans {—1,1} de méme loi définie par:

1
PXg=1)=——.
Ho=1) A+1
1) Question de cours : Enoncer le théoreme de I'espérance totale.
2) Calculer, pour tout n de N, les moments d’ordre 1 et 2 de la variable aléatoire X,,.
3) Calculer I'espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire

U =XoX3 - X1 Xo.

n
4) Pour tout nde N, on pose Y, = H X;.
i=0
a) Calculer E(Y;,) en fonction de A et de n. En déduire la loi de Y,,.

b) Etudier la convergence en loi de la suite (Y,) seN-

5) Soit T une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre 1. On suppose que,

pour tout n de N, les variables aléatoires T, X, .., X, sont mutuellement indépendantes.
T(w)

T
Soit V = [ [ X; 'application définie sur Q par: Yo €Q, V(w)= [] X;(w).
i=0 i=0
a) En admettant que V est une variable aléatoire, déterminer pour tout n de N, la loi
conditionnelle de V sachant I’événement (T = n).

b) En déduire I'espérance conditionnelle E (V/ [T = n]).
1-A 2A )

¢) Montrer que E(V) = Tox exp

1+A

n
6) Quelle estlaloi de la variable aléatoire S, = ) _X; ?
i=0

Sujet S 1150 - Exercice sans préparation

Soit n € N* et R, [X] 'ensemble des polyndomes réels de degré < n.
1) Montrer qu'il existe un polynéme P, € R, [X] unique tel que :
1 1
VxeR* P, (x+ —) =x"+—.
X xn

2) Décomposer P, en un produit de polynémes de degré 1.



Sujet S 1152 - Exercice

1))
2)

3)

4)

5)

Question de cours : Théoréeme de d’Alembert-Gauss.
On considere I'équation (1) dont 'inconnue x est réelle :

B-x*+k=0 (1.

Donner en fonction de k € R, le nombre de racines de (1).
On suppose que (1) possede trois racines (éventuellement confondues) que I'on note o, 3
ety.On pose:

o=a+p+y, T=ap+ay+pPy et m=afy.

Montrerqueo=1,1=0, 1 = —k.

Réciproquement, si on suppose o =1, T =0, m = —k, peut-on en déduire que les nombres
o, B et y sont les trois solutions de (1) ?

Soit a, b et c, trois réels donnés. Onnote s=a+b+c, t =ab+ac+ bcet p=abc.

On consideére la matrice A définie par :

a b c
A=|c a b].
b ¢ a

Soit f ’endomorphisme de R* ayant A pour matrice dans la base canonique

B = (e1, e, e3) de R3.

a) Montrer que s est une valeur propre de A et donner un vecteur propre associé a s.

b) Montrer que le plan vectoriel P d’équation x + y + z = 0 est stable par f.

¢) On suppose qu’il existe une autre valeur propre A # s. Montrer que le sous-espace
propre de A associé a la valeur propre A est inclus dans P.

Dans la suite, on suppose que : a® +b* +c®> =1, t=ab+ac+cb=0eta+b+c>0.

4
a) Montrer que a, b, c sont racines de (1) et k € [0, E].

b) Justifier 'existence d'une base orthonormée 7 de R* dans laquelle la matrice de f est

1 0 0
delaforme |0 u v|.
0O w r

c) Montrerque u=r, v=—-w et u? + w? = 1. En déduire I'existence de 0 € R tel que
u=r=cos0 et w=-v=sin0. Lendomorphisme f admet-il d’autres valeurs propres
quel?



Sujet S 1152 - Exercice sans préparation

Soit (Xx)xen+ une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité
(Q,<#,P) i.i.d.. On suppose que, pour tout k € N*, la variable aléatoire X suit une loi uni-

forme sur le segment [0, 1].
On pose Y, = max (Xy,..., X;,). Etudier la convergence de la suite (Y) ,en--

Sujet S 1155 - Exercice

1) Question de cours : Rappeler la définition d'un espace vectoriel euclidien.
2) On considere I'espace euclidien R®> muni du produit scalaire canonique.

1 11
Soit f 'endomorphisme de R* ayant comme matrice A=~ |1 1 1| danslabase cano-
1 11

nique de R®.
a) Montrer que: VYue€ R3, ||f(u)|| < |lul.
b) Vérifier que f est un projecteur.
c¢) Déterminer Ker f et Im f sans calcul.
Montrer que Ker f = (Im f) .
3) Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 7, et p un projecteur de E.
a) Montrer que si Ker p et Im p sont orthogonaux, alors: Vu € E, || p(u) || < |lull.
b) Montrer que si Ker p et Im p ne sont pas orthogonaux, alors : Ju € E, | p(w)| > lull.
c¢) Montrer qu'un projecteur p non nul est une projection orthogonale si et seulement si :

lptol _
uzo llull

Sujet S 1155 - Exercice sans préparation

Soient Xj,..., X;; n variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabi-
lisé (Q,o7,[P), de méme loi et admettant un moment d’ordre 2.

On suppose que I'espérance 0 = [E(X;) est non nulle et inconnue.
Trouver I'estimateur sans biais de I'espérance 0 = [E(X;) qui soit de variance minimale dans
n

I'ensemble des estimateurs sans biais de la forme én = Z a;X; ((al, a, ..., a,) € [R”).
i=1



Sujet S 1157 - Exercice

1))

2)
3)

4)

5)

6)

Question de cours : Estimateur sans biais et convergent d'un parametre réel inconnu.

Soit X une variable aléatoire discréte admettant une espérance [E(X) et une variance V (X),
et pour n entier supérieur ou égal a 2, soit (X, Xo, ..., X;;) un n-échantillon i.i.d. de la loi
de X. On suppose que la loi de X dépend d’'un parametre réel 6 non nul inconnu.

On note &y I'ensemble des estimateurs T, = T,,(X;, Xo,..., X,;) de 0 sans biais et admettant
une variance.

On admet l'existence d'un estimateur T, de &y de variance minimale : on dit que T, est
optimal dans &y.

Soit T, et U,, deux éléments de &p.

On pose, pour toutréel a: Sy (T,,U,) =T, +a (U, —T)).

Montrer que S (T, U;,) appartient a &p.

a) Etablir pour tout réel a, I'inégalité (V désigne la variance et Cov la covariance) :

o?V (U, —Tp) +2aCov(T,, U, -T,) = 0.

b) En déduire que Cov(T,,U,-T,)=0.
Réciproquement, montrer que si Cov(T,,U, —T,) = 0 pour tout U,, de &, alors T, est
optimal dans &y.
On suppose I'existence de deux estimateurs optimaux T, et T dans &. Montrer que T}, =
T, presque stirement.
Dans cette question, X suit la loi de Poisson de parametre 0 > 0.
n n

On pose : X,, = 1 Y XietW, = L Y (X —Xn)z.

nig n-1:3
a) Montrer que X,, et W,, sont des estimateurs sans biais de 6.
b) On admet que X,, est optimal dans &, et que W,, admet une variance.

Montrer que : Cov (X, W,) = —

Sujet S 1157 - Exercice sans préparation

Soit E 'espace vectoriel des suites (1) ,en @ valeurs réelles.
Soit ® 'endomorphisme de E qui, a toute suite (u,) de E, associe la suite (v,,) définie par :

VneN, v,=uys1— Uy

1) Déterminer les noyaux de @, de ®o ® et de ¥ pour k = 3 et leurs dimensions respectives.
2) Quelle estl'image de ®?



Sujet S1163 - Exercice

1) Question de cours : Rappeler la définition de la continuité en un point d’'une fonction de
R" dans R ( = 2). Donner un exemple d"une fonction non continue sur R?.

Soit f une fonction de R dans R de classe C'. On définit la fonction g de R® dans R par :

y
V(x,y)ele,g(x,y)_{ y—xfx fde si x#y

f(x) si x=y

2) Exemple.
Dans cette question seulement, on suppose que f est définie par: Vx e R, f(x) =
Déterminer la fonction g correspondante et montrer que g admet un minimum global
sur R,

3) Soit D = {(x,y) € R® / x # y}. Montrer que g est de classe C! sur D et calculer ses dérivées
partielles du premier ordre sur D.

4) Soit a € R. Montrer que g admet des dérivées partielles du premier ordre en (a, a) et les
exprimer en fonction de f’(a), ou f’ désigne la dérivée de f.

5) SoitaeRet (x,y) €D.
a) Montrer que :

1 y
—( x,¥) — —(a a) = —x)Zf y-0(f' - f(a)dt

b) En déduire que : ’—(x y)——(a a) —sup{|f’(t)—f’(a)|, reS} ou S désigne le

segment d’extrémités x et y.

6) Déduire des questions précédentes que g est de classe C! sur R?.

Sujet S 1163 - Exercice sans préparation

Un joueur effectue une suite de lancers indépendants d’'une piéce qui donne Pile avec la
probabilité p et Face avec la probabilité g =1 - p, p €]0, 1].

On modélise I'’expérience par un espace probabilisé (Q, </, P). On définit la variable aléatoire
N égale au rang d’apparition du premier Pile s’il existe et égale a 0 si Pile n’apparait jamais.
On définit une variable aléatoire X de la facon suivante :

SiN =n >0, le joueur dispose dans une urne n boules numérotées de 1 a n; Il tire une boule
de cette urne et X prend comme valeur le numéro de la boule tirée;

SiN =0, on pose X=0.

1) Pour tout k de N*, exprimer P (X = k) sous forme de somme.

2) Montrer que, pour tout k€ N*,P(X =k) = E lim ( Z t"Ndt
M—+o0
q M
3) Etudier la limite de f ﬁd t lorsque M tend vers +oo. Déterminer P(X = 1).
0o 1—



Sujet S1175 - Exercice

Soit E = R5[X] 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
abetF=2(E,R) I'espace vectoriel des applications linéaires de E dans R .

1) Question de cours : Caractériser les isomorphismes d’espaces vectoriels de dimensions
finies ?

2) Soit f1, f>,..., f¢ les applications linéaires de E vers R définies par :
VP €E, f1(P) =P(0), 2(P) =P'(0), f3(P) =P"(0), fo(P) =P(1), f5(P) =P'(1) et fo(P) =P"(1),

ou P’ et P désignent les dérivées premiere et seconde de P.

6
a) Que vaut [ | Ker(f;)?
i=1

b) Lapplication ® de E dans R® définie par ®(P) = (fi(P), fo(P),..., fs(P)) est-elle un
isomorphisme d’espaces vectoriels ?

¢) En déduire que la famille (fi, ..., fg) est libre dans I’espace vectoriel F.
3) Soit S 'ensemble défini par :
S={QeRXI/QO)=1,Q©=1,Q"(0)=0,Q(1)=0,Q (1) =0 et Q"(1) = 1}.

a) Montrer que I'ensemble S N E contient exactement un élément et le déterminer.

b) Soit Q € S. Déterminer le reste de la division euclidienne de Q par X3 X-1)3. En
déduire '’ensemble S.

4) a) Déterminer I’ensemble K défini par :

/ " 3 / 3 " 3
K={Q€|R[X]/Q(—1)=0,Q(—1)=0,Q (—1)=4,Q(—§)=1,Q(—5):2,Q (—§)=0}.

b) Existe-t-il une fonction f, non polynomiale, de R dans R, deux fois dérivable, telle que :

3 3 3
fED=0, (-1 =0, f'(-1) =4, f(—E) = l,f'(—z) =2, f"(—E) =0 ?

Sujet S 1175 - Exercice sans préparation

On considere une suite (U,),cn+ de variables aléatoires indépendantes définies sur un
méme espace probabilisé (Q, <7, P) et suivant toutes une loi uniforme sur le segment [0, 6]
oubeRj.
On note pour n =1, X,; = max U;.

1<i<n
1) Prouver que la suite (X;;) converge en probabilité vers 0.
2) Etudier la convergenceenloideY, =n (6 — X,).



Sujet S101 - Exercice

Dans l'exercice toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace pro-
babilisé (Q2, <7, [P) et a valeurs réelles. Lorsqu’elle existe, 'espérance d'une variable aléatoire
X est notée E(X).

1) Dans cette question X est une variable aléatoire discrete ou a densité.

a) Question de cours : Rappeler la définition de la fonction de répartition de X et en don-
ner les principales propriétés.
1 1
b) On appelle médiane de X tout réel m tel que: PX = m) = 3 etPX<sm)= 7
Démontrer qu'un tel réel existe toujours, mais qu’il n’est pas forcément unique.

2) Dans cette question X est une variable aléatoire discrete ou a densité admettant un
moment d’ordre 2. Pour x € R, on pose f(x) = E(X - 2.

a) Pour x réel, donner, en justifiant, 'expression de f(x) en fonction de la variance V(X)
de X, de E(X) et de x.

b) Démontrer qu'’il existe un unique réel x; en lequel la fonction f est minimale et
déterminer xg et f(xp).

3) Dans cette question X est une variable aléatoire a densité et qui admet une espérance.
On pose, pour x réel, g(x) =E(X—-x]) etpx) =PX<x)-PX= x).

a) Montrer que xP(X = x) tend vers 0 quand x tend vers +oo. Quel résultat analogue
a-t-on au voisinage de —oco?

b) On suppose dans cette sous-question qu'il existe une densité de X qui est continue sur
R. Montrer que, pour tout x réel,

x +00
g(x):f PX < t)dt+f PX=pndtr (1).
—00 X

Dans la suite de l'exercice, on admettra que la formule (1) reste valable méme si
aucune des densités de X n’est continue sur R.

¢) Déterminer, pour a, b réels, une expression de g(b) — g(a) sous la forme d'une intégrale
faisant intervenir la fonction .

En déduire que si m est une médiane de X, g est minimale en m.

4) a) Soit a unréel strictement positif. On note # la fonction de la variable réelle définie par :
+0o0
h(x):f |t—x|e %' dt.
0
Déterminer le minimum de / et préciser un réel en lequel ce minimum est atteint.

dt.

Vir—x
b) Répondre aux mémes questions pour la fonction k définie par k(x) = f Il n tzl
-1



Sujet S 101 - Exercice sans préparation

Dans cet exercice E désigne un espace vectoriel et p, n sont deux entiers strictement positifs.
1) Soit (ey,...,ep) une famille libre de vecteurs de E et x un vecteur de E.
Caractériser, en le justifiant, le fait que la famille (ey, ..., ep, x) soit liée.

2) Soit (x1,...,Xx,) une famille de vecteurs de E supposés non tous nuls. On note
o ={J<[[1,nll, (x;) e libre}

Soit Jo un élément de o/ de cardinal maximal.
Que peut-on dire de (x;)¢j, vis-a-vis de Vect (x1,...x,) ?

3) Soit (x1,...,Xx,) une famille de vecteurs de E et r le rang de cette famille.
On en extrait une famille de n’ vecteurs et on note r’ le rang de cette famille extraite.

Montrerque n—r=n'—r'.



Sujet S 108 - Exercice

Dans I'exercice toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace proba-
bilisé (2, o, P) et a valeurs réelles.

1))

2)

3)

Soit X une variable aléatoire.

a) Rappeler la définition de la fonction de répartition F de X et en donner des propriétés.

b) Dans cette sous-question, on suppose que X est a densité. Montrer que F réalise une
bijection de R sur ]0, 1[ si et seulement si F est strictement croissante.

c) Soit Y une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Soit X définie sur Q par :

Yw)+1, siY(w)<-1;
X(w)=<K 0, si—-1<Y(w)<1;
Yw)—1, siY(w)>1.

Montrer que X est une variable aléatoire, et représenter sa fonction de répartition. Quel
commentaire peut-on faire?
Dans la suite de 'exercice X désigne une variable aléatoire a densité dont la fonction de
répartition F est strictement croissante. On envisage plusieurs méthodes pour simuler la
loi de X conditionnellement a (X > m) pour un réel m donné.
Soit (X;,) ,en une suite de variables aléatoires indépendantes ayant toutes la méme loi que
X et m un réel fixé.

a) Montrer que 'événement A = [ ) (X,, < m) est de probabilité nulle.
neN
b) Soit ZI'application de Q dans R définie par: V w € Q, Z(w) = X, (w) ou p est le plus petit

indice n tel que X,,(w) > msio gAetZ(w) =msiweA.
Montrer que Z est une variable aléatoire et que pour tout x réel, P(Z < x) = Px>m X <
X).

¢) Quel commentaire peut-on faire sur cette méthode de simulation lorsque m est tres
grand ?

Soit U une variable aléatoire a valeurs dans ]0, 1[ de loi uniforme et m € R. On pose

V=F 1 (E(m)+(1-F(m))U) 1)

a) Montrer que V est une variable aléatoire et que Vx e R, P(V< x) = Px>m X < X).
b) Comparer cette méthode a celle envisagée a la question précédente.
1
¢) Déterminer F et F! lorsque X a pour densité fx : x — > e~ Expliciter dans ce cas la

variable V en fonction de U lorsque m = 0. Quelle est alors laloi de V?
d) Sia et b sont deuxréels tels que a < b, proposer, par analogie avec la formule (1), une
variable aléatoire W simulant la loi de X conditionnellement a (a <X < b).

Sujet S 108 - Exercice sans préparation

Soit (E, (., .)) un espace euclidien et # un endomorphisme de E pour lequel il existe une base
de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.
1) Montrer qu'il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est triangu-

laire supérieure (on pourra penser au procédé d’orthonormalisation de Schmidy).

2) On suppose de plus que pour tout x de E, (u(x), x) =0.

Montrer que Y (x, y) € E%, {u(x), y) = — (u(y), x). Que peut-on dire de u?



Sujet S 109 - Exercice

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé
Q,«,P).

1))

2)

3)

4)

5)
6)

7)

8)

Question de cours : Inégalité de Bienaymé-Tchébichev. Estimateur sans biais, convergent.
Pour un entier n = 2, on considére n variables aléatoires indépendantes Xi, ..., X,

n
> Xi

i=1

et M,, = max X;.

1<isn

2
de loi uniforme sur [0, A], o A € R} estinconnu. On pose S, = —

Calculer 'espérance et la variance de S, en fonction de A et n.
Montrer que Ve >0, lim P(|S,-Al>¢)=0.
n—+oo

Calculer la fonction de répartition F,, de M,,. La variable aléatoire M,, admet-elle une
densité (si oui, la donner) ?

Soit a, € R} ; on pose M, = a,M,,. Calculer les espérances [E (M,,) et E (M\f)

Donner une condition nécessaire et suffisante sur la suite (a),cn+ pour que M, soit un
estimateur asymptotiquement sans biais de A.

On suppose la condition de la question précédente réalisée. Montrer que
lim_P(|M,-A| >¢]=0.

n—+oo

Quel est le risque quadratique de M, ? A quelle condition sur (a,),en+ s'agit-il d'un

meilleur estimateur de A que S, ?

En particulier, si on choisit (a),cn+ de facon a obtenir un estimateur sans biais de A,

obtient-on un meilleur estimateur que S, ?

Sujet S 109 - Exercice sans préparation

Soit f un endomorphisme de R3 tel que f* = f? et dont —1 et 1 sont des valeurs propres.
Démontrer que f est diagonalisable.

10



Sujet S112 - Exercice

Dans cet exercice toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé

(Q, o, P).

1) Question de cours : Rappeler la définition de la convergence en probabilité d'une suite
de variables aléatoires.

2) Soit (1, v) € R?. On considere deux suites (U,)en+ €t (Vo) nen+ de variables aléatoires
convergeant en probabilité, la premiere vers u, la seconde vers v.

Démontrer que la suite de variables aléatoires (U, +V},) ,c N+ converge en probabilité vers
u+v.

3) Dans cette question, on suppose les réels u et v supérieurs ou égauxa 1.
a) Etablir'inégalité: |In(u)-In(v)|<|u-v].

b) En déduire que si (U,),en+ est une suite de variables aléatoires ne prenant que
des valeurs supérieures ou égales a 1, convergeant en probabilité vers u, la suite de
variables aléatoires (ln(Un)) aeN* Converge en probabilité vers In(u).

4) Dans cette question, x désigne un nombre réel strictement compris entre 0 et 1.

. x —
a) Etablir, pour tout ¢ € [0, x], I'inégalité : 1-;
. o . Tx—nn . o
b) En déduire la limite de I'intégrale f (ﬁ) dt quand l'entier n tend vers l'infini.
0

YA\

1 +00 xk
¢) Démontrer I'égalité : ln(—) =) —.

5) Dans cette question, p désigne un parametre strictement compris entre 0 et 1.

Soit X une variable aléatoire discrete telle que, pour tout entier k strictement positif, la
(1-p)*
kIn()
Le résultat de la question précédente, appliqué a x = 1 — p, prouve que X ne peut pas
prendre d’autres valeurs.

probabilité que la variable X prenne la valeur k soit donnée par : P[X = k] =

. E[X
a) Etablir I'égalité : ﬁ = p, ou [E désigne I'espérance.

b) Démontrer que si (X;),en* €st une suite de variables aléatoires indépendantes et de
meéme loi que X, alors

PnX1,Xo,...,Xp) = est un estimateur convergent du parametre p.

2 X
k=1

n
Y X)?
k=1

11



Sujet S 112 - Exercice sans préparation

3 2 =2
SoitA=|-1 0 1
1 1 0

On admet que A’+13=2A0ul;5 désigne la matrice identité d’ordre 3.
1) Montrer que A admet une seule valeur propre A. A est-elle diagonalisable ?
2) Déterminer le sous-espace associé a A.

3) Montrer que A est semblable a B =

S O

00
1 1].
01

Sujet S113 - Exercice

1) Question de cours : Rappeler la définition du rang d’'une matrice.
Une matrice carrée et sa transposée ont-elles nécessairement le méme rang?

2) Dans cette question, A et B sont deux matrices carrées de .#,(R) (n = 1) qui ont au moins

une valeur propre commune.
a) Démontrer qu’il existe un nombre réel a et deux matrices-colonnes X,Y non nulles

tellesque AX=aX et BY=aY.

b) En déduire qu'’il existe une matrice carrée non nulle M telle que : MA = BM.

1 2 31
¢) Montrer que les deux matrices A = (2 1) etB = (0 1) ont une valeur propre com-

mune
et trouver une matrice non nulle M telle que : MA = BM.

3) Dans cette question, a est un endomorphisme de C”.
a) SoitQ € C[X]. Montrer que, si z est un nombre complexe qui n’est pas une valeur propre
de a et sile polynéme P = (X — 2) Q est un polyndme annulateur de a, Q est alors aussi

un polynéme annulateur de a.
b) Démontrer qu'il existe un polyndme annulateur de a dont les seules racines sont les

valeurs propres de a.

4) Dans cette question, on examine la réciproque de la propriété prouvée en 2° et on consi-
deére donc deux matrices carrées A et B de .4/, (C) pour lesquelles il existe une matrice non

nulle M telle que : MA=BM.
a) Que peut-on dire des valeurs propres de A et de B lorsque M est inversible ?

b) Démontrer que, pour tout polynéme P de C[X], ona: MP(A) =P(B) M.

c¢) Démontrer, a I'aide de 3°, que A et B ont nécessairement une valeur propre commune.

12



Sujet S 113 - Exercice sans préparation

On considere une suite (Xg) wen+ de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(Q, <, P), suivant chacune la loi exponentielle de parametre 1.
n

1) Pourtout ne N*, onnote S, =) Xi.
k=1
a) QuelleestlaloideS,?

b) Quelle est la limite, quand 7 tend vers l'infini, de la probabilité P[S,, = n+v/n] 2

2) On considere une variable aléatoire N, sur (Q, </, P), indépendante des Xj et dont la loi
est donnée par :

1
PIN,=n]=P[N,=n+1]= >
a) Trouver I'espérance et la variance de la variable aléatoire T, définie par :
YVwe Q, Tn((x)) = SNn(u))

b) Quelle est la limite, quand 7 tend vers I'infini, de la probabilité P[T, = n+/n] ?

2 Sujets donnés en option économique
Sujet E 2203 - Exercice

Soit f la fonction définie sur R par :

—|xl

VieR, f(x)= ez .

1) Question de cours : Rappeler la définition d'une densité de probabilité.

2) Vérifier que f est une densité de probabilité.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, «/,P), dont f est une
densité de probabilité.

3) a) Déterminer I’espérance E(X) de X.

b) A-t-on, pour tout réel s, pour tout réel ¢ tels que t = s,
Pxss (X>1]) =P ([X> t—s])?
4) Pour tout entier n = 1 et tout x réel, on pose :
X
Hn(x):f fOa+tedz.
—0o0
Montrer que H,, est une fonction de répartition.

5) Soit X,, une variable aléatoire définie sur (Q2, </, [P), de fonction de répartition H,. Montrer
que la suite (X,) ,en+ converge en loi vers X.

13



Sujet E 2203 - Exercice sans préparation

Soit n un entier = 2 et (a3, ay, ..., a,) € R" -{(0,...,0)}.
a
. . az

On considére la matrice colonne X =| | | €., (R).
Qp

Onpose B=XXetA= XX.

On désigne par u I'endomorphisme de R"” canoniquement associé a B.
1) Expliciter la matrice B et la matrice A.

2) Quel estle rang de u? Déterminer son noyau.

3) B est-elle diagonalisable ?

4) Calculer Bf pour ke N*.

Sujet E 2214 - Exercice

On admet la propriété suivante (2) :
Si la suite réelle (1) ,ey converge vers le nombre réel L, alors la suite (V) ,en+ définie par:

VneN*, V,=—(up+u+--+uy_1) converge aussivers L.
n

On se donne deux nombres réels a et p tels que 0 < o < p.
Soit (u,) nen 1a suite réelle définie par :

1+a.u,

up>0 et VneN, uy = u, —.
1+P.up

1) Question de cours : Convergence et divergence des suites réelles monotones.
2) Dans cette question seulement, on suppose a =1 et = 2.

a) Etudier les variations de la fonction f définie sur R, par:

1+x
1+2x

f)=x
b) Etudierla convergence de la suite ().
¢) Ecrire un programme en Pascal permettant le calcul de u.

3) Dans le cas général, prouver que la suite (u,) ,cy converge et donner sa limite.

4) On pose, pour tout n € N, v, = 1/u,. Prouver que la suite (v,,+1 — V5) neN CONVerge vers

B—a.

5) En utilisant la propriété (22), déduire du résultat précédent un équivalent de u, de la

forme — lorsque n tend vers +oo, ou g est un réel strictement positif.
q.n

14



Sujet E 2214 - Exercice sans préparation

n souris (minimum 3) sont lachées en direction de 3 cages, chaque cage pouvant contenir

les n souris et chaque souris allant dans une cage au hasard.

1) Calculer la probabilité pour qu'une cage au moins reste vide.

2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de cages restées vides. Calculer I'’espérance de
X.

Sujet E 202 - Exercice

1) Question de cours : Variable aléatoire a densité. Propriétés de sa fonction de répartition.

On considére une densité de probabilité f, nulle sur R_, continue sur R?, associée a une
variable aléatoire X. On suppose que X est définie sur un espace probabilisé (Q2, </, P) et
on note F la fonction de répartition de X.

2) Montrer que F posséde une unique primitive s’annulant en 0. On note H cette fonction.
Montrer que H est de classe cl.

3) Donner Hy dans les cas suivants :
a) f(x)=0six<Oet f(x)=e “six>0.
. 1 .
b) f(x)=0six<O0et f(x)=——=six>0.

(1+x)2

)f(x)—OS'x<Oetf(x)—;six>0
¢ SUNES T 201+ )32 ‘

Dans chacun des cas, étudier I'existence d'une direction asymptotique et d’'une asymp-
tote oblique pour la courbe représentative de H¢ lorsque x tend vers +oo.

4) On suppose que X admet une espérance ¢.

X
a) Enintégrant par parties f tf (1) dt, montrer que Hr(x) ~ x au voisinage de +oo.
0

En déduire que la courbe représentative de Hy admet une direction asymptotique en
+00.
b) A-t-on toujours une asymptote ?

Sujet E 202 - Exercice sans préparation

a b b
Soit E 'ensemble des matrices M, , =|b a b|ou(a,b) prend toute valeur de R2.
b b a

1) Montrer que E est un espace vectoriel réel de dimension 2.
Calculer le produit M, ,. M ; pour (a, b, a’,b') € R*.
Vérifier que ce produit appartient a E.

2) Calculer M7, , pour ne N™.

15



Sujet E 205 -

Exercice

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé
(Q,«,P).Soit p€]0,1[etg=1—-p.
1) Question de cours : Indépendance de n variables aléatoires discrétes (n € N*).

2) a)

b)
c)

d)

On effectue des lancers successifs et indépendants d'une piece de monnaie. On
suppose qu’'a chaque lancer la probabilité d’obtenir « Pile » est égale a p. On notera
«P» et «F»les événements (Obtenir « Pile »), respectivement (Obtenir « Face »).

On définit les variables aléatoires X; et X, de la fagon suivante : X; vaut k si le premier
«Pile » de rang impair s’obtient au rang 2k — 1 ( entier qui représente le k-iéme nombre
impair de N*);

X, vaut k si le premier « Pile » de rang pair s'obtient au rang 2k (entier qui représente
le k-ieme nombre pair de N*).

Par exemple, si'on obtient« (F,P,F,F,F,P, P, ...)» alors X; prend la valeur 4 et X,
prend la valeur 1.

On posera X; = 0 (respectivement X, = 0) si « Pile » n'apparait a aucun rang impair
(respectivement a aucun rang pair).

Prouver que P(X; =0) =P X, =0) =0.

Calculer P (X; =1) et P (X, = 1). Déterminer les lois de X; et de X,. Les variables aléa-
toires X; et X, sont-elles indépendantes ?

Déterminer la loi de la variable aléatoire Y égale au minimum de X; et de X».

3) Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p.

a)

b)

Sujet E 205 -

. e X+1 . Co -
Montrer que la variable aléatoire Y = > suit une loi géométrique (| x] désigne la

partie entiere du nombre réel x).
Montrer que les variables aléatoires Y et 2Y — X sont indépendantes.

Exercice sans préparation

On note E4 I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 4 et on
considere I'application A qui, 2 un polynéme P de E4 associe le polynome Q = A(P) défini
par: Q(x) =P(x+2)-P(x).
1) Vérifier que I'application A est un endomorphisme de E,.
Expliciter la matrice de A dans la base canonique de E;.
2) Déterminer le noyau de A. On pourra prouver que si P € KerA, alors P(x) — P(0) a une
infinité de racines.
3) Lendomorphisme A est-il diagonalisable ?
4) Existe-t-il un polynéme Q appartenant a E4 ayant un unique antécédent par A ?

16



Sujet E 209 - Exercice

Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel non nul et R, [X] I'espace vectoriel des po-
lynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n. On note M = (m; j)1<i,j<n+1 la
matrice de .#,,+1(R) de terme général

i sij=i+1
mijj= n+l-j sii=j+1
0 dans tous les autres cas

et ul’endomorphisme de R, [X] dont la matrice dans la base canonique (1,X,...,X") est égale

aM.

1) Question de cours : Rappeler la définition d'un vecteur propre d'un endomorphisme.
Enoncer la propriété relative a une famille de vecteurs propres d'un endomorphisme, as-
sociés a des valeurs propres distinctes.

2) a) Calculer u(Xk) pour k € [[0, n]].

b) En déduire I'expression de u(P) pour P € E en fonction notamment de P et de P’
3) Pour k€ [[0, n]], on pose Pr(X) = (X - DX+ 1)" %,
a) Calculer u(Py).
b) En déduire que (P, ...,P,) est une base de R, [X].
c¢) Lendomorphisme u est-il diagonalisable ? Préciser ses valeurs propres et les espaces
propres associés.

4) Dans cette question, on suppose que 1 = 3.

a) Expliciter M et déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles
que P"'MP =D.

b) Déterminer les matrices commutant avec D.

c) Existe-t-il un endomorphisme v de R3[X] tel que vov=u?

Sujet E 209 - Exercice sans préparation

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q2, </, P), a valeurs
dans N*, indépendantes et telles que :

VieN*", PX=i)=P(Y=1i) :%
1) Reconnaitre laloide X etY.
2) Déterminer la loi de la variable aléatoire Z = X +Y et la loi de X conditionnellement a
(X+Y = k), k étant un entier supérieur ou égal a 2 fixé.
3) CalculerPX=Y)etPX>Y).
4) Calculer PX =2Y) et P x>y X = 2Y).

17



Sujet E 210 - Exercice

Soit (X;) nen* Une suite de variables aléatoires indépendantes définie sur un espace probabi-
1

lisé (Q, o/, P) telles que, pour tout n € N*, X,, suit la loi exponentielle de parametre — (d’es-
n

pérance n).

Pour tout x réel on note | x| sa partie entiére.

Pour n € N* soient :
Yn = LXnJ et Zn = Xn - I.XnJ

1) Question de cours : Définition de la convergence en loi d'une suite de variables aléatoires.
2) Déterminer la loi de Y;, et son espérance.
3) Déterminer Z,(2) et montrer que,

s[4

l1-e
Vtel0,1]: PEZ,<1)=

l—en

—

4) Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,), converge en loi vers une variable aléa-
toire Z dont on précisera la loi.
5) Soit n e N* et N, la variable aléatoire définie par :

k
N, :card{ke [1, n] telque Xi< E}

ol card (A) désigne le nombre d’éléments de 'ensemble fini A.

a) Reconnaitre la loi de N, et donner son espérance et sa variance.

b) Montrer que la suite de variables aléatoires (N),, converge en loi vers une variable
aléatoire N dont on précisera la loi.

Sujet E 210 - Exercice sans préparation

a b b
Soit E 'ensemble des matrices M, , =|b a b |ou(a,b) prend toute valeur de R2.
b b a

1) Montrer que E est un espace vectoriel réel de dimension 2.

2) Dans le cas ou soit a = b, soit a = —2b, prouver que M, ; n’est pas inversible.
Dans le cas contraire, calculer son inverse et montrer qu’il appartient a E.

3) Calculer M7, , pour ne N™.
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Sujet E 222 - Exercice

1))

2)

3)

4)

5)

Question de cours : Estimateur, biais, risque quadratique.

Soit a, b et c trois réels strictement positifs et soit f la fonction définie sur R par :

b
f)=0six<0, fx)=csixel0,al f(x)=— sixela,+ool.
X
Déterminer b et ¢ en fonction de a pour que f soit une densité de probabilité continue

sur R;.

On suppose b et ¢ ainsi définis dans la suite de I'exercice et X est une variable aléatoire
définie sur un espace probabilisé (Q2, o, P) de densité f.
Donner une allure de la représentation graphique de f.

Pour quelles valeurs k € N*, X admet-elle un moment d’ordre k ?
Déterminer I’espérance et la variance de X si elles existent.

Soit (X;;) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.
On pose

-y
Tn:_ Xi'
niz1

a) Montrer que (T,) est un estimateur de a.
b) Construire a partir de (T,,) un estimateur (S,) sans biais de a.
¢) Quel est le risque quadratique de (S;) ?

Sujet E 222 - Exercice sans préparation

1 2 -2

SoitA=]2 1 -2

2 2 -3

1) Calculer A% — 1.

2) A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.
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3 Sujets donnés en option littéraire BL

Sujet BL 304 - Exercice

On considere la suite (1) définie par la donnée de son premier terme u # 1 et par la relation

de récurrence :
uz+1

VnelN, ujq= .
un_l

1) Question de cours : Enoncer le principe du raisonnement par récurrence.
2

2) Etudier les variations de la fonction f définie sur R-{1} par f(x) = al
x —

1
1 et le signe de

f(x) — x. Donner I'allure de la courbe représentative de f.
Justifier que la suite (u;) est bien définie.
3) On suppose dans cette question que ug > 1.
Montrer que pour tout entier naturel n nonnul, u, =2(1+ V2).
Montrer que la suite (u;) est croissante et déterminer sa limite.
4) Etudier de méme le cas o1 1y < 1.
Montrer que la suite (u#,) est monotone. Etudier la nature de cette suite.

Sujet BL 304 - Exercice sans préparation

Soit n un entier =2 et k un entier de [1, n—1].

Une urne contient k boules blanches et n — k boules noires.

On les tire toutes une a une sans remise.

Soit X la variable aléatoire égale au rang de la derniere boule blanche tirée.
Déterminer la loi de X.

Calculer son espérance et sa variance.

On rappelle la formule :

VneN*, Vkel[0, n] k+k+1+ +n_n+1
' ok k k| \k+1/)
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Sujet BL 305 - Exercice
1) Question de cours : Criteres de convergence d'une série a termes positifs.

Pour tout entier n = 2, on considére la fonction f;, définie sur [0, 1], a valeurs réelles, par :
n 1/n
fr)=(1-x")"".

1
Onpose,pourn=2:u,=1 —f fn(x) dx.

0
2) a) Etudier les variations de la fonction f;, sur [0, 1].
Calculer la dérivée seconde de f;, et en déduire que f;, est une fonction concave.
b) Montrer que la courbe représentative de f;,, dans le plan rapporté a un repere ortho-

normé, est symétrique par rapport a la premiere bissectrice.

¢) Montrer que 'unique point fixe de f,, sur [0, 1] a pour abscisse x,, = (z) .

Xn
3) On pose, pour tout =2 : v, = (1 — x,)? et wy, :f (1- fn(®) dx.
0
ATl'aide de la représentation graphique de f,,, montrer que : u, = v, + 2wy,.
4) a) Quelle estla nature de la série de terme général v, ?
b) Etablir, pour tout réel y positif, la relation :

1-y
_,l/n
1 Y - n-1 &l
1+ ) yo'"
k=1
P , 2
c¢) Endéduirequel'ona:0<s w, < ——.
(n+1)2

d) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

Sujet BL 305 - Exercice sans préparation
Soit n € N* avec n = 2. Onlance n pieces de monnaie équilibrées. On définit les événements :
A : «On obtient Face au plus une fois »,

B : «On obtient Face au moins une fois et Pile au moins une fois ».

Montrer qu'’il existe une valeur de n pour laquelle A et B sont indépendants.
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4 Sujets donnés en option technologique

Sujet T 417 - Exercice

1) Question de cours : Principes du raisonnement par récurrence.

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = (x* + x) e*, ol1 e désigne la base du logarithme
népérien.

2) Montrer que xlirp fx)=0.

3) a) Résoudre I’équation : x*>+3x+1 = 0. On note f " la foncton dérivée de la fonction f;
étudier le signe de f '(x) selon les valeurs de x.

b) Dresser le tableau de variation de f.
4) Tracer la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthonormé.

5) Etudier graphiquement le nombre de solutions de I'équation f(x) = A, ou1 A est un réel
donné quelconque.

6) Pour tout x réel et pour tout entier naturel n, trouver I’expression de f ) (x), ou f ) q¢-
signe la dérivée n-eme de la fonction f avec la convention f© = f.

Sujet T 417 - Exercice sans préparation

Soit N un entier supérieur ou égal a 2. Une urne contient 3 boules rouges, 2 boules noires et
N boules bleues.

On effectue dans cette urne un tirage simultané de 2 boules et on suppose que tous les
tirages possibles sont équiprobables.

1) Exprimer en fonction de N, la probabilité p d’obtenir un tirage unicolore.

2) Trouver la valeur de N pour laquelle la probabilité d’obtenir 2 boules bleues

1
est égale a ry Quelle est dans ce cas la valeur de p ?

22



Sujet T 418 - Exercice

1) Question de cours : Limite d'une fonction composée.

Soit f la fonction définie sur D = R—-{-3/2,-1/2} par: f(x) = oxiD2it3)

2) FEtudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3) Tracer la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé.

4) a) Déterminer la valeur des deux constantes réelles a et b telles que pour tout x de D, on

ait :

£l = a N b
T 2x+1 2x+3

t
b) En déduire la valeur de I'intégrale f f(x) dx, dans laquelle t désigne un nombre réel
0

strictement positif.

t
¢) On pose pour tout réel ¢ strictement positif : F(t) = f(x) dx. Calculer [lirp E(?).
0 —T00
Sujet T 418 - Exercice sans préparation

Une urne contient 3 boules rouges, 2 boules noires et 4 boules bleues. On effectue 5 tirages
successifs de 2 boules prises simultanément dans I'urne, avec remise (apres chaque tirage
de 2 boules, on replace les boules obtenues dans I'urne).

On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages unicolores obtenus a 'issue de
cette suite de 5 tirages.

1) Quelle estlaloi de probabilité de X ?

2) Calculer I'espérance mathématique et la variance de X.
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