MATHEMATIQUES (options scientifique, économique, technologique et littéraire B/L)

1. Procédure d’interrogation

Le mode d’interrogation reste identique a celui des concours précédents et rappelons brievement que le
sujet proposé aux candidats (quelle que soit I’option dont ils sont issus) comprend deux parties:

. un exercice principal préparé pendant 30 minutes et portant sur I'une des trois parties suivantes du
programme: algebre, probabilités et analyse. De plus, une question de cours en rapport avec le theme de
I'exercice fait partie de I'exercice principal ;

. un exercice sans préparation portant sur une partie différente de celle de I'exercice principal,
permettant de tester en temps réel les qualités de réactivité des candidats.

Rappelons que dans tous les cas, chaque candidat est interrogé en probabilités, soit au titre de I'exercice
principal (20 & 25 minutes), soit a celui de I'exercice sans préparation (5 a 10 minutes).

2. Résultats statistiques

Par option, les notes moyennes obtenues sont les suivantes:

option scientifique (426 candidats): 11,35 (11,15 en 2013)
option économique (187 candidats): 10,42 (9,62 en 2013);
option technologique (26 candidats): 10,73 (10,18 en 2013);
option littéraire B/L (17 candidats): 11,06 (11,71 en 2013).

Ooogog

3. Commentaires

A l'issue des épreuves orales de mathématiques, on peut tirer un certain nombre d'enseignements.

Tout d’abord, les rapports de jury des concours précédents ainsi que les échanges dans la commission de
mathématiques lors de la journée des classes préparatoires, sont manifestement répercutés auprés des
admissibles : ainsi, les prestations d’une majorité de candidats sont essentiellement orales et le tableau
n’est utilis€ que comme support de I’exposé.

Ensuite, la « regle du jeu » est assez bien respectée : les candidats passent les questions non traitées ou
inachevées et poursuivent 1I’exposé.

La question courte en fin d’interrogation joue son rdle d’amortisseur ou d’amplificateur de la note de
I’exercice principal.

Cette année, le jury a observé moins de mauvaises prestations de la part des candidats de 1’option
économique (les notes inférieures a 5 sont moins fréquentes que lors des concours passés). Parallelement,
on assiste a un recul du nombre de candidats exceptionnels dans 1’option scientifique. La conjonction de
ces phénomeénes explique en partie la réduction de 1’écart de moyenne entre les candidats de ces deux
options par rapport au concours 2013 : 1,5 point en 2013 et un peu moins d’un point en 2014.

Option scientifique

Le niveau général est bon, en légére hausse par rapport a celui du concours 2013 : les notes s’étendent
entre 3 et 20 et I’écart-type de 3,59 permet de classer correctement les admissibles.
Il'y a quelques candidats excellents dont les exposés trés clairs, concis et exhaustifs s’appuient sur une
argumentation pertinente qui leur permet de prouver les résultats attendus.
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Cette année encore, le « principe des vases communicants » a privilégié I’algébre linéaire et bilinéaire au
détriment de I’analyse (suites, fonctions réelles, calcul différentiel et intégral).

L’ensemble des examinateurs a constaté que 1’abstraction des sujets d’algebre n’est pas un handicap
insurmontable comme ce fut le cas durant de nombreuses années : les exposés sont clairs et argumentés
rigoureusement.

En revanche, une majorité de candidats éprouvent de grandes difficultés a résoudre les sujets d’analyse «
pure », méme les plus simples. Les notions les plus élémentaires - étude de fonctions, représentations
graphiques, convexité et concavité, théoremes classiques (accroissements finis, valeurs intermédiaires,
etc.) — ne sont pas du tout maitrisées.

Notons également un niveau de connaissances trés insuffisant en trigonométrie et assez stable en
probabilités.

Option économique

Le décrochage du niveau des candidats de cette option par rapport a ceux de I’option scientifique observé
depuis quelques années a connu un coup d’arrét cette année : les notes s’étendent entre 4 et 18 et I’écart-
type de 3,66 est suffisamment élevé pour classer les candidats de cette option.

Malgré tout, les observations relevées en 2012 et 2013 restent d’actualité en ce qui concerne les points
négatifs.

Les concepts fondamentaux sont mieux maitrisés et les confusions (fonction de répartition et densité, «
dimension » d’une application linéaire) sont plus rares, le cours est manifestement mieux assimilé méme
si les explications utilisent un langage mathématique trés approximatif qui nuit a la rigueur de I’exposé,
(par exemple, la définition de la convergence d’une intégrale généralisée ou encore, la mauvaise
utilisation, voire 1’ignorance de la présence de quantificateurs dans un sujet), les techniques de calculs
élémentaires font souvent défaut et les confusions entre condition nécessaire et condition suffisante
restent trop fréquentes.

Option technologique

Les niveaux des candidats (26 admissibles) sont trés contrastés avec une moyenne supérieure a celle du
concours 2013 et un écart-type plus élevé (4,53 cette année contre 4,35 en 2013).
Globalement, les notes s’étalent entre 4 et 20.

Option littéraire B/L

Sur les 17 candidats admissibles présents, la moyenne est de 11,06, en recul par rapport a celle du
concours 2013 et s’accompagne d’un écart-type tres élevé de 4,74 reflétant une population de candidats
trés hétérogene.

4. Remarques

Le jury a observé chez nombre de candidats un certain formatage et il recommande aux futurs candidats
d’éviter de réciter a I’oral des recettes qu’ils ne maitrisent pas : méme si elles peuvent parfois faire
illusion dans un probleme d’écrit ou la part d’initiative personnelle est réduite, ces phrases ou ces
formules apprises par cceur et qui tiennent lieu de « prét a penser », passent difficilement le filtre de
I’épreuve orale.

Rappelons enfin que les sujets de mathématiques du prochain concours se baseront, pour les options E et
S, sur le nouveau programme de mathématiques et informatique des classes préparatoires économiques et
commerciales.
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Les sujets suivants, posés aux candidats des options scientifique, économique, technologique et littéraire B/L,
constituent un échantillon des sujets proposés lors des éprenves orales du concours 2014,

1. SUJETS DE L'OPTION SCIENTIFIQUE

Exercice principal S 49

Les variables aléaioires qui inferviennent dans oof erercice sond définics sur un espace probabilise (10, A, P).

1. Omestion de cours : Deéfinition de la convergence en probabilité d’une suite de variables aléatoires.

2. Dans cette question, on note £ une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite et & la fonetion
de répartition de Z.

Pour tout réel &, on note Fy la loi de la varable aléatire Yo = (£ + ﬂ]z.

a} Exprimer la fonetion de répartition de ¥y & Paide de ©.

b) La varisble aléatoire ¥ posséde-t-clle une densité T

) Reconnaitre la loi Fo.

d) Montrer que pour tout réel & 2 0, les lois By et P sont identiques.

3.a) Soit X une varable aléatoire & valeurs positives ou mulles. Etahlir pour tout couple (a, i) € B, l'indgalité :

P{|u‘T— al 25 £ P{|X —a?| = ab)
b) Soit (Ty)neke une suite convergente d'estimateurs d'un parametre positif inconm #, ne prenant tows que des
valeurs positives oo nulles.
Diéduire de la question précédente que (T )nen. o5t un suite convergente destimatenrs du paramétre /.
4. Dans cette question, # désigne un paramétre positif inconm et (Xna)pci= une suite de varishles aléatoites
indépendantes et identiquernent distribuées, de loi commune Fy définie dans la question 2.
a) Trouver une suite convergente d'estimateurs sans bisds (Tn)new- = (Enl(X1..- -, xn}']‘nqﬂ- du paramétre 6.

b) En déduire une suite convergente d'estimatenrs du paramétre 8 Sont-ils sans hiais?
Exercice sans préparation 5 49

o o0
1. Montrer que la matrice M = (ﬂ a b) de My(R) est disgonalisable s et soulement s la matrice
0 e d

A (i 2) de Ma(R) est diagonalisable.

2. Boit § un endomorphisme diagonalisable d'un B-espace vectoriel & de dimension 3 et soit [ une droite
vectorielle de K stable par f.

a) Montrer que I admet un supplémentaire stable par f.

b) Montrer que si P est un supplémentaire de I stable par f, la restriction de f & P définit un endomorphisme
diagonalizable de P.
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Exercice principal 8§ 50

1. Question de cours : Formule du bindme népstif,

2, Boit p €]0, 1]. Pour tout couple (n,k) £ B* < N, on note py g la probabilité guiune varable aléatoire suivant
la loi binomiale B(n, p) soit égale 4 k.
e

fem
1
Calenler »  py g et montrer que pour tout k £ N*, on & : Png =—

Soit (X )peye une suite de variables aléatoires & valeurs dans N définies sur le méme espace probabilisé (12,4, P},
mutuellement indépendantes et de méme loi.
n
O pose @ S = 0, et pour tout n £ B*, 5y =ZI*. Pour tout (a,n) € B] = M, on pose : Fu(a) = PSs £ al.
k=1
3 Boit a = 0. On note N{a) =Card{n € M ; S £ a} (pour tout w € 0, Nafw) est le nombre, éventuellement
égal & +oo, des entiers n pour lesquels Sa(w) < a).

a) Boit n € H*. Montrer que [N(a) = n] £ 4 et que P[N{a) = n] = Fn_1(a) — Fala).
b) Exprimer Pévénement [N(a) < oo] en fonetion des événements ([N(a} = =)
[N{a) < oc] £ A
¢) Montrer que la suite [Fyia))
P[Nja) =] =1
d) On suppose dans cette question que la série de terme général Fufa) et mnvm‘gmte

nch- Bt B déduire que

sdmet une limite finie et que lim Fgla) = 0 & et seulement =i
ncM -4

Montrer que la varisble aléatoire N (o) admet une espérance et que E(N(z]) = Z Fala).

n=0
4. Boit p et g deux réels verifiant 0 < g < p < 1. Dans cette question, on suppose que pour tout n € M*, on a
PXp=0)=1-pa PX,=1)=q

0 sX,=0

En utilisant les questions précédentes et en considérant les variables aléatoires ¥, = {l s X, 1 B
n

que pour tout a = 0, on a: B{N{a)) £ L:l.

Exercice sans préparation S 50

Soit E un espace euclidien de dimension n 2 2: on note (.} le produit sealaire et || || la norme sssociée.
1. Soit = € E. Montrer que ||z]| = /7 & et seulement s il existe une base orthonormale B = (e, eq,... .05 € E
n

vfai.ﬁan‘t.::Zq.
k=1
2. Soit ¢ et v deux vecteurs de E. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une base
n n

orthonormale 8B = (e, 64,...,65) € E vﬁiﬁmz=‘£c*my=2kck.
k=1 k=1
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Exercice principal S8 56

Dans tout Pezrercice, i cst un endier supéricur ou cgal 6 2

1. Question de cours : Seit k une fonetion numérique de classe CF sor un ouvert 2 de B

a) Chr'appelle-t-on point eritique de A7

b) Qw’appelle-t-on point eritique pour Poptimisation de k sous contraintes d'égalités linéaires

{e:{x:u ~ b
cl.

plX) = by
Soit f la fonction définie sur B® par @ flw, ... oun) = 0.

2. Soit 1y..... Ty des réels donneés non tous éganx, dcmn}*c:n.m:r-—Zr;
=1
r—T
nsd

1

LaE . * _ 2 : P
Om pose - 8% = :1;{1: F)*, et pour tout § € [1,n] @ oy
a) Montrer que % est strictement positif.
b) Exprimer en fonetion de s%, le minimum global de la fonetion & £ fizy —£,... 7 — ).
o) Soit p et § deux réels donnés.
Mcmtrer qu]]nc:x:hte qu'un seul point eritique u* = (uf, ..., uy) pour Poptimisation de f sous les contraintes
zm petzz‘u‘ t, donmé par : ¥i € [1,n]. u._—+[€—pi}n..

i=1 =1
3. Soit n variables aléatoires ¥, ... Yo discrétes, mutuellement indépendantes, admettant des moments d'ordre
1 et 2 telles que, pour tout § € 1, n]_ EiYy)=ar +bet V(¥y) =1, ok a et bsont des paramitres reels,

n
On considire les variables aléatoires de la forme AL = Er;l’]: ol (re)1gegn o5t un élément de B™ indépendant
=1
de a et de b (mais qui peut dépendre de x;,...,2,).

a) Trouver, parmi les variables aléatoires AN qui wérifient pour tout (a, b) £ RE, E[AL"}] = a, celles qui ont la
plus petite varisnce.

Proposer une interprétation de ce résultat en terme d’estimation du paramétre o.

b) Enoneer et démontrer un résultat similaire pour le paramatre b

Exercice sans préparation S 56

20 0
Soit f Pendomorphisme de B? dont la matrice dans la base canonique B = (e), 09, e5) et M = (1 3 —2).
1 1 0
1. Montrer que f—idgs est un projecteur.
2. Quelles sont les valeurs propres de f7
3. Combien existe-t-il de droites vectoriclles de B? stables par f 7
4. Combien existe-t-il de plans vectoriels de B? stables par f7
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Exercice principal S8 61

1. Question de cours : Densite de la somme de deux variables aléatoires & densité indépendantes.

2. Boit I et V deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (§2,.4, P}, indépendantes et
suivant la loi uniforme sur le segment [0, 1]

Déterminer une densité g de I7 + V. Donner Pallure du graphe de 4.

On note £ Vespace vectoriel réel des fonctions contimees sur B

Pour tout éément f € £, on note T'( f) application de R dans R définie par :

+1
vz e R, T(f)(z) = [_ : fle)dt.

3. Montrer que Papplication T" qui, & tout [ € £ associe T'( f), est un endomorphisme de £.

4. Montrer que si un élément f £ £ est une densité de probabilité, alors T f) est également une densité de
probabilite,

5. Boit m € M* et Ra[X] lespace vectoriel des polynomes & coefficients réels de degré inférienr ou égal 4 n,
identifics & des fonetions polyndmes.

a)} Montrer que la restriction de T" & R, [X] définit un endomorphisme T, de By [X].

b) L'endomorphisme Ty, est-il bijectif 7 Est-il disgonalisable 7

6. L'endomorphisme T est-il injectif 7 Est-il surjectif 7

Exercice sans préparation 8 61

Pour tout entier n 2 1, on pose © un = Inn+aln(n + 1) + bnin + 2).
1. Déterminer les réels o et & pour que la série de terme général a, soit convergente.
2. Caleuler alors la somme de cette série.
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Exercice principal S 75

1. Question de cours : Théoreme de d'Alembert-Gauss. Application & la factorisation de polynomes dans R[X]
et dans C[X].

2. Boit a, b et e des réels et T le trindme T(X) = aX? + 8X + . On note T" et T respectivement, les dérivées
premiére et seconde de la fonetion T,

a} Donner une condition nécessaire ot suffisante portant sur les réels a, b et & pour que, pour tout ¢ € B, on
ait : Tz} = 0.

b) On suppose que T posséde deux racines réelles distinetes. Déduire de la question précédente que :

YreR, T(xT"(z) = (T =x).
Dans la suite de 'exercice, on note n un entier supérieur ou égal & 2 et P un polynime de R[X] de degré n
ayant n racines réelles distinetes.
n
On pose : PIX) =Eugxk. On note P et P" respectivernent, les derivees premiere et seconde de P.
=i}
3. Montrer que P posséde (r — 1) racines réelles distinetes.
=
4.a) Montrer que la fonction = — % est dicroissante sur chaque intervalle de son ensemble de définition.
b) En déduire que pour tout = € B, on a : Plx)PY(x) < (P'P(z).

5. A U'nide des questions précédentes, établir pour tout & € 0. n — 2], I'inégalité : ag opez = ef_“.
Exercice sans préparation S 75
Soit X et Y denx variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (£2, A, P, & valeurs dens B telles que -

'bl[ilj'}eﬁ-!: Pl::lx =I-.]|ﬂ|[}: =j.|}=m-

Determiner le réel a. Les varinbles aleatoires X et ¥ sont-elles independantes ¥

19



Exercice principal § 91

1. Question de cours : Soit n € K*. On rappelle que By [T est Pensemble des polyndmes & coefficients réels de
degré inférieur ou égal & n. Que peut-on dire dun polynome de BEa[T] qui admet pluz de n racines 7

2. On confond veeteur de R™ ot matrice-colonme de My 1 (R). Soit 7, 25, ..., 2q, 7 réels tous distinets.

1 i1 r? z?_]
1 2 =z --- 237! o
On considére la matrice 4 = i i CBoit M= ¢ | unvecteur de BR™ tel que AL =0
Uz . . 2l
1 =z 2 -l fn

n
n
a)} Montrer que le polynéme CT7) =ZGET"_1 est mul.
=1
b) En déduire que la matrice A est inversible.

1. Dans cette question, X et ¥ sont deux variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (12,4, P), suivant
des lois de Bernoulli de paramétres respectifs pet pf (0 <p <1 et 0<p' < 1) et telles que la covariance de X
et Y est mulle

Montrer que X et ¥ sont indépendantes.

4. Boit (XY} un couple de varinbles aléatoires réelles discrétes finies définies sur (£2, A, P), et soit n et m deux
entiers supérieurs ou égaux & 2.

On suppose que X () = {xy, 7q... .. To) et Y{I) = {m. .. ... 0m]}-

On pose pour tout € [1.n] et tout § € J1.m] :

p=PX=x) gG=PY¥=my5) my=PX=x)n(¥=mw)) et &;=my—mg
Dnsuppmcquepu-u:t.uth[l,n—l]etmutkE[l,m—l],lacmaﬂmdcxhctl"kestmﬂ]e.

™m
a) Soit & € [1,m — 1]. Montrer que pour tout § € [1.n], on a:zduyf =0
=1

b) En deduire que X et ¥ sont indépendantes.

Exercice sans préparation 8 91

n
Soit « un réel donné. Pour tout entier 2 1, on pose : "":Eﬁ
k=1

1. Etudier suivant les valeurs de o, la comvergence de la suite (1tn Jnz1. En cas de convergence, on précisera la
limite de la suite (g )z
2. Etudier 1a nature de la série de terme général u,,.

3. Soit x un réel vérifiant |x| < 1. Etudier suivant les valeurs du réel a, la convergence de la serie de terme
general ugpr™.

20



Exercice principal 8§ 93

1. Qestion de cours : Formule de espérance totale pour une variashle aléatoire diserete X et un systéme complet
d'événements (Anjnei-. On note E(X (4n) I'espérance de X pour la probabilité conditionnelle FPa .

On lance indefiniment un de équilibré et, pour tout n € H*, on note Xp le numeéro sorti au n-ieme tirage.
Les variables aléatoires X, définies sur un espace probabiliss (£2,.4, ), sont done supposées indépendantes et
de méme loi uniforme sur [1. 6].

Pour tout € [1, 6], on note T; le tempe d'attente de la sortie du muméro i.

2.a) Donner la loi de T ainsi que son espérance et sa variance.

b) Trouver l'espérance des variables aléatoires InfiTy . Th) et Sup(Ty.T3).

1. Justifier 'existence de la covariance de T et de T3, que 'on noters Cov(T7.73).

4.a) Etablir, pour tout i £ [2,6], la relation : E(T,/[X, =i} =7.

b) Montrer que pour tout i € [3,6], on a : E{T7T5/[X; =i]) = E{(1 + T1){1 +T3))-

) Caleuler E{T,T3).

d) En déduire Cov(T;,T%:) ains que le coefficient de corrélation linéaire de T3 et T5.

S.a) Trouver un réel o tel que les varisbles aléatoires T) et Ty + o) soient non corrélées.

b) Caleuler 'espérance conditionnelle £(T; + a1 /[T = 1]).

) Les variables aléatoires T} et Ty + T sont-elles indépendantes 7

Exercice sans préparation S 93

I
8ait (ttq)ucn 1n site dfinle par : Vn € N, 1, =f ( tan )™ dr.
(1]

1. Montrer que la suite (g )pen S5t convergente.
2.a) Caleuler ug o + g
b) En déduire la limite de la suite (ty)pen et un équivalent de uy, lorsque » tend vers oo,
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Exercice principal 5 94

1. Question de cours : a) Convergence des séries de Riemann.
fem

b) Etablir Pencadrement strict suivant : 1 < ZL < 2
k=1 K

Soit n € H*. On note i lo nombre complexe de module 1 et d'argument 72, Pour tout & € [1,n], on pose :
e On rappelle que pour tout = £]0, 7,/2], cotan = = %.

2.5) Montrer que pour tout x €]0,7/2[, cn a: e™* = foanzdl

P =

cotanT —i
b) En déduire que pour tout & € [1,n], (cotan ze 4 §)*"+ est un nombre réel

n
3. Soit P, ke polynéme de R[X| défini par : Pa(X) =3 (- UP[Z" + l) XnF.

—r Ip+1
a) Préciser le degré de Py ainsi que son terme de plos haot degre.
b) Pour tout ¢ £ B, déterminer (sous forme de somme) la partie imaginaire de (¢ +§)*+1. En déduire que pour
tout k £ 1, 7], cotan®ry est une racine de Py, et donner une factorisation de Py (X)) sons ls forme d'un produit
de mondmes.
n(Zn —1)

]
) Etablir la formule : zm‘t.an!:r* = 3

k=1

1
4.8) Montrer que pour tout u €]0,7/2[, on & : cotan®n < — <1+ cotan®u.
u

4o =
b) Déduire des résultats précédents que : ‘ZLF -
=1

Exercice sans préparation S 94

Soit (Ly Jnz: une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé (12, .4, P)
et de méme loi uniforme sur [0, 1].
Boit N une variable aléatoire définie sur £2, indépendante de la suite (L% gz, suivant une loi binomiale B{n, p)
nzletd<pl)

R U i [N =0 réalisad

Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (T )naa.
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Exercice principal 8 101

Dans tout Pexercice, n désigne un entier supérienr ou égal & 2 et on munit Pespace vertoriel My, ; (R) du produit
scalaire wsuel défini par (X, 1) ="'XY.

On note

# [/ |a matrice-colonne de Adn (R} dont tous les coefficients sont éganx & 1

# I, ensemble des matrices 4 € My (R) telles que I soit un vecteur propre de 4 et de % ;

& Wy, Pensemble des matriees A = (g )15 ygn de Ma(R) telles que ¥i 2 2,0, = a,; =0

On admet sans dimonstration que ¥y, et Wy, sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).

1. Question de cours : Definition et propriétés de Porthoronal dun sous-espace vectoriel d'un espace enclidien.
2. Dérerminer la dimension de W,

3. Boit A € Vn. On note A (respectivemnent p) la valeur propre de A (resp. de ‘A) associée au vecteur propre I
Exprimer la somme de tous les coefficients de A en fonetion de X, Comparer A et j.

4.a) Déterminer ¥y ainsi que sa dimension.

b) Montrer que pour tout (a.b,c,d, €] € RF, il existe une unique matrice A = (ay 415155 de Vs telle

qued;; =4, a3 =50 a3 =e 0y, =d et ag; = e. En déduire la dimension de V.

5. Soit P = (piy1<ip<n une matrice orthogonale de Adn(R) dont la premiére colonne est égale & %U.
Pour j £ [1,n], on note Cy la j-iéme colonne de P. Soit A € Ma(R).

a) Justifier 'existence d'une telle matrice P.

b} Montrer que la matrice & = 'PAP & pour terme genéral by ; = (O, AC; )

) En déduire que A € Vy, s et seulement i 'PAP € W,

d) En déduire la dimension de V.

Exercice sans prédparation 5 101

Boit ny € M*, ny € H* et p €]0, 1. On considére dewx varables aléatoires indépendantes X, et Xy définies sur
un espace probabilisé ({2, .4, F) : X; suit la loi binomiale de paramétres (ny,p) et Xz suit la loi binomiale de
PATRIMEtTes (nz. pl.

1. Boit n & (X1 + X2)(82). Déterminer la loi conditionnelle de Xy sachant 'événement [X1 + Xz = n].

2. Caleuler Pespérance conditionnelle E{X1 /X1 + Xz = n).

23



Exercice principal S 104

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont & densité et défindes sur un méme espace probabilisé (12, 4. P).
Bous réserve dlexdstence, on note £{X) lespérance d™une variable aléatoire X .
1. Cmestion de cours : Rappeler la définition du rang d’une matrice. Quelle est, selon les valeurs des réels a, b,

cet d le rang de la matrice (: :)7

Dans tout Pexercice, X, Y et £ sont trois variables aléatoires ayant des moments d'ordre 2.

On admet que charune des variables aléatoires XY, X7 et V2 admet une espérance et on suppose que la
condition suivante est vérifide : E(X2)E(Y?) - {E{XF]]! # 0

Pour tout (=, 4) € R, on pose : flz, o) = E((Z — 2X —o¥)?).

2.a) Etablir les inégalités strictes : E{X?) > 0 et E(Y¥) > 0.

b) Montrer que pour tout couple (2, 4) € (R*)%, on a : E{{zX + 4 )?) = 0.

3.a) Montrer que la fonetion f est de classe O sur B? et gu'elle sdmet un unique point eritique (ro, w).

b) Montrer que pour tout couple (r,y) € B% ona: E({Z — rpX — ol ){2X +4¥)) =0

) En déduire "égalité : E((Z — xX — 9¥)?) = E([Z — moX — wl¥)?) + E([{z — ma)X — (e — )¥]).

d) Etudier les extremums de f.

4. Dans cette question, on suppose que X et ¥ sont indépendantes et suivent toutes les deux la loi uniforme
sur Vintervalle [0,1] et on pose £ = X2

Déterminer 'ensemble des couples (T, 1) pour lesquels E({(Z — 2X — y¥)*) est minimale.

(om admet que le résultat relatif & Pespérance d'un produit de varisbles aléatoires diserétes indépendantes
sapplique an cas oi les deux variables aléatoires sont & densité)

Exercice sans préparation 5 104

Scit M une matrice de Aa(R) non nulle telle que M? = 0.

)_

(=1 =N =]
(=1 =N =]
(=1 =N

Montrer que M est semnblable & la matrice 4 = (
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Exercice principal § 110

Soit £ un espace vectorie]l de dimension finie n 2 2 sur B, Soit f un endomorphisme de E pour lequel i existe
un entier m = 2, des endomorphismes py, pa, . ... pm non mils de £ et m réels distinets Ay, As, ... Am, tels que
m

pour tout entier ke M, ona: f* = zlrp.,uﬁfi = fofe.. . of Onnote id Pendomorphisme identité de E.
et —_—
k fods
1. Question de cours : Enoneer une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilite d'une matrice.
2. Soit P un polynome de R[X]. Exprimer P{f) en fonction des P(A) et des py pour i € [1, m].

3. Soit € ke polynome de R|X] défini par Q(X) = ﬁ{x — ). Caleuler Q(f).
=1

Ou'en deduit-on quant anx valeurs propres de 7

X — A

4. Pour tout k £ [1,m], on pose : Ly(X) = ]] 3 Ju}l-
" —

i
Caleuler Lp(f). En déduire que Im(pg) C Ker(f — Apid) ainsi que 'ensemble des valeurs propres de f.
5. Montrer que [ est diagponalisable.
0 siisti
mosEi=j
7. Soit F' le sous-espace vectoriel de £{E) (ensemble des endomorphismes de E) engendre par (py, pa. . ... Pm)-
Déterminer la dimension de F.

6. Vérifier que pour tout couple (i, 7} € [L,m]%, ona: mop = {

Exercice sans préparation 5 110

Boit (Xp)new une suite de variables aléatoires indépendantes de méme lof normale centrde réduite, et soit un
nombre réel 8 £ 0. On pose - Yo =Xo et ¥n 21, Yo =8Yn1 + Xn.

1. Determiner pour tout = € H*_ la loi de ¥,

2. Caleuler pour tout kb & B*, Cov(¥n, ¥ays).
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Exercice principal § 112

1. Question de cours : Enoneer le théoréme du prolongement de la dérivee.
Om cherche les fonctions [ deéfinies sur R, & valeurs réclles, telles que :

vreR, (f(r) -2f(r)f () =0 (E)

2. Soit (o.b) un couple de réels et f la fonction définie sur R, & valeurs réelles, telle que :
ar® sizz0
_IF[I}I={sz aizi[l ’
Cuelle condition doivent satisfaire o et & pour que la fonetion f vérifie pour tout = € R la relation (E) 7
3.a) Montrer que 5 une fonetion polynomiale non molle f wérifie (), son degré est nécessairement égal
a0 ou 2
b)) Déterminer sous forme factorisée, les fonetions polynomiales qui vérifient pour tout = £ B la melation (£).
4. Soit [ un intervalle de B et [ une fonction définie sur I & valeurs réelles.
Om suppose que f vérifie les conditions (C) snivantes :
& la dérivée 7 ne s'annule pas sur [ ;
# | relation (£) est vérifide pour tont x € 1.
Flx)
T
b) Etahlir l’mcin.teme d'une constante réelle k strictement positive telle que pour tout = € 1, I dérivée de m
soit egale & E
) En déduire que toutes les fonetions [ qui vérifient les conditions (C) sont de la forme : fiz) = a(z — r)?,
avec o # Dot r g .

a) On pose pour tout = € 1 - g(z) = pour tout = £ I, la dérivée g'(r) au point =

Exercice sans préparation 5 112

Omn tire aves remise une boule d une nrme contenant n boules numeérotées. On note X 1a varishle aléatoire égale
au murmére du tirage oit pour la premiére fois, chaque boule & &té tirée au moins une fois.
Caleuler espérance de X ot en trouver un équivalent quand n tend vers 400,
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Exercice principal 8 113

Boit £ un espace enclidien muni du produit scalaire canonique (, } et de la norme associée ||. ||
Soit p et r deux projecteurs orthogonanx distinets de E. On note id I'endomorphisme identité de E.
1. Question de cours : Definition et propriétés d'un projecteur orthogonal.

2. Dans ectte question uniguement, on suppose que p et © COMIMuLent.

a)} Montrer que po r est un projectenr orthogonal.

b) Dans le cas ol per est non mul, déterminer ses valeurs propres.

o) Montrer que Ker(po r) = Ker(p) + Ker(r) et Im(p ¢ r) = Im(p) N Im{r).

3. Soit r un vecteur propre de p o r associé & I valeur propre A

a) Dans le cas ol A # 0, montrer que r £ Ker{p — id) et (r{z) — Az) € Ker(p).

b) Caleuler {x, r(z) — Ar). En déduire 'encadremnent : 0= A = 1.

4. On suppose que 'ensemble des valeurs propres de po r est inclus dans {0, 1}.

On pose py = p, pp = id — p et pour tout (i, j) € {1,2}, on pose 0, = pyorop;.

a) Caleuler @y ; 4,5, @11 + 8z Bt @z o0y — (id —porjoa .

b) Montrer que a, ; est disgonalisable.

) Montrer que p et » commutent.

Exercice sans préparation S 113

Soit £ un ensemble de variables aléatoires discrétes centrées definies sur un méme espace probabilisé et admettant
une varianse

1. Justifier Pexistence de Vy = inf{V{X); X < £}.
2. On suppose que pour tout (X, Xs) € £2, on e %[I, +Xz) e E.
Soit (X, Xg) € £2 avee V(X ) = V[X3) = V;. Montrer que X} = X presque siirement.
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Exercice principal 8 116

1. Question de cours @ Définition et proprietés de la fonction de répartition d*une variable aléatoire & densits.
Boit (Xp)pen- une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probahbilisa (03, 4. P) et de
méme loi uniforme sur Pintervalle |0, 1). On note F la fonction de répartition de X,.

™
On pose pour tout n e MH*, &, = HI;, et pour tout k€ [Ln], Y = —InX,.
k=1

2.a) Caleuler pour tout 5 & M, E{Z£3).
b) Cueelle est la loi de ¥, 7

o) En déduire la loi de Th =iﬂ.

d) Déterminer une densité f:::.:lc: la variable aléatoire Zn.

3. Soit r un entier naturel et z |0, 1].

a) Etablir la convergence de Pintégrale )(: (- Int)" dt.

b) A Taide du changement de variable vy = — Int dont on justifiera la validité, montrer que l'on a :
r—llf_-:: y e ¥dy = zxi {—1:!5]* .

k=0

) En déduire la fonction de répartition Fy_ de Z,,.
4. Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (L )nhie-

Exercice sans préparation 5 116

Soit no£ M° et s0it A = (03150 pgn 18 matrics de Mq(R) définie par - ey =181 i # j et ay > 1 pour tout
i [L,n].

1. Montrer que pour tout X & B™ non nol, on a0 2 AX =0,

2. Justifier que A est disponalisable et inversible.
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2. SUJETS DE L'OPTION ECONOMIQUE

Exercice principal E 26

1. Question de cours : Définition de Pindépendance de deux wvarishles sléatoires discrétes. Lien entre
indépendance et covariance.

Soit X et ¥V deux wvariables aléatoires discrétes finies 4 veleurs dans M, définies sur un espace probahilizé
(12, A, P). On suppose que X{£2) C [0,n] et ¥ () C [0,m], o n et m sont dewx entiers de M.

Pour tout eouple (1, 5) € [0,7] = [0.m], on pose : pyy = P{(X =) n (¥ =j)).

n m
Boit Fx et Fy les deux fonetions de B dans R définies par : Fx (2] = EP{I =1E]:‘ct!—":r{::} =EP{}’ =_;'}|:1J.

- 1=a
Soit £ = (X, Y) et Oz la fonction de B? dans B définie par - Cz{::y}=zszr‘yJ.
2. Donner la valeur de z(1,1) et exprimer les espérances de X,Yc:t.I}":-];JuJﬁacmmimdc[I:f}él’aidc
des dérivées partielles premiéres et secondes de & au point (1,1).

T m

1. Soit f une fonction polynomiale de deux varisbles définde sur B? par @ fr,y) = ZZG.J:E'I;’ aver my € B
Om suppose que pour tout eouple (=, y) € B2, ona flr, o) =0 e
a) Montrer que pour tout (i, §) € [0,n] = [0,m], on a a,; = 0.
b) En déduire que X et ¥ sont indépendantes & et seulement =, pour tout (=, y) £ B?, Gy (r.y) = Fx (=) 5 (v).
(on pourrs poser zay ; =y — P(X = i) PY = j))
4. Une urne contient des jetons portant chacun une des lettres 4, B ou C. La proportion des jetons portant la
lettre A est p, colle des jetons portant la lettre B est g et colle des jetons portant la lettre Cest ¢, o1 p, g et ¢
sont trois récls strictement positifs vérifiant p+ g+ r =1
Soit n £ K*. On effectue n tirages d™un jeton avec remise dans cotte uwrne. On note X (resp. ¥) la variable
aléatoire égale an nombre de jetons tirés portant Ia lettre A (resp. B) a issue de ces ntitages.
a} Quelles sont les lois de X ot ¥ respectivement 7 Déterminer Fy et Fy.
b) Déterminer 1a loi de £. En déduire &z,
) Les variables aléatoires X et ¥ sont-elles indépendantes T
d) Caleuler la covariance de (X, Y7). Le signe de cette covariance était-il prévisible 7

Exercice sans préparation E 26

Scit n £ M° et A une matrice de Mn(R) telle que 44444 =1, oi [ est la matrice identité de Mn(R).

1. Montrer que la matrice A st symétrique.
2. Determiner A.
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Exercice principal E 31

1. Question de cours : Définition et representation graphique de la fonction partie entiére.

On note E Pespace vectorie]l des applications de B dans B et F le sous-cspace vectoriel de £ engendré par les
quatre fonctions fy. f1, fz et f3 deéfindes par -

YreR, folz) =1, filz) ==, falx) =¢F, fa(z)=xe’.
2. On note : B = (fa, fi. fa. fz).
a} Montrer que B est une base de F.
b) Montrer que toutes les fonctions de F sont continues et dérivables sur B,
1. Soit & 'application définie par : pour tout f € F, #(f) = . ol f* est |a dérivée de f.
a) Justifier que & est un endomorphisme de F' ot éerire la matries M de € dans s base B.
b} L'endomorphisme # est-il disgonalisahle ?
) Montrer que fy appartient & Im ¢ et résoudre dans F' "éguation : € ) = f;.
4. On note & I'ensemble des fonctions g de E telles que -

YreR glr+1)—g(r)=0.
a) Montrer que (7 est un sous-espace vectoriel de E et trouver F0G.
b) Trouver un élément de (¢ qui n'appartienne pas a F.
5. Trouver toutes les fonetions de F verifiant : ¥x € R, flz+ 1) — fz) = (e - 1)f"(=).

Exercice sans préparation E 31

Soit p un réel de ]0,1[ et g = 1 — p. Soit (Xn)neys une smite de vardables aléatoires indépendantes définies sur
un espace probabilisé (12, .4, ), de méme loi de Bernoulli telle que

Wk e M, P([Xy = 1]) =pet P{[X; =0]) = q. Pour n entier de ]°, on définit pour tout k £ [1,n] la varishle
aléatoire Y = X + Xpoq.

1.a) Caleuler pour tout k € [1.n], Cov(¥e, ¥uy)-

b) Montrer que 0 < Cov(¥i, Yis1) € %

2. Calenler pour tout couple (k1) tel que 1=k < [ = n, Cov(¥e. ¥1).

A e .
3. Om note £ un réel strictement positif fixé. Montrer que nHT:aP (”—“:E‘] ¥ie—2p

HDﬂ_
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Exercice principal E 38

1. Question de cours : Définition de deux matrices semblables.
Soit £ un espace vectoriel sur R de dimension 2. On note £(E) Pensemble des endomorphismes de E.

Pour toute matrice A = (: ;} € M(R), on note IV et T les deux applications suivantes :

0 Mz(B) =+ R, A ad — be et T:M2R) =R A a+d.
2. Soit A et B deux matrices de Mz(R).
a) Exprimer I AR) en fonction de D{A) et I8}, Montrer que T{ABR) = T{BA).
b)) En déduire que si 4 et B sont semblables, on a D{A) = D B) et T(A) =T(H).
3. Déterminer Ker IV et Ker T'. Quelle est la dimension de Ker T
Dorénavant, si u € L{E) de matrice A dans une base B de E, on note : Du) = D{A) et T{u) =T(A).
4. On note idy Pendomorphisme identité de £, Exprimer #® = wou en fonction de o et idg.
5 8oitue L(E)et Sy ={ve L(E)ucvr—veu=0]
Montrer que Sp est un cspace vectoriel contenant { P{u), P e R[X]}.
G Soitue O(E)swvecu #0. Onpose 1 § = {v € L{E)|ucv—rveou=mu}
a) Montrer que si & est non vide, alore Fendomorphisme » ne peut étre bijectif. En déduire une condition
nécossaire portant sur 4 pour que S soit non vide
b) On suppose que § est non vide. Etablir lexistence d'une hase By — {£1,e2) de E dans laguelle la matrice
Ma de u s'éerit Ma = [ 0 1}
- S W
meme bhase.

) On suppose que & est non vide. Montrer que & = {1y + addg + Su, o 7 £ R} ol vy est un endomorphisme
non inversible de E & déterminer.

:]{:tdétenninnrlalmm.cgémf:ra]edc]amatrim des eléments v de § dans cette

Exercice sans préparation E 38

Soit k et A deux réels et soit f la fonetion définie sur B & valeurs réelles donmée par -

Ete=™ stzo0
t) = .
ftt) { o sinon
1. Exprimer k en fonction de A pour gue [ soit une densite de probabilite.
On note X une variable aléatoire réelle ayant | pour densité.

2. Montrer que pour tout n € M, la varisble aléatoire X admet un moment dordre n que 'on calenlera.
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Exercice principal E 39

1. Question de cours : Loi dun couple de variables aleatoires discretes. Lois marginales. Lois conditionnelles.
Soit & un réel strictement positif et soit X et ¥ deux variables aléatoires a valeurs dans M deéfinies sur un espace
probabilisé (12,4, F), telles que :
W(i,j) € N8, P([X =i n[Y =4]) = .:‘:fo'
. L (i+1) L
2.a) Montrer que pour tout i e H, ona: P(X =1i) = - En déduire la valeur de c.
b) Montrer que X admet une espérance et une variance et les caleuler.
) Les variables aléatoires X et ¥ sont-elles indépendantes 7
3.a) Déterminer laloide X +F — 1.
b) En déduire la variance de X + ¥,
) Caleuler la covariance de X et de X + 5Y. Les variables aléatoires X et X + 5 sont-clles indépendantes 7
1
X+1
a)} Montrer que £ admet une espérance et la caleuler.
b) Déterminer pour ¢ € M, 1a loi conditionnelle de ¥ sachant [X =i,

4. Onpose: & =

ta
o) Pour A € 4, on pose : g4(¥) = sz‘A{F =k).
k=i
Etahlir M'existence d'une fonction affine f telle que, pour tout w < 92, on & g =x @ (¥ = F{Z(w))-

Exercice sans préparation E 39
1. La somme de denx matrices diagonalisables est-elle diagonalisable 7

2. La somme de deux matrices inversibles est-elle imversible 7

3. Montrer que toute matrice carmée est la somme de deux matrices inversibles.
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Exercice principal E 43

Om note My () Pensemble des matrices carrées dordre 3 et Bo[X] V'ensemble des polynomes a cocfficients réels
de degre inferieur ou égal & 2.

Dans tout 'exercice, A est une matrice de Ada(R) ayant trois valeurs propres distinetes, notées Ay, Az et Aa.
1. Question de eours : Définition d'un polynome anmilatenr d'une matrice. Lien avee les valeurs propres.

2.a) Donner en fonction de Ap, As et As, un polynéme anmilateur de A de degré 3.

b) Peut-on trouver un polyndme annulateur de A de degré 1 ou de degré 27

3. Soit i l'application de Bz[X] dans B qui & tout polyndme P € Ra[X], associe le triplet (P{AT), P{AS), PUAR))-
a) Montrer que 'application  est linéaire,

b) Déterminer Ker .

c) L'application i est-clle un isomorphisme de Ba[X] sur R* 7

d) Erablir I'existence d’un unique polyndme @ & By [X] tel que : pour tout £ € [1,3] , QUAF) = A

&) Soit T le polynome défini par : T{X) = Q{X%) - X.

Montrer que le polyndme T est un polynome annilateur de A.

4. On note £ et F les deux sous-ensembles de My (R) suivants -

E=[NegMzBR)\AN = NA} et F = [N & Ma(R)\ AN = Na®}.
Déduire des questions précédentes que £ =F.

Exercice sans préparation E 43

Soit (X p)nen- une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabiliss (12,4, P), indépendantes et
de méme loi exponentielle de paramétre A = 0.

Pour n £ H*, on pose : My = max(X;.....Xn) et on admet que My st une variable aléatoire définie sur
(£2..A, F).

1. Déterminer la loi de My,

2. Montrer que Papplication g qui & tout rée] = associe g{r) = e~ exp{ —e~*) st une densité de probabilite.
1. Boit ¥ une variable aléatcire définie sur (2, .4, P) de densité g.

Montrer que la suite de variables aléatoires (AMy — Inn)nz: converge en loi vers Y.
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Exercice principal E 4G

1. Question de cours : Définition de la convergence d'une série numérique (& termes réels).

Dans tout Perercies, @ est un réel strictement supcricur & 1.

+oo
2.a) Montrer que pour tout n € N, 'intégrale j eat convergente. On pose alors pour tout n € H*
0

oo ot
'un'[l'.'li::l = ‘L‘ —{[ ” i‘“]“'-
b) Etahblir la camvergence de la suite (ua(a))

e

mifi=
3.1) Montrer que pour tout 7 € H*, on & un{a) = anfun{a) —un:1(a)). En déduire un(a) en fonction de u (a).

tig (1)
Lrd

b) Montrer que la série de terme général ( ™ :] £S5t CONVETZEnte.

) En déduire la limite de la suite {ﬂn{ﬂ}}nén_.

4. On pose pour tout 7 € M* : wyfa) = In{u“{a}] +]n_n.
i

a) Montrer que la série de terme général (wnq1(a) — we(a)) est convergente.

b) En déduire 'existence d'un réel K(a) tel que u,(a) soit équivalent & &:J lorsque n tend vers +oo.
n

Exercice sans préparation E 46

Les varinhles aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (02, .4, P).
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre A > 0 ot soit ¥ une varishle aléatoire
indépendante de X telle que: Y(0}) = {1.2}. P(Y =1)=P(Y =2) = % Om pose : & = XY,
1. Déterminer la loi de Z.
+on ok —A
A M e
Z.Bnadmc:t.quc.zm=T

k=0

. Quelle est la probabilité que Z prenne des valeurs paires 7
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Exercice principal E 47

1. Omestion de cours © Critéres de convergence d'une intégrale impropre.

Préciser la nature de l'intégrale f:i i;, ol @ est un réel strictement positif et @ un réel quelcongque.

Soit T' une varisble aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, 4, P), suivant la loi normale centrée réduite.
Om note ® et @ respectivernent, la fonetion de répartition et une densité de T

2.a) A T'nide de l'inégalité de Bienayme-Tehebychev, montrer que pour tout = > 0, on a0 £ 1 — ${x) £ LE::*
b) En déduire que I'intégrale f:w (1 — #(x)) dr est convergente et caleuler sa valeur.

3. On note ' la dérivée de .

a) Determiner pour tout = € R, une relation entre ¢ (=) et @{x).

b) En déduire, & 'aide de denx intégrations par parties, que pour tout £ BX, ona: R L4 1;{’[2} l
r () r

) Donner un équivalent de 1 — ®{x) lomsque » tend vers +oo.

4. Scit a > 0. Caleuler _lim_ {P,,-,,] [T w4 %D

Exercice sans préparation E 47

Sait D) la matrice définie par : ) — (‘ﬂ‘ :)
1. Déterminer les matrices A € Ma(R) telles que AD = DAL

2. En déduire les matrices M € Ma(R) qui vérifient M* — 2M = D
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Exercice principal E 49

1. Question de cours : Definition de deux matrices semblables.

Soit f un endomorphisme de B?* dont la matrice A dans la base canonique de B® st donnée par :

3 2 -2
A=|-1 0 1 R

1 1 0
On note id Pendomorphizme identité de B? et on pose : 2 = fo f.
2.a) Montrer que 2f — 7 =id.
b) Montrer que Pendomorphisme [ est un antomorphisme. Quel est I'automorphisme réciproque de f7
) Montrer que f sdmet PPunique valeur propre A = 1. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?
d) Déterminer le sous-cspace propre associé & la valeur propre 1. Quelle est s dimension 7
3.a) Caleuler pour tout n € M, A™ en fonction de .
b} Le résultat précédent s'étend-t-il an cas ot n g L7

==

1
4. Déterminer une base (u, v, w) de R® dans laguelle la matrice de f est la matrice C = (IJ
0

-
pe———

Exercice sans préparation E 4%

Soit (Xnlnche une suite de varisbles aléatoires réelles indépendantes définies sur le méme espace probabilisé
(£2. A, P) et suivant toutes la loi uniforme sur Pintervalle [0, 1.

1. Pour tout entier & 2 1, déterminer une densité de la variable aléatoire ¥ = max(Xy, Xo, ..., X&)
2. Déterminer une densité de la variable aléatoire Zp = =Y.
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Exercice principal E 63

1. Question de cours - Enoneer une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité d'un endomorphisme.

O comakdére In matrics A € Ms(R) définie par A = (f ;}

2. On note My ; (R) Pespace vectoriel des matrices & 2 lignes et 1 colonne & coefficients réels.
Soit u 'endomorphisme de M, (R) défini par : pour tout X € Mz, (R}, o(X) =AX.

a} Déterminer une bass de Ker u et une base de Im

b) Lendomorphisme « est-il disgonalisable 7

) Caleuler pour tout i € M, la matrice 4™,

1. Boit v endomorphisme de My(R) défini par : pour tout M € Ma(R), o{M) = AM.

On note B = [E]J,E]:i, Ez:,,Eg:gj la base canonigue de My (R) et on rappelle que

N O I () I () S )

a) Eerire la matrice V' de 'endomorphisme v dans la base B.
b) Déterminer une base de Ker v et une base de Im o
) L'endomorphisme v est-il diagonalizable T

Exercice sans préparation E 63

Soit n un entier supérieur ou égal 4 2. On dispose de n umnes 05, U, .., Uy, contenant chacune trois boules.
Dans Memsernble des dn boules, une seule est rouge, les auntres étant bleues.

Sachant que 'on a tiré sans remise deux boules bleuss dans Pume U, quelle est ls probabilité que Purne U
contienne la boule rouge 7
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i SUJETS DE L*OPTION TECHNOLOGIQUE

Exercice principal T 11

1. Question de cours © Définition d'une densité de probabilité d'une variable aléatoire & densite.

1
) ) o k.
Fnu:tnut{:ntmrngl:nnpmc.f,,_fu—1+2“ .
2. Etablir Pégalité : [, =1 —In2.
3. Montrer que lim I, =0
N
I_'I'I
—— =Hsbl=Er=1l
4. Pour tout entier n 2 1, on définit la fonction fn par @ fo(z) = { 14 =" .
0 sinon

a) Etahlir , pour tout entier = 1, Pexistence d'un réel oy, tel que la fonetion gy définie sur B par On(x) = anfulz)
soit une densité de probabilité d'une variable aléatoire & densité X, .
b) Quelle est la limite de a, lorsque n tend vers oo 7

r? e
3 s o - —
G.a) Caleuler les réels o, b et o tels que pour tont = € [0,1], on a: T ar+ b4 T
b) En déduire I"espérance de la variable aléatoire X,;.
&.a) Etablir pour tout = £ [0, 1], Pencadrement : 0 < Infl + 2) £ =

b A Paide dume intégration par parties, montrer que nEm — =1

Exercice sans préparation T 11

Sc\citA,DetP]e&mﬂﬁmm&e&d*ﬂr&reZmﬁmﬂ:A=(:: ;}D:(g 3) etP=(_ll 1).

1.a) Montrer que P est inversible et caleuler son imverse Pt
b) Caleuler AP et PD. En déduire que A = PDP-.

2. Pour tout entier naturel n, caleculer A™.
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Exercice principal T 12

1. Question de cours : Définition d'une matrice inversible.
On note C Pensemble des matrices A carrdes d'ordre 2 pour lesquelles il existe une matrice B earrée d’ordre 2
telle que 1 = A. On note [ la matrice identité d’ordre 2.

2. Montrer que & B% = A, alors AR = BA

. 0 -1
3.5D]1:-.ﬂ'=(1 [I)-

a) Caleuler 5.
b) En déduire que pour tout réel v, on a: el £C.

4. Soit a et b dewx réels distinets et A — (‘; g)

a} Déterminer les matrices qui commutent avee A (deux matrices X et ¥ commutent si XY = YX).
b) Donner une condition néeeseaire ot suffisante sur a ot b pour que A appartienne & C.

5. Pour chacune des deux matrices suivantes, indiquer si elle appartient & C : (; : ), (_E:' _ll )

6. Boit A une matrice carrée d'ordre 2 appartenant & O et soit P une matrice inversible d’ordre 2, dYinverse P
On pose : D= P14 P. Montrer que I? appartiont & C.

Exercice sans préparation T 12

sir=>=0

—x
Suit X une variakle déamimé.dunait.&dumuned.cmitéfmdmrécpar:f[:}:{;c iec0

Deéterminer la fonction de répartition F' de X,
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Exercice principal T 13

1. Question de cours : Définition d'une fonction convexe.
Sait f 1a fwction difinia sor Pintervalls J0, +0of, & veleurs séalas, telle que : f{z) = %(r + %)

2.a) Dresser le tablean de variation de la fonction f.

b) Erudier la convexité de la fonction f.

) Tracer la courbe représentative de f dans le plan rapporté & un repére orthonormé. On précisera les branches

infinies de cette courbe.

3. Soit (un)nzo la suite réelle définie par : up > 1 et pour tout entier n = 1, tpgn = %(uﬂ+ ui)
n

a) Montrer que pour tout entier naturel n, on a uy, 2 1.

b) Etudier la monotonie de la suite {#g)nz0-

¢} Montrer que la suite {1y, )y o5t comvergente et déterminer sa limite.

Exercice sans préparation T 13

Une entreprise fabrique des piéces mécaniques & 'aide de denx machines 4 et B.

La machine A fabrique 20% des piéces et s machine B fabrique 0% des pibees. La proportion de pigees
défectueuses fabrigquéss par A est de 5% et par I de 2%.

On effoctus des tirapes an hasard aver remise d'une pisce dans Pensemble de la fabrication.

1. Caleuler la probabilité de tirer une pigee défectueuse.

2. A Pissue d'un certain tirage, la pidoe tirde est défectuense. Quelle est la probahilivé qu'elle soit fabriquée par
la machine 47
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4. SUJETS DE L*OPTION B/L

Exercice principal B/L 10

1. Question de cours : Lien entre convergence ot convergence absolue d'une intégrale.

e
2.a) Montrer que pour tout p £ M, Pintégrale e " dr est convergente. On la note Ip.
o

b) Exprimer Iy, en fonction de I ; en déduire la valenr de fp en fonction de p.
zF
e —

o
3. Etablir pour tout p £ H*, la convergence de Pintégrale [ dr. On la note Jy.
o

1

4.a) Pour tout (p, k) £ M x N*, caleuler x]im 2ok

=t fo

b) Justifier pour tout ¢ = 0, inégalité : e® — 1 2 =

A —Rx 1w
) Montrer que : Yp e B*. VA >0 YneN°, {Iéf e dr < i 1}'.
e 1 nP

=

- pPg—TE
d) Eeablir la relation : ¥ M ¥Wr>=0 —— =2F —kr
| Etablir la relation nec M YW D E Ec +

e? -1

| p—1)t
e) En déduire I’czncad:men‘t.:{lé.lp—p!z—] = .
= kr+ nP
5. Rappeler pour quelles valeurs de p la série de terme geénéral ﬁ est convergente.
ta

Pour ces valeurs, exprimer lz T o fometion de Jp.
-1

Exercice sans préparation B/L 10

Un jouet fonetionne avee une pile de tvpe A et deux piles de type B. Le jouet peut continuer & fonetionner si
I'une des piles IF est déchargée. On suppose que les durées de vie des piles sont mutuellement indépendantes et
que la durée de vie de chacune d'entre elles suit un loi exponentielle de parameétre A = 0.

Cuelle est la loi de la durdée de vie du jooet 7
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Exercice principal B/L 14

1. Question de cours : Propriétés de r «— fh{i]dt, ol1 b est une fonction & valeurs réelles, contioue sur un
intervalle I contenant a. !

Dans tout Vexercice, [ et une fonction dérivable sur [0, 1] et o la fonetion définie sur [0, 1] par :
1
wlz) = }' £ (xt) di . (1)
[

2.a) Montrer que ¢ est eontinee et dérivable sur |0, 1]. On note ¢ la dérves de 0.
A T'side du changement de variable u = rt, exprimer ' en fonction de ¢ et de f.
=z
b) Boit 7 la fonetion définie sur [0,1] par : &x) =f uf{u) du.
a
Déterminer un développement limité & Pordre 2 de 7 an voisinage de 0, puis la limite de @{r) lorsque = tend
vers (.

La fonetion ¢ est-elle continue en 07

_—

1_
£ i0<rsl

3. Soit f la fonction définie sur [0,1] par : fiz) =
0 gir=10

a)} Montrer que f est dérivable sur [0, 1].

b) On associe & f la fonetion o définie par la relation (1).

Est-il possible de déterminer un réel & tel gue la fonction kyp, prolongée par 0 sur B0, 1], soit une densité de

probabilite T

Exercice sans préparation B/L 14

Soit X et ¥ deux variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé (01, 4, ).

On suppose que X suit la loi exponenticlle de paramétre A > 0 et que la loi de Y est donnée par -
P{.'I'- =1::I=P['.'I’- =ﬂ]-=.P{}’- =_1}=lﬂ-

On pose £ = XV et on admet que Z est une varishle aléatoire définie sur (02,4, P).

On note Fy la fonction de repartition de 2.

1. Déterminer pour tout ¢ réel, Fir(x) (on distinguera les trois cas ¢ < 0, 2 > 0 et ¢ =0).

2.8) Donner la valeur de P{E = 0).

b} La varishle aléatoire & est-elle discrote T Est-elle & densite?
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