HEC

MATHEMATIQUES

Options scientifique, économique, technologique et littéraire B/L

Les épreuves orales de mathématiques concernent les candidats admissibles dans les options
scientifique, économique, technologique et littéraire B/L. Sur chacune des 4 sessions
de 3 jours, ces épreuves ont mobilisé 4 a 5 jurys par demi-journée.

1. Procédure d'interrogation

Le sujet proposé aux candidats comprend deux parties (les questions de Scilab peuvent
intervenir dans ’'une ou I’autre des deux parties):

* un exercice principal préparé pendant 30 minutes et portant sur l'une des trois parties
suivantes du programme : algebre, probabilités et analyse. De plus, une question de cours
en rapport avec le theme de l'exercice fait partie de l'exercice principal.

* un exercice sans préparation portant sur une partie différente de celle de l'exercice
principal, permettant de tester en temps réel les qualités de réactivité des candidats.

Rappelons que dans tous les cas, chaque candidat est interrogé en probabilités, soit au titre de
l'exercice principal (20 a 25 minutes), soit a celui de I'exercice sans préparation (5 a 10
minutes).

2. Résultats statistiques
Par option, les notes moyennes obtenues sont les suivantes:

* option scientifique (414 candidats): 11,80
* option économigue (202 candidats): 10,12
* option technologique (38 candidats): 08,97
* option littéraire B/L (15 candidats): 10,87

3. Commentaires

A lissue des épreuves orales de mathématiques, on peut tirer un certain nombre
d'enseignements.

Les rapports de jury des concours précédents ainsi que les échanges dans la commission de
mathématiques lors de la journée des classes préparatoires, sont manifestement répercutés
aupres des admissibles : ainsi, les prestations d’une majorité de candidats sont essentiellement
orales et le tableau n’est utilis¢ que comme support de 1’exposé.

La « régle du jeu » est de mieux en mieux respectée : les candidats passent les questions non
traitées ou inachevées et poursuivent I’expose.




Option scientifique

Le niveau général est bon, comparable a celui du concours 2016 : les notes s’étendent entre 3
et 20 et I’écart-type de 3,53 permet de classer correctement les admissibles.

Il y a quelques candidats excellents dont les exposés trés clairs, concis et exhaustifs s’appuient
sur une argumentation pertinente qui leur permet de prouver les résultats attendus.
[’ensemble des examinateurs a constaté que I’abstraction des sujets d’algebre n’est plus un
handicap insurmontable comme ce fut le cas durant de nombreuses années : les exposés sont
rigoureusement argumentgs.

En revanche, beaucoup de candidats éprouvent de grandes difficultés a résoudre les sujets
d’analyse « pure », méme les plus simples. Les notions les plus élémentaires - étude de
fonctions, représentations graphiques, théorémes classiques (accroissements finis, valeurs
intermédiaires, etc.) — ne sont pas du tout maitrisées.

Quant au niveau des connaissances en probabilités, il reste assez stable (les théorémes
fondamentaux du cours sont bien maitrisés) méme si ’analyse combinatoire la plus
¢élémentaire pose de gros problémes a certains candidats. Il est vrai que cette partie du cours a
¢té réduite dans le programme en vigueur depuis 2015.

Option économique

Le niveau des candidats de cette option reste assez stable par rapport aux concours passés
récents et on peut méme noter la présence de trés bons candidats. L’écart-type de 3,87
témoigne d’une disparité non négligeable entre les candidats.

Cependant, les observations relevées 1’an passé restent d’actualité méme si tous les points
négatifs ne se sont pas renforcés.

Pour une grande partie des candidats, les concepts fondamentaux sont peu maitrisés et font
parfois I’objet de graves confusions ( « dimension » d’une application linéaire), le cours n’est
pas bien assimilé (définition de la convergence d’une intégrale généralisée), les explications
utilisent un langage mathématique trés approximatif qui nuit a la rigueur de I’exposé, les
techniques de calculs élémentaires font souvent défaut ( limites de fonctions, développements
limités) : on retrouve les lacunes non comblées héritées du secondaire.

La présence de quantificateurs dans un sujet revét souvent pour les candidats, un caractere
purement « décoratif » tant ils sont mal utilisés voire ignorés.

On note enfin dans I’attitude d’un certain nombre de candidats un degré de maturité assez
faible qui se traduit par une difficulté a se concentrer et a établir des liens entre les questions
d’un exercice et par une prise d’initiative trés « timide ».

Option technologique

Les niveaux des candidats sont trés contrastés avec une moyenne significativement inférieure
a celle du concours 2016 et un écart-type de 4,06.

Les questions de Scilab ont souvent été trés mal traitées voire ignorées par une trés large
majorité de candidats : ces « impasses » ont ét¢ assez lourdement sanctionnées.

Toutefois, les examinateurs ont pu interroger quelques (trop) rares candidats ayant un trés bon
niveau mathématique.




Option littéraire B/L

On note un écart-type trés élevé de 5,28.

Les interrogateurs ont pu assister a de brillantes prestations de quelques candidats qui cernent
les pistes a explorer pour répondre aux questions posées, méme si parfois, les techniques
mises en ceuvre restent assez fragiles.

En revanche, cet écart-type le révéle bien, trop de candidats manifestent une impréparation a
cet oral de mathématiques.

Il est fort probable que le choix de I’épreuve a option de I’écrit (sciences sociales ou
mathématiques) constitue I’explication majeure de cette dispersion des notes.

4. Remarques

Le jury recommande aux futurs candidats d’éviter de réciter a I’oral des recettes mécaniques
qu’ils ne maitrisent pas toujours: méme si elles peuvent parfois faire illusion dans un
probléme d’écrit ou la part d’initiative personnelle est réduite, ces phrases ou ces formules
apprises par cceur et qui tiennent lieu de « prét-a penser », passent difficilement le filtre de
I’épreuve orale.
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EXERCICE PRINCIPAL S 162

1. Question de cours : condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice soit dia; onalisable.
I q

Soit n un entier supérieur ou égal & 2, (ay, as,...,a,) € R" et C = (¢;j)1<i,j<n la matrice de M, (R) définie
par :
Vie[l,n—1],c41=1; VYje€([l,n], cn; =—a;; ¢i; =0 sinon.

On note f I'endomorphisme de R” de matrice C' dans la base canonique de R".

2.a) Déterminer le rang de la matrice C. Préciser le noyau de I'endomorphisme f.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice C' soit inversible.

Sous cette condition, expliciter la matrice C 1.

3.a) Montrer qu'un réel \ est valeur propre de C' si et seulement si il est racine d’un polynéme qu’on explicitera

en fonction des réels a1, as2,...,a,

b) Montrer que la matrice C' est diagonalisable si et seulement si elle admet n valeurs propres distinctes.

0 1 00

i 5 ; i 3 0o 0 10

4. Soit M la matrice de M4(R) définie par : M = 0 0 0 1
8 —-14 3 4

a) Déterminer les valeurs propres de M.
b) Etudier la diagonalisabilité de M (on remarquera que 1 est valeur propre de M).

EXERCICE SANS PREPARATION S 162

Soit (X;)ien- une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, définies sur un méme espace
probabilisé (Q, .A,P) et soit (p;)ien+ une suite de réels de |0, 1] telle que pour tout i € IN*, la variable
aléatoire X; suit la loi géométrique de paramétre p;. On pose pour tout ¢ € N* : ¢; = 1 — pi.

On pose pour tout n € N* : Z,, = min(X;y, Xo,...,X,).
1. Calculer pour tout k& € N*, la probabilité P(Zn = k). Quelle est la loi de Z, 7
1

2. On suppose que pour tout 7 € N*, ona: p; = ——5-
(i+1)
Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,),en- converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera

la loi.
CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 162

1.Vie N, X; = G(p;), done X;(Q) = N* et Vk € N*, P(X; 2 k) = ¢} " (¢ =1 - pi)-
La variable aléatoire Z,, prend ses valeurs dans N* et VA € N*, on a par indépendance mutuelle des X,

= I dot P(Z, = k) = qu Hq, = (1 = ﬁqi) f[qi““
1=1 i=1

i=1 i=1
Puisque ¢; €]0,1], on a Hq; €]0,1] et Z, — Q(l - Hq;).
i=1 i=
2.0na: H H i O aprés réduction et télescopages. D'oli @ lim ﬁ i =1/2
ql - !+ 1)(?,+ 1) - 2(?1 + 1) I p (=) . . SN o q1 .

Done, la bmte (Zn),,;1 converge en loi vers la loi géométrique G(1/2).



CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 162

1. Cours.

n

2.a) Onrésout CX =0<= a2 =0,23=0,...,2, =0 et — Za.i:r.i =0 22=0,...,0, =0,0171 = 0.
i=1

e Sia #0,X =0,rgC =n et Kerf = {0}.

e Sia; =0, Kerf = Vect(1,0,...,0) de dimension 1, donc, rgC =n — 1.

b) La matrice C est inversible <= a; # 0. On résout CX =Y, ce qui équivaut a :

n mn
1
Ty = Y1y ooy Ty = Yp—1 €6 — § QT = Y == T2 =Y1,.. ., Tp = Yp—1 €6 T1 = —a—( E (aiz;) +yn).
i=1 1% =2
La matrice C~! présente une sous-diagonale principale formée de 1, sa premiére ligne étant constituée par les
: 9 as a 1 , ,
coefficients ——, ——, ..., ——, —— et tous les autres coefficients étant nuls.
ay ay ay aj
mn
3.a) La résolution du systéme CX = AX <= a2 = Axy,..., 25 = ATp1 €t — E a;T1 = AT,, ce qui équivaut
i=1
n n
. o > 5 Fie1
A:Ta=AT1,...,Tn = AZp_1 6t — E a; N ey = A"z, = A est racine de P(X) = X" + E a; X',
i=1 i=1

Réciproquement, si A est une racine de P, les vecteurs de coordonnées x1(1, A, L /\”"1) vérifient le systéme
précédent, done sont des vecteurs propres associés a A

b) D’apres le systéme ci-dessus, le sous-espace propre associé a toute valeur propre A est de dimension 1; la
matrice C' est donc diagonalisable si et seulement si elle admet n valeurs propres distinctes.

4.a) Les valeurs propres sont les racines de P(X) = X* — 4X% — 3X2 + 14X — 8 = (X — 1)*(X +2)(X —4).

b) La matrice M admet 3 valeurs propres, donc elle n’est pas diagonalisable.



EXERCICE PRINCIPAL S 164

1. Question de cours : définition de la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires.
Pour tout entier n € IN*, on considére une suite infinie d’épreuves de Bernoulli indépendantes telles que pour

chaque épreuve, la probabilité de succes est égale & — -
n

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, A, P).

On note X, la variable aléatoire égale au rang du premier succes et Y, la variable aléatoire égale au rang du
deuxiéme succes.

X Y,
On pose : U, = et W, = 2=

n n
2. Dans cette question, l'entier n est fixé.
a) Déterminer la loi de X,,.

b) Déterminer la fonction de répartition de U,.

3. Montrer que la suite de variables aléatoires (Uy)nen- converge en loi vers une variable aléatoire & densité U
dont on déterminera une densité.

4. Eerire un programme en Scilab simulant la variable aléatoire U,.

5.a) Déterminer la loi de ¥5,.
b) Déterminer la fonction de répartition de W,.
Af
/ i 1-N(1=q gV —¢V
¢) Soit ¢ un réel vérifiant 0 < ¢ < 1 et N € N*. Etablir la relation : Zj g 1= ((1 fg)qz i
j=1

d) Montrer que la suite (W, )nen- converge en loi vers une variable aléatoire & densité W dont on déterminera

une densité.

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 164

1. Cours.

2.a) X, suit une loi géométrique de paramétre 1/n.
b)Vte R, P(U, <t)=P(X, <nt)etsit <0, P(U, <t)=0.
[t [nt]

1 1yE-1 | nt]
7P n'-. 11:‘:7 (——) :1*(1——)
Sit> U ZP = ;1 f o .

3.8it<0, lim P{U,<t)=0etsit>0, P(U,<t)=1—exp(|nt] In(l —1/n)). Or

n—r+oc

o : LT S ; _ g ' Y =1 =g
|nt] ”_>+0Cnt:> [nt] In(1 1/n)nq+oc t:>nElJlrlentj In(1—-1/n) t:>T1E1}_1mP(U,1\t) 1-e

Bilan : la suite (U, )nen- converge en loi vers une variable suivant la loi exponentielle E(L).

4. n=input(’n=’) ; k=1; p=1/n; while rand()>p ; then k=k+1 end ; U=k/n

112 1y k=2
5.a) Soit n € N*. On a: Y,(Q) = [2, +oo[ et pour k > 2, P(Y, = k) = (k — 1)(;) (1 - —) 3

mn
|nt] 1 2|_11.tj 1 5

i Vo Lt = /L t) = =k)=1[— - — ‘oll :

b) Sit <0, P(W, <t)=0etsit>0, P(W, <) EIP(Y” k) (n) J?ZE(A 1)(1 ﬂ) , d’ott
|nt]—1 ;
1y\2 1yd-1

V., < — =, ] P 1

PW, <) = (=) j§:1 i(1-2)" sie>o



y — gVl 1— N(1— N _ N
q)4 q
c¢) On pose : Sy(g E ¢ = 1—q = Sh(q) = E gt = ((1_;)2 4
i=

d) Sit <0, lu}rl P(‘IVR < t) = 0. Pour ¢ = 0, posons : N =|nt]-letg=1-1/n

|nt]—1 ;
4 ! 1431 1 1y Lnt]-1 1y Lnt]=1 o
Ona: P(W, <t)= (;) z—: 3(1 - ;) =1- H(I'”tj ~1) (1 - E) - (1 - ;) . Par suite :
- — et i
lim P(W, <t)= { L= sit20 on véifie que cette fonction limite est de classe C' sur R,
n—y+oc sit<0

t
donc W est une variable aléatoire & densité et une densité g de W est donnée par : g(t) = { toe :l i z 8 .
1 =

EXERCICE SANS PREPARATION S 164

Soit (£, (,)) un espace euclidien et S = {x € E; ||| = 1}.

On note P la propriété suivante : V(z,y) € S avec z £y, Vt €]0,1[, tz+ (1 -8)y ¢ 5.

1. Nllustrer graphiquement la propriété P lorsque £ = R? muni du produit scalaire canonique.
2. Etablir la propriété P dans le cas général.

(on utilisera la fonction polynomiale P telle que : Vi € R, P(t) = [tz + (1 — Dy|?)

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 164

1. Sur un cercle de centre O de rayon 1, on place = et y ainsi que la corde qui joint = et y. Tous les points z de
cette corde sont de la forme tx + (1 — ¢) y et vérifient ||z|| < 1, donc n’appartiennent pas & S.

2. Ona |tz + (1 —t)y||? = ||z + 2t(1 - t){z, v) + lylP(1 - )* = 2(1— (z, ) t* +2((x, v) - Dt+1=P(2).
P(t) est un trindme en ¢ qui prend la valeur 1 en t = 0 et en t = 1 et done, est différent de 1sité¢{0,1}.

De plus, t — P(f) n’est pas le polyndme constant égal & 1 car (z,y) # 1 par Cauchy-Schwarz.

En effet, si (z,y) = 1 = ||z|.|ly|, alors, il existe k € R tel que y = kx, d'olt en passant aux normes, k = 1

et & = g exclus...



EXERCICE PRINCIPAL S 198

1. Question de cours : énoncer la formule du rang pour une application linéaire entre deux espaces vectoriels
(sur R ou C) de dimension finie.
Pour n € N, on note R, [X] I'espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

(X7 1)

— P"(X)+X P/(X)~P(X).

Soit f,, I'application définie sur R, [X] telle que : ¥V P € R, [X], f.(P)(X) =

2. Montrer que f, est un endomorphisme de R,,[X].

3. On suppose dans cette question que n = 3.
a) Déterminer la matrice M3 de f3 dans la base canonique de Ra[X [s
b) Déterminer une base de Ker f3 et une base de Im f3. Ces espaces sont-ils supplémentaires dans Rs[X]?

¢) La matrice Mj est-elle diagonalisable ?

1
4. Pour tout (P, Q) € (R,L[X])z, on pose : (P, Q) = / P(t)e(t) dt.
~1

a) Vérifier qu'on définit ainsi un produit scalaire sur R, [X].

b) Montrer que : V(P,Q) € (R, [X])Q, {(f.(P),Q) = (P, fn(Q)) - Qu'en déduit-on ?

5. Dans cette question, R,,[X] est toujours muni du produit scalaire défini & la question 4.

Si k € [0,n] et P € R,[X], on note pi(P) la projection orthogonale de P sur Ry [X].

Soit (Ty, T4, ...,Ty) la famille définie par : Tp = 1 et pour tout k € [1,n], Tj = X% — pr_1 (X5,
a) Montrer que (Tp,T1,...,Ty) est une base orthogonale de R, [X].

b) Montrer que pour tout k € [0,n], T} est vecteur propre de f, et préciser la valeur propre associée.

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 198

1. Cours.

2. La linéarité est claire (linéarité de la dérivation). De méme, R, [X] est stable par f, car deg f,(P) < deg P

-1 0 -1 0
3.a)b)c) M3 = 8 8 g _0 . Une base de Ker f3 est (X) et une base de Im f3 est (1,2X?—1,5X3-3X).
0 0 0 5

Ces deux sous-espaces sont supplémentaires dans Ra[X] car Ker f3NIm f3 = {0} et que, d’aprés la formule du
rang, la somme de leurs dimensions vaut 4 = dim Rz[X].

La matrice Mj est triangulaire : elle admet les 4 valeurs propres distinctes —1,0,2,5 = M3 est diagonalisable.
4.a) L’application {,) est clairement bilinéaire et symétrique.
1
D’autre part, VP € R, [X], (P,P) = / P2(t)dt = 0. Si (P, P) = 0, vu que P? est positive et continue sur
1

[-1,1), on a : ¥Vt € [-1,1], P(t) =0, donc le polyndme P est nul car il possede une infinité de racines.

1,2 2 2
b) (1(P).Q) = [ (5= P10+ P )~ PW) QU or, £21 i =g

!

P’(t)) .

P(t) + £ P'(t) =

(£ -1)
2

1
Une LP.P. montre que {f,(P),Q) = f ( - P'(HQ'(t) — P(t)Q(L)) dt, expression dans laquelle P
-1

et Q jouent des rdles symétriques, done, {f,,(P), @) = (P, fu(Q)) : l'endomorphisme f, est symétrique, donc

diagonalisable dans une base orthonormée.



5.a) Vk € [0,n], deg Ty, = k puisque pg_ 1(X*) € Rp_1[X]; done, (To,Th,- .., Tn) est une base de R, [X].
D'autre part, Ty € Ry_1[X]* = Vect(Zy, 71, ..., T,)* ; done, (To, 11, .-, T,,,) est une famille orthogonale.

b) fu(Tk) € Re[X] = Vect(To, T1, . .., Tx), donc I (ap, a1y, 0u) € R tel que fn(Tk) Za T;.

k
Siogj<k—1,ona: (fn(Th),T Z“i (T, Ty) = aj||T} |? et d’autre part, (f(T%), 1) = (T, fn(T5)) =0
i=0
car f,(T;) € R;[X] = Vect(To, T, ..., Tj). Ainsi, Vj € [0,k — 1], a; = 0, done f(Tk) = axTh.
Fmalement, T est un vecteur propre de f,.
(k—1)(k+2)

5 , donc

. : 1
D'une part, le coefficient de X* dans f,,(Ty) est oy et d’autre part, é-k(k -1)+k-1=
(k-1 (k+2) ‘

Ty, est vecteur propre de f, associé & la valeur propre 5

EXERCICE SANS PREPARATION S 198

On coupe un morceau de bois de longueur 1 en deux positions U et V' indépendantes, suivant chacune une loi
uniforme sur [0, 1].
1. Donner un exemple dans lequel il nest pas possible de former un triangle.
2. On écrit le script suivant en Seilab :
N=100000 ;
p=0;
for i=1:N

C=rand(2,1) ;

Li=min(C) ;L2=max{C)-min(C) ;L3=1-max(C) ;

if (L1<=L2+L3)&(L2<=L1+L3)&(L3<=L1+L2) then

p=p+l;

end
end
disp(p/N)

Quelle valeur (approximative) ce script va-t-il retourner ?

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 198

1. Si les trois morceaux de bois sont de longueur 2/3, 1/6 et 1/6 par exemple, on ne peut former un triangle.
2. On se convainc facilement que les trois conditions sont équivalentes au fait que les trois morceaux sont de

longueur inférieure ou égale & 1/2. Dot : p=2P([U < V]N[U < 1/2N[V -U < 1/2]N vV =1/2).

Le domaine correspondant de [0,1]2 est en fait le triangle rectangle de sommets (0,1/2), (1/2,1/2) et (1/2,1).

La probabilité cherchée est donc égale & 0.25 et le script renverra une valeur voisine de 0.25.



EXERCICE PRINCIPAL S 199

On suppose que toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q,A, P).

Soit n € N* et Y7, Ys,..., Y, n variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de parametres

n n
respectifs py,pa, ..., pn olt pour tout i € [1,n], ona 0 < p; <1. Onpose: Y = Z Yiet A= Zp,-.
i=1 i=1

1. Question de cours : énoncer le théoréme de stabilité de la loi de Poisson pour la somme.

2. Pour tout i € [1,n], on pose : g; =1 — (1 — p;) ePi. Soit Uy, Uy, ..., Un n variables aléatoires indépendantes

suivant des lois de Bernoulli de paramétres respectifs ¢, ¢z, ..., g, et indépendantes de Y1, Ys, ..., Y.

n
0 sil'événement [U; = Y; = 0]est réalisé On pose : Z = Z Z.

Pour tout ¢ € [1,n], on pose : Z; = { -
1 sinon

i=1
Soit 7 € [1,n].

a) Vérifier que 0 < ¢; < 1 et déterminer la loi de Z;.

b) Calculer P(Z; # Y3).

¢) En déduire que P(Z; # Vi) < p? et que P(Z #Y) pr

3.a) Montrer que pour toute partie A C [I,n],ona: P(Z€ A) < P(Z#Y)+ P(Y € A).

sim ’ . A "
b) En déduire pour toute partie A C [1,n], l'inégalité : ‘P(Z € A) - Z e jl < pr
i€A v i
o N ; A
4.a) Btablir I'inégalité Zpi > — avec égalité si et seulement sipy =p2 =+ =pp =p= —
n n
i=1
b) Déterminer un majorant de I'erreur commise par I’approximation de la loi binomiale B(n,p) par la loi de

Poisson P(np).

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 199

1. Cours.

2.a) On a déja ¢; < 1. D’autre part, la convexité de la fonction exponentielle = ePizl-p=0q=0
P(Z; = 0) = P([U; = 0]n[Y; = 0]) = P(U; = 0)P(Y; =0) = e P (1 - ;) = 1 — p; par indépendance de U; et Y.
Done, Z; suit une loi de Bernoulli de parametre p;.

b) [Z: = Yi] = ((Z: = 0] N [¥; = 0]) U ([Z: = 1] N [Y; = 1]), les deux événements dont on prend I'union étant
incompatibles. Or, [Z; = 0] = ([U =0NY;=0))=[Zi=0]C[Yi=0=[Z=0n[Y;=0]=[Z = 0].

D’autre part, [Z; = 1] = [U; —I]U[Yﬁk]:ﬂYﬁI]C Zi=1= [Zi=1n[i=1]=[Yi=1].
k=1
Finalement, [Z; = Y;] = [Z; =0|U[Y; = 1] = P(Z; = Yi) = P(Z; = 0)+PY;=1)=1—p; +p;e P, dol

P(Zi #Y:) =pi—pie P =pi(1-e ™).
¢)Onsait quee ™ 2 1—p, = 1—-e P <p;= P(Z; £Y3) < P2

n n n
On remarque que [Z # Y] C U[Z" # Y;]. Par suite, P(Z #Y) < P( U Zi #Y; ) ZP (Z; £ Y7) Zpl.
i=1

i=1



A

3. D’aprés le théoréme de stabilité de la loi de Poisson, on a Y < P(A) et P(Y € A) = Z e

€A
Ona:P(ZeA)=P([Ze ANZ£Y))+P([Z € AIN[Z =Y]) = P([Z € AIN[Z # Y])+P([Y € AN[Z = ¥1).
Do, P(Ze A)S P(Z4Y)+PY eA) = P(ZcA)—-PY € A)S P(Z#Y).
En inversant les roles de Y et Z, on obtient : P(Y € A) — P(Z € A) < P(Z #Y), d'ol finalement :

|P(Z € A)— P(Y € A)| K P(Z#Y).

4.a) L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

n

n 9 n n n A2
(Z;l X pi) < (Z 12) (lef), c'est-a-dire, A2 < n lef soit encore Z;pf P o
1= 1= = =

i=1
[’égalité est satisfaite si et seulement si tous les p; sont égaux, de valeur commune p, telle que p = —-
n
b) En prenant le cas des p; tous égaux et donc égaux & p = —, la variable aléatoire Z suit la loi binomiale de
n
paramétres (n, p = A/n) qui est approchée, lorsque n est grand et donc p petit devant n, par une loi de Poisson
n AQ

de parameétre np = A. D’aprés la question 3, U'erreur commise est majorée par E = np? =—.
n
i=1
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Soit E un espace vectoriel sur R, F' un sous-espace vectoriel de E et g un projecteur de F.

Montrer que F est stable par ¢ si et seulement si I’ = (Fﬂ Ker(q)) 53] (F n Im(q)).
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On a: E = Ker(q) @ Im(q).

On suppose que F est stable par g.

Il est évident que (F' N Ker(q)) N (¥ NIm(q)) = {0}.

Soit 4 = v + w un élément de F avec v € Ker(q) et w € Im(g). Alors, ¢(y) = w et w € F, donc w € F N Im(g)
et comme v = y — w, on a aussi v € I N Ker(g). Par suite, F = (F N Ker(g)) & (N Im(g)).

Supposons que F = (Fﬂ Ker(q)) ® (F Im(q)).

Soit y = v+w € F avec v € (FNKer(g)) et we (FNIm(q)).
Alors, g(y) = g(w) = w et donc, g(w) € F' et I est stable par g.



EXERCICE PRINCIPAL S 203

Soit (X}, )»>1 une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P), indépendantes,
de méme loi, admettant une densité f sur R et dont on note F' la fonction de répartition.

Soit A I’événement défini par: A= {w e Q/3k > 2, Xp(w) > X1(w)}

1. Question de cours : formule des probabilités totales.

2. On suppose dans cette question uniquement que les variables aléatoires X; suivent la loi uniforme sur
le segment [0, 1]. Pour tout entier k > 2, on pose : Mj, = —max(Xa, X3, ..., Xi).
a) Déterminer une densité . de M.

b) Pour tout entier n > 2, on note g, une densité de la variable aléatoire Xy + M.
1-(-z)»! si-1<2<0
Montrer que pour tout z € R, on a : g,(z) = (1- i siogae<1
0 sinon
n
¢) Calculer P( ﬂ (X112 X L]) Pouvait-on prévoir le résultat 7

k=2
d) En déduire la valeur de P(A).

3. On suppose dans cette question que f est strictement positive sur R.

n
a) Montrer que pour tout entier n 2 1 et pour tout réel ¢, on a : P( ﬂ [X; = Xk]) < (F(t))nil + (1= F(t))-
k=2
b) Justifier que pour tout £ €]0, 1], il existe un unique réel ¢ vérifiant F(t) =1 —¢.
¢) Calculer P(A).

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 203

1. Cours.

2.2) Vo € R, P(M; € 2) = P(— max(Xy, X3,...,Xi) < .T) =1- P(llla-X(Xg,Xg, .oy Xi) € —1), soit par

0 siz < —1
indépendance et similitude de loi : P(M;, < ) =1 — (P(X3 < —.q:))‘k1 = { 1—(—2)*! si-1<2<0.
1 siz =0
Par suite, hy(x) = (—1)F(k — 1)aF =2 1_y g ().

1
b) D’aprés le théoréme de convolution, on a : g,(x) = / ho(z—8diet -1z -t <04 a<t<z+]l
0
a1 x+1
ter cas : x € [—1,0]. Alors, gn(z) = f (-D)*(n—1(z—t)* 2dt = / (n—1)(t—2z)" ?dt=1- 0 L
0 0
1 1
2éme cas : x € [0,1]. Alors, gn(2) = f (-1)"(n —1)(z - )" 2dt = f (n—-1)(t—-z)" 2dt=(1-2)" L
T T
1—(=z)* ! si-1<2<0
Bilan: g,(z)=4q (1—2z)"' si0g<a<]1

0 sinon

10



n 1 1
1
C) P( ﬂ [Xl = X},]) =P(X1 P II]&X(XQ, Xa,... :Xn)) :P(X]'Jf'ﬂ-{n z 0):/ gn(l'} (]IL'=/ (1_3“)11#1 dz= H §
k=2 0 0
Résultat prévisible par symétrie.
~+oo . +o0
d) A= U (X > X = A= ﬂ (X1 € X4]. Par la propriété de limite monotone, on a :
k=2 k=2
_ teo 1
= 1 o L o — i —_ = ) =
P(A)= lim_ P(DQ{X,; <X])= lim - =0— P(4) =1

3.a) La famille ((X 1 <8, (X > t)) forme un systéme complet d’événements et la formule des probabilités

totales —> p( ﬂ [Xk < Xl]) = p( ﬂ B X1 2 t]) e p( ﬂ [Xe < X1) N [X > t]), doi,
k=2 k=2 k=2

n

T
P{ (X < Xl]) <P(1Xk < 1) + (1% > t]) = (F®)" ™ + (1= F©)).
k=2 k=2

b) Puisque f est strictement positive sur R, la fonction F réalise une bijection de R sur 10, 1[.
1l existe donc un unique réel t tel que F(t) = 1 — < €]0,1[.

c¢) Le méme raisonnement que celui de la question 2.d) conduit, lorsque n tend vers +oo, & :

Ve >0, P(A) < ¢, puisque BT (1 —¢)""! = 0. Conclusion : P(4) = 1.
T o0

EXERCICE SANS PREPARATION S 203

Soit n € N* et A une matrice de M,(C) diagonalisable. On note P un polynéme non constant de C[X].

Etablir l'existence d’une matrice M € M,,(C) telle que P(M) = A.
CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 203

Posons A = QDQ 1 avec D = diag(M1, Az, ..., An) (certains A; pouvant étre égaux). D’aprés le théoréme de
d’Alembert-Gauss, le polyndéme P{X) — ); admet au moins une racine y; € C.

—1

Dans ces conditions, la matrice M = @ diag(p1, fo, - - ., tn) @7 convient.

11



EXERCICE PRINCIPAL S 209

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles & densité, indépendantes et de méme loi, définies sur un
espace probabilisé (Q, A, P) et dont une densité f est de classe C'! et & valeurs strictement positives sur R.
On note F' la fonction de répartition de X;. Pour tout & € N* et pour tout ¢ € R, on pose : U(t) = 1{x, <t

1. Question de cours : énoncer le théoreme de Slutsky.

2. Pour n entier supérieur ou égal & 1 et t réel, on définit les variables aléatoires F,,(t) et f,(t) par :

Fo(t) = ZU,-\ et fult) = _,\/Q’E (Fn(t+ —lﬁ) ~ F, (t = %)) .

a) Reconnaitre la loi de la V'cu‘lable aléatoire nF},(¢). En déduire E(F,,‘{t)) et V(Fn(t)).

b) Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (y/n(F5,(t) — F (B))) g

i 1
3.a) Pour tout k € [1,n] et pour tout ¢ € R, on pose : Yi(t) = Uy (t + 75) — Uk (f — ﬁ) -

Déterminer la loi de la variable aléatoire Y (t) et en déduire pour tout n € N* et pour tout { € R, la loi de la
variable aléatoire 2y/nf,(t).

b) Déterminer pour tout ¢ € R, hm E(fn(t)) et lit}r) VvV (falt))-
n—+00

On admet alors que la suite (n“i (fu(t) — E(fn (t))) converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi
nzl
t
normale N(O, f%) :
4. A T'aide de la question 3, déterminer la limite en loi de la suite de variables aléatoires (71% (fut)—f (t)))n>l'

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 209

1. Cours.

2.a) Les X, sont indépendantes, donc les variables aléatoires de Bernoulli Ug(t), pour t donné, sont

1
indépendantes, d’oll : nF, (¢ Z Ur(t) = B(n, F(t)), E(Fy(t)) = F(t) et V(F.(t) = ;F(t)(l — F(t)).
oy . - ’ \ . ’ - . Fn
b) Les conditions d’application du théoréme limite central sont réunies, donc la suite

c’est-a-dire la suite (\/ﬁ \}F_{E)_TP;%

Donc, la suite (v/n(Fy, ))n ., converge en loi vers B — N0, F(t)(1 - F(t))).

) converge en loi vers A — N(0, 1).
nz=1

1 1
3.a) La définition de Yi(t) montre que (¥5(¢))(2) = {0,1} et que P(Yi(t) = 1) = P(t - — < X <t+ —)

1 g 1
Donc, Yj(t) suit une loi de Bernoulli de parametre pa(t) = F(t + ——) - F (t - ﬁ) - D’autre part,

vn
2y/mfp(t) = n( (t + %) — F,,,( )) ZY;, — B n pn(t)) par indépendance des Y(t).

b) Par linéarité de l'espérance, on a : E(fu(t)) = 2ﬁp,,(t) = % (F(t + %) - F(t - %))



Puisque [ est de classe C' sur R, la fonction F est de classe au moins C1 sur R. Un développement limité &

(R0 + =10+ o ) = )+ 7200 +0( 7)) = 70+ o)

Par suite, l'n}rl D) ( fa()) = f(t). De méme, avec le méme développement limité, on obtient,
n——+oc

I'ordre 1 donne : E(fn(t)) =

4V (Jul®) = npalt) (1-pu() =2/ O+ o) = VAV (£a(®) = L o(1) =, lim_ VAV (1n(0) SO

4.0na:nd (fult) - F(8) = ni (F2(t) = E(S()) + 03 (E(fu(t)) = f(D))-
Posons : Z, = ni (falt) — F(), @n = ni (fu(t) — E(fn(t))) et u, = ’n%( (fa®) = F(#) = Zn = Qun + un.

La fonetion f admet une dérivée f’ continue sur R, donc bornée sur tout segment. Un développement limité a

1 1 1 1
I'ordre 2 montre alors que : F ) = f(8) + —=f'(t) + o(—) = u, = —<f(t)+ o(—) ui tend
1 (fn()) f() 2\/5 () \/:'_i Qn_}f() n% q
vers 0 lorsque n tend vers 4oo.
Done, Ve >0, 3N, n = N = |u,| < &. On peut supposer que la suite (#,),»1 est une suite de variables
aléatoires certaines; ainsi, [Ju,| < el =0 =3IN, n=2 N = P(\u,, ze)=0= l'u}rl P(lua| =2 E) = 0.
n—r o0

La suite (un)n>1 converge en probabilité vers 0. Le théoréme de Slutsky nous apprend alors que la suite

4
f(t)),

Bilan : la suite (Z, = ni (fu(t) — f(t)))n>1 converge en loi vers Z — N(O, -

(Zp)nz1 = (Qn + Un)nz1 converge en loi vers Z = Q +0 =@, olt Q — N(O,

EXERCICE SANS PREPARATION S 209

Soit n € N*. On considére 'espace euclidien R muni de son produit scalaive canonigue {,} et de sa norme
associée |.||. Soit f un endomorphisme symétrique de R™. On pose : p = max {|A|, X € Spectre(f )}

Montrer que p = sup {I(IT(;?’;—H, reR", ©#0rn }

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 209

Puisque 'endomorphisme f est symétrique, il est diagonalisable dans une base orthonormée (e,€2,...,€n)

ot Vi € [1,n], e; est un vecteur propre de f associé a la valeur propre /\

T

Soit ze R*. Onax =Y mze — (fla),z)= Aiziei, ¥ xj€; Nizs x? = pllz||®.
€5
i=1 j=1

i=1

Par suite, sup {L T)l, zeR" z# ORH} < p.

[l

Soit k lindice pour lequel on a p = Ap. Pour @ = e, on a : |( f(x),z)| = [{ Acer,ex)| = Ax = p.

Finalement, on a bien : p = sup {W, zeR", v #0pn» }
x

13



EXERCICE PRINCIPAL S 212

1. Question de cours : polynémes annulateurs d’endomorphisme ; définition et propriétés.
Soit E = R[X] I'espace vectoriel des polyndmes & ccefficients réels et pour tout n € N, E,, = R,[X] le
sous-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & n.
On note (eg,e1,...,e,) la base canonique de E,,. Soit s un réel fixé.
1 T

) ) ~ f P(t)dt siz#s

2. Soit P un polynoéme de F. On pose : Ve € R, P(z) = *— 5 Js
P(s) siz=s

a) Montrer que @ — ﬁ(m) est continue sur R et que P est un polynome.

b) Soit ¢ 'application définie sur £ par : ¢(P) = P. Montrer que pour tout n € N, E,, est stable par ¢.
c) Pour tout n € N, on note ¢, la restriction de ¢ & E,. Montrer que ¢, est un automorphisme de £,,.
Pour tout € R, on pose Ty(z) = 1 et pour tout k € [1,3] et tout x € R, on pose : Ti(z) = (z — 8)*.
3.a) Montrer que (Ty, T1, T2, T3) est une base de E3 formée de vecteurs propres de 3.

b) Décomposer le polynéme ez sur cette base.

4. On note Ag, A1, A2, A3 les quatre valeurs propres de @3, avec Ag > A1 > A2 > As.
On pose : L(z) = (2 — Xo)(z — A1) (z — A2)(z — A3). On définit les fonctions polynomiales Lo, L1, Lo et Lg par:
_ 108 L(x)

, La(z) = e et Lz(z)=

_ 4 L(x) =48 L(z)

—64 L(x)
= — /\0, Jl(ml‘) = — )\1 .

Lo(’L) = /\3

1 1 1
a) Calculer Lo + L1 + Lo + Lz et Lo + = L+ ng + 1 Ls.

b) On définit les endomorphismes : £ = L(3) et pour tout k € [0, 3], £x = Li(ya).
(i) Déterminer {.  (ii) Pour tout k € [0, 3], déterminer £ — . (i) Pour tout k € [0, 3], expliciter Im Oy

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 212

1. Cours. 5
2.a) Soit P(x) = Za;..:sk un polynéme de F. La fonction x — ﬁ(r) est clairement continue pour @ # s.
k=0
n k1 k41 n k
: ~ ap & — 8 {ay - . =
D’autre part, pour x # s, on a P(z) = —_— = a1 et lim P(x) = P(s).

Done, & — ﬁ(l) est continue sur R et P est un polynome de F.

b) De plus, degﬁ = deg P, donc F,, est stable par .

¢) On remarque que ¢ est linéaire par linéarité de l'intégration et & valewrs dans E,, d’apres la question b).
L’image de la base (eg, €1, ..., e,) est une famille libre de (n + 1) polynomes de degrés respectifs 0,1,...,n,

done libre dans F,,. Donc, ¢, est bijective de E,, dans E,,.

-~ 1 * : 1 :
3.a) Soit k € [0,3]. On a: Ty(z) = ] (t—s)*dt= T 1(:c — 8)*. Done, T} est un vecteur propre de @3
x—35f, :

- Ces valeurs propres (1,1/2,1/3,1/4) étant deux & deux distinctes, la famille

associé a la valeur propre
e

(To, Ty, To, T3) forme une famille libre de E constituée de quatre vecteurs propres de 3 : c'est une base de Es.

14



b) On applique la formule de Taylor & f(z) = 2 & l'ordre 3 au point 5. On obtient :

" 3)(s
= 1)+ Pl = 5)+ LD @ g 4 L2
42) On pose: Q=Lo+ L1+ Lo+ Ly = Q(1) = Lo(1) = 1,Q(1/2) = 1,Q(1/3) = 1 et Q(1/4) = L.

Or, Q est de degré 4 = Q(z) — 1 = a L(z). Une comparaison des ccefficients constants = 1+ af2¢d=1=

(z — 8)°> = 2% = 8°Tp + 35Ty + 3sT2 + Ts.

a = 0et Q = 1. On aurait pu trouver ce résultat plus rapidement en remarquant que deux polynomes de Ra[X]

prenant la méme valeur en quatre points distincts sont égaux (*).

1 1 1
On pose: R= Lo+ 3 L1+ 3 Lo+ i Ls. On trouve par un calcul analogue au précédent que R(x) prend les
valeurs respectives 1,1/2,1/3,1/4 aux points 1,1/2,1/3,1/4. Gréce & la remarque (*), on en déduit que R est
le polynéme e; (R(z) = z).

b) (i) £ = 0 car @3 diagonalisable est associé & une matrice du type D = diag(1, 1/2,1/3,1/4) telle que L(D) = 0.
(i) o = Lo(ps) = 4(3 — 1/2id) o (p3 — 1/3id) o (3 — 1/4id) = (p3 —id) o by =4l =0 = ¢3 oly =1{p.
De plus, (@5 — 1/4id) o £y = 3/4 6y et (p3 —1/3id) 0 3/4 Ly = 3/4 Ly — 1/4 €y = 1/24y.

Enfin, 4(gs — 1/2id) 0 1/2£y = 2(fy — 1/2{g) = {o, ce qui donne en définitive, (2 = (g : donc, {y est un
projecteur et il en est de méme pour tous les £y.

(i) (p3 — id) 0 fo = 0 => Im({y) C Ker(pz — id). Or, 1 étant valeur propre de @3 et p3 ayant quatre valeurs
propres distinctes en dimension 4, Ker(pz — id) est de dimension 1. D'autre part, {o n’est pas nul sinon ce serait
un polyndme annulateur de 3 et il n'a que trois racines. Done, Im(fp) = Ker(gs — id).

Résultats identiques mutatis mutandis avec les autres {j.
EXERCICE SANS PREPARATION S 212

Toutes les variables aléatoires de Uevercice sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (Q,.A, P).

Dans cet exercice, X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre A > 0.

1. Soit N la variable aléatoire prenant pour valeur le plus petit entier n tel que [X < n] est réalisé, ¢’est-a-dire
que : Vw € Q, N(w) =min{n € N, X(w) < n}. Déterminer la loi de N.

2. Soit M la variable aléatoire prenant pour valeur le plus grand entier n tel que [X = n] est réalisé.

Montrer que N et M + 1 sont de méme loi.

3. Donner une simulation en Scilab de la variable aléatoire M pour une valeur de A entrée par I'utilisateur.

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 212

LNQ)=N*etVneN*, [N=n]=[n-1<X<n= P(N= n) = e"\(”"l)(l — e”)‘).

2.¥VneN, [M=n=n<X<n+1]=PM=n)=e?"(1- e)=PM+1=n)=PM=n-1)
c'est-d-dire que P(M + 1 =n) = P(N =n).

3. On peut proposer :

lambda=input(’entrez la valeur de lambda :’)

M=grand(1,1,’geom’ ,1-exp(-lambda))+1



EXERCICE PRINCIPAL S 213

1. Question de cours : stabilité de la loi v pour la somme.
Toutes les variables aléatoires intervenant dans Uexercice sont définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, P).

Soit (7};);en~ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi exponentielle de
parametre 1. On pose Ty = 0.

Une puce se déplace sur un axe orienté infini. Au temps 0, elle se trouve & l'origine (point d’abcisse 0). Au bout
du temps T3, la puce se déplace d'une unité vers la droite : elle atteint alors le point d’abscisse 1.

De fagon générale, si la puce arrive & l'instant ¢ (t € N*) au point d’abcisse n (t € N¥), elle se déplace d'une
unité

vers la droite au bout d’'un temps 7T),. Ainsi, elle sera au point d’abscisse (n + 1) au temps (¢t +71},)
Pour tout n € N*, on note X, la variable aléatoire égale au temps que met la puce pour atteindre le point

d’abscisse n.

2.a) Pour tout n € N*, exprimer X,, en fonction de 77,75, ..., T;,. Préciser la loi de Xa.

b) Soit A un réel positif et n € N*. Pour quelles valeurs de A la variable aléatoire e*Tn admet-elle une espérance ?
Calculer cette espérance lorsqu’elle existe.

¢) En déduire I'espérance de e* ¥ lorsqu’elle existe.

vn )

3. Soit o un réel strictement supérieur a 3" Pour tout entier n > 2, on pose : #, =¢ V" x (T—l
n—

a) A l'aide de I'inégalité de Markov appliquée & la variable aléatoire exp (J), montrer que pour tout n = 2,

o
ona: P([X,2n+n%]) <unx exp(- n“*%)_

b) Déterminer la limite de la suite (wn)nz2.

Bl

¥i

¢) En déduire lexistence d’un réel K indépendant de n tel que : Vn > 2, P([X, = n+n® ]) < K xexp (—n~
1
d) Quelle est la nature de la série de terme général exp ( - 71“’2) ?

4. On admet la proposition qui suit. Soit (A,)nen+ une suite d’événements de A. Si la somme Z P(A},) est

finie, alors la probabilité quune infinité d'événements A,, se réalisent simultanément est nulle.

En déduire qu’a partir d’'un certain rang, I’'événement [X,, < n 4+ n®] est réalisé presque siirement.
1 n

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 213

1. Cours.
n
2.a) Ona: X, = Z T} et les T}, sont indépendantes et de méme loi (1) = X,, suit la loi y(n) par stabilité
k=1
de la loi v pour la somme.
oo
oMt

b) Sous réserve d’existence, on a d’aprés le théoréme de transfert, &/ (eA T") = f e~tdt et cette intégrale

0
: . 1
est convergente si et seulement si A < 1. Dans ce cas, E(e* ™) = Ty

n

¢)Ona: erFn = H r Tk et puisque les variables aléatoires T}, sont indépendantes, il en est de méme des
k=1
n 1
variables aléatoires e* ¢ (lemme des coalitions). D'ott : pour A < 1, E(e**") = H E(e*™) = s
k=1

16



X a1l 1
\/?_12\/7_14—?1- 7]:[(3):])( ) exp (Vn+n" ﬁ)]
n

: R X
On applique 'inégalité de Markov & la variable aléatoire exp (—) dont l'espérance existe d’apres la question

7 mn
< 1, et vaut ( AL ) ;

1
vn vr—1
X 1
1l vient : P[exp(ﬁ) = exp(\/ﬁ-%n“_%)] =P([X, 2 n+n]) < upx exp(—n""2).

b)Ona: u, :exp(— vn—nln (1 - %)) et In (1 - %) = —% - % +o(%).

1

3a)Ona:[X,2n+n"]= [

E

précédente, puisque A =

Par suite, u, = exp ( -1+ 0(1)), donc, la suite (u,), 2 converge vers e~
¢) La suite (uy)nz2 est convergente donc bornée. En effet, Ve > 0, Ing, n > np = el—e<u, <el+e

Soit m = inf{ug, ug, ..., Un,,e" ! — €} et M = sup{ug,uz, ..., Ung, € ' +€}. Alors,Vn 22, m<u, <M.

1
Soit X un majorant de (un)nz2. On a bien: Vn =2, P([X, 2 n+n®]) < K x exp (—n®"2).

. I 1 .. ., 1
d)Ona:exp(—n® 2)=o0(—) par exemple, donc la série de terme général exp ( — n®" 2) converge.
1 2 P I g

4. Soit A, = [X,, = n+n®]. Par le critére de comparaison des séries & termes positifs, la série de terme général
P(A,,) converge. D’aprés le résultat admis (lemme de Borel-Cantelli), la probabilité que seulement un nombre
fini des A,, se réalisent est égal & 1. Cela signifie qu’il existe ng tel que pour n > ng, on a P(A,) = 0, c’est-a-dire

que pour n > ng, on a P([X, <n+n®]) =1
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Soit E un espace vectoriel sur R, p un projecteur de £ et v un endomorphisme de E.

Montrer que p et u commutent si et seulement si Ier(p) et Im(p) sont stables par u.

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 213

On sait que E = Ker(p) @ Im(p).

On suppose que pou = uop.

Soit x € Ker(p), alors po u(z) = wo p(x) = 0, donc u(x) € Ker(p) et Ker(p) est stable par .

Soit y € Im(p), alors po u(y) = uop(y) = u(y), donc p(u(y)) = u(y) € Im(p) et Im(p) est stable par w.
Bilan : Ker(p) et Im(p) sont stables par u.

On suppose que Ker(p) et Im(p) sont stables par u.

Pour tout vecteur z =z +y € F, avec z € Ker(p) et y € Im(p), on a :
pouls) = poulz) +pouly) = uly) et uop(z) = wo p(e) +wop(y) = uly).
Bilan : pou=wuop.

17



EXERCICE PRINCIPAL S 215

1. Question de cours : définition et propriétés d’un produit scalaire.
Soit £ un espace euclidien de dimension n = 1 muni d’un produit scalaire noté ()
Dans tout l'exercice, on considére un endomorphisme ¢ de E antisymétrique.
On dit qu'un endomomorphisme @ est antisymétrique si : ¥V (x,y) € Ex E, on a : (x,9(y)) = —{p(x),y).
2. Etablir les propriétés suivantes :
a) Pour tout z € F,on a: {x,¢(x)) =0.
b) Im(yp) = (Kel(tp))J'
¢) Soit F un sous-espace vectoriel de £. Montrer que si [ est stable par ¢, alors FL est stable par (.
d) Ker(p) = Ker(p?), ont > = po .
e) Le SpeCtlE de v est soit vide soit réduit & {0}.
3. Montrer que toutes les valeurs propres de ¢? sont négatives ou nulles.
4. Soit :
e I un sous-espace vectoriel de E de dimension p = 2;
e o un réel strictement positif ;
e u un endomorphisme antisymétrique de F' tel que u?> = —a? idp, ol idp est I'endomorphisme identité de F'.

a) On suppose que p = 2. Ltablir Iexistence d'une base orthonormale de F dans laquelle la matrice A, de u

est donnée par : A, = (0 = )

a 0
b) A P'aide d'un raisonnement par récurrence sur p, montrer qu'il existe une base de F' dans laquelle la
Aa (0)
matrice B, de u est de la forme : B, = ) Aa
o (0
(0) Aa

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 215

1. Cours.

2.2) Soit v € E. Ona: (x,¢(z)) = —(z,¢(x)) =0.

b) Soit = € Im(¢). Alors, il existe y € &/ tel que & = @(y). Soit z € Ker(yp), d'olr p(z) = 0.
Ona:(zz)={py)z)=—{y,p(z))=0.Donc, Lz et Im(yp) C (Ker((p))l

De plus, dim(Ker(p)*) = n — dim(Ker(p)) = dim(Im(yp)), d’ou I'égalité.

c) Soit F stable par . Soit @ € F et z € F*. Alors, (p(2),z) =0 car ¢(z) € F. Or, (p(x),z) = —(2,¢(2) ),
done, p(z) € F'L et par suite, F'* est stable par ¢.

d) On a déja Ker(p) € Ker(p?). Soit € Ker(¢?). On a: {¢(z),¢(z)) = —(z,¢%(z)) = 0.

Dot |¢(z)|| = 0 et @ € Ker(g).

e) Si le spectre de ¢ n'est pas vide, soit A une valeur propre de ¢ et @ # 0 un vecteur propre associé.
On a: {z,p(2)) = Ma,z) = Alz]%. Mais, (2, p(e)) = ~(p(2),2) = =M z,2) = ~A|z[?

En conséquence, )\HTH2 =0et comme x # 0,ona A=0.

3. Il est clair que 2 est symetuque réel et admet donc des valeurs propres réelles.

Soit A une valeur propre de @? et x # 0 un vecteur propre associé.

T 2
On 8t (2,¢%(z)) = Alal? = ~(p(a),9(2)) = ~lp(@)I? = A = -1 ”Ej.lfz” <0

18



. i 1 1 -
4.a) Soit e; un vecteur unitaire de F. On pose : eo = —u(e;). Ona: (ey, ex ) = a(el,u(el)) =0 (d’apres 2.a).
= ‘

1 a?
Donc, e; et ez sont orthogonaux. De plus, [lez]|? = (e2,e2) = —,—Z(u(el),u(el)) = j(el,el y=1
« @
; , 1 1
Bilan : la base (e;,e;) est orthonormée. Comme u(e;) = ey et u(e2) = ——u?(ey) = -—30‘2(21 = —aep, O
B :

obtient
la matrice A, demandée.

b) On suppose la proposition démontrée pour tout sous-espace de dimension inférieure ou égale a p— 1.

Soit (e, es) une famille orthonormale de F' définie comme dans le cas p = 2.

. 1 1 \ y i v 5 y 5
Soit G = (Vect(el, 62)) . D’aprés 2.¢), G est stable par u et de dimension p—2. On peut lui appliquer | hypothése
de récurrence : il existe une base orthonormale (es, e4, ..., €p) de G dans laquelle la matrice de u est de la forme

proposée. Sur la base (e1,ez,...,ep), on obtient le résultat cherché.
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Toutes les variables aléatoires de Uexercice sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (22, A, P).

Soit X une variable aléatoire et (X,,),>, une suite de variables aléatoires. On suppose que X et les X, admettent
une espérance et qu'il existe un réel K > 0 tel que [ X| < K et Vn € N*, |X,| < K.

1. Dans cette question, on suppose que 11[_1;1 E(|X,-X |) = (). Montrer que la suite (X, — X)pz1 converge
n—r oC
en probabilité vers la variable certaine égale a 0.

2. On suppose que la suite (X,,),»1 converge en probabilité vers X. Montrer que l;t}rl E (|X B A |) =0.
n o0

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 215

E(an n XD
€
ce qui prouve que la suite (X, — X),»1 converge en probabilité vers la variable certaine égale a 0.

1. D’apres l'inégalité de Markov, on a: Ve > 0, P(|Xn -X|ze) < — 0 quand n tend vers 4o,
2. Soit £ > 0 et le systéme complet d’événements (|X,, — X| > ¢,|X, — X[ < g). On a 'égalité :

| X, — X| =X, - X|x 1x,—x|5e + | Xn — X|x 1)x, - x|ge) Par suite,

E( X, — Xl) = EUXH_ - X|x 1“‘\;],‘\-‘)5]) -+ E('X“ — X|x 1[|X,,—,\.’|<a])1 d’on,

E(| X, - X|) € E(2K Lyx, —x1>¢)) + E(e 1px, - x1<e)) < 2K P(|X0— X| > €) +¢ P(IXa - X| <€), soit encore,

B(| X, — X|) <2K P(|X, — X| > €) + . Puisque la suite (X5)n31 converge en probabilité vers X, il existe un

entier ng tel que pour tout entier n = ng, on a 2K P(|Xn - X| > e) L E.

Ainsi, pour n = ngp, on a E(|X,, - X|) < 2¢ et comme € > 0 est quelconque, on a bien lqul E( X, - X|) =0
n—r 0o
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EXERCICE PRINCIPAL S 216

On rappelle le résultat suivant :

Soit (@iz)(i jlen-xne une suite de réels posilifs ou nuls, indexée par N*x N*, qui vérifie les deux conditions :

+oc
o pour fout i € N*, la série Z a;; est convergente de somme L; = Z @ij ;
JEN* J=1
e la série Z L; est convergente.
iEN*
oo
Alors, pour tout 7 € N*, la série Z a;; est convergente et la série de terme général C; = Z(li_j est
iEN* i=1
+oc oo +oo  +oo el e
convergente. De plus, on a Z L= ZC}, c’est-a-dire Z (Zaij) = Z (Zaij).
i=1 =1 =1 j=1 i=1 i=1

Soit (X;,)nen+ une suite de variables aléatoires & valeurs dans IN* définies sur un méme espace probabilisé

(Q, A, P), indépendantes et de méme loi. Pour tout z € [0, 1], on pose : ®(z) = E(Z’\").

ki
Pour n € N*, on pose T;, = ZX,- et si k € N*, on note A, I'événement : A, = U [T = k)
i=1 neN*

1. Question de cours : espérance du produit de variahles aléatoires indépendantes.

2. Soit (un)nen+ €t (Vn)nen+ deux suites réelles bornées. Justifier pour tout réel z € [0, 1], la convergence des

séries E Uy 2" et 5 vy 2",

nEN* nelN*
+oo +co
On admet Uéquivalence : (Vn € N*, up, = v,) <= (Vz € [0,1], Z Uy 2" = Z U B”)s
n=1 n=1
+oa
3.a) Pour k € IN*, on pose : p, = P(Ay). Justifier la relation : py = Z P(T, = k).
=1
B 23
b) 8i z € [0,1] et n € N*, exprimer Z P(T,, = k) z* en fonction de ®(z).
k=1
- k ®(2)
¢) En déduire que pour tout z € [0, 1], on a : Zpk %= 1_7(1){2) -

k=1
4. Montrer que la suite (pg)ren+ est constante égale a ¢ si et seulement si la loi des X, (n € IN*) est géométrique.
Quelle relation a-t-on alors entre ¢ et F(X,,)?
5. On suppose que la loi des X, (n € IN*) est géométrique de parameétre p €]0,1[. Pour k € N*, soit 14, la
variable aléatoire indicatrice de I'événement Aj. Préciser la loi des 14, (k € N*) et montrer que ces variables

aléatoires sont indépendantes.

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 216

1. Cours.
2. Par hypothese, la suite (u,)nen- est bornée par M, done, 0 < |u,2"| < M|z|?, ce qui assure I'absolue

convergence de E wy, 2" pour |z| < 1.
neN*
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+oo
3.a) Si k€ N*, Ay, est la réunion disjointe des événements (T, = k) (n € N*); donc, py = Z P(T,, = k).

n=1
n

+oo
b) On a : ZP(Tu =k)2* = E(z™) = E( H z’\'k) = (®(2))" (indépendance et similitude de loi des Xj).
k= k=1

¢) La suite (pr)x est bornée par 1, done si z € [0, 1], la série Zpk, 2 converge et d'aprés la question a), on a :

A-
+o0 ‘oo oo
Zpk 2F = Z (Z P(T, = k)z') Pour z € [0, 1], on a ®(z) < ZP (X, = k) = 1. Le résultat rappelé —>
k=1 k=1 n=1
+oo X +oc  +oco +co (I)(Z)
_ 5 e T Y .
};pkz = Z_: (ZP(Tn =k)z ) = Z (@(2))" = =60
= n=1 k=1 n=1
4. Si (pr)x est une suite constante égale & ¢, on a nécessairement ¢ > 0 car ) = U Ay qui sont tous de

LEN‘

probabilité égale & ¢. Le résultat admis —> (Vk e N*, pp = c) (Vz e [0,1], Zpk z Z cz

g

.|”
(Vz € [0,1], @(2) = s e(1 — c)*12%), ce qui équivaut

(=) cz
)= 1—(1—~t)z &

(Vz € [0,1], o) — 10

Il
st

au

fait que X, suit une loi géométrique de parameétre ¢. On a évidemment ¢ x F(X,) = 1.

5. D’apres 4, si X, — G(p), on a P(1l4, = 1) = P(A;) = p, donc X,, suit une loi de Bernoulli de paramétre p.
Pour montrer I'indépendance des (1.4, )xen-, il suffit de montrer que pour tout n € N*, les événements [14, = 1]

pour k € [1,n] sont indépendants.

P14 =1n.:nla, =1}=P(Xi=1n...NXs=1]) =p" = H Pl[Laz = 1)
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On note M, (R) (n € N*) l'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n & coefficients réels.

Soit A une matrice donnée de M,,(R). On considére 'application ¢4 qui & toute matrice M € M,,(R), associe
la matrice p4(M) = AM.

1. Comparer les spectres de A et 4.

2. On suppose que A est diagonalisable. Montrer que ¢4 est diagonalisable.

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 216

1. ¢4 est un endomorphisme de M,,(R). Soit A est une valeur propre de A et v un vecteur propre associé.
Alors, Av = Avet M, = [vv... v] est une matrice # 0 telle que p4(M,) = [AvAv... Av] = Avv...v] = AM,.
S'il existe une matrice M = [my ms...m,] # 0 telle que AM = p4(M) = pM, alors, 'un des m; est un vecteur
non nul et vérifiant Am; = pm;.

2.0na: A=P'DP avec D = diag(dy,da,...,d,). On considere la base canonique (E; ;)1<i j<n de My (R).
Le systeme formé par les P~1E; ; est toujours une base et il vérifie :

wa(P 'E;;)= AP'E;; = PT'DE,; ; = d;P7'E; ;.

Ce systeme est donc une base de vecteurs propres, ce qui prouve que  est diagonalisable.
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EXERCICE PRINCIPAL S 218

Toutes les variables aléatoires de Uezercice sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (Q,A, my,

1. Question de cours : convergence en loi d’une suite de variables aléatoires.

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli 8(5) .

n 1 n X;‘

Pour tout n € N*, on pose : 7, = Z kX, et U,= on Zn = =T

k=1 k=1
2.a) Déterminer les lois respectives de Z; et Zs.
b) Montrer que pour tout entier n > 1, on a: Z,41 = 22, + X,4+1. En déduire par récurrence que pour tout

entier n > 1, la variable aléatoire Z,, suit la loi uniforme sur [0,2" — 1],

X
3.a) Montrer que pour tout w € 2, la série de terme général ggw) converge.
1 +oo Xk
Pour . = i = | 5 : = 4
our tout w € §2, on pose : U(w) ”L]njm Un(w) n—lil}r]oc on Zn(w) et U ,; ok
On admet que U est une variable aléatoire définie sur (Q, A, P).
= Hplw) 1 1
b) Montrer que pour tout w € Q,ona:0< Z ;—k < o puis 0 < Up(w) < U(w) € Up(w) + on <1
k=n+1

n

1
¢) Soit = € [0, 1]. Montrer que pour tout n € N*, on a : [Uﬂ + T < a:} cl<alc|U, <al

d) En déduire que U suit la loi uniforme sur 'intervalle [0, 1].

4. Montrer que la suite de variables aléatoires (U, ),»1 converge en loi vers U.
CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 218

1. Cours.

1
22)0na: 2z =X <= B(i) ou encore Z; < U([0,1]). D'autre part, Zs = 2 X + Xz et Z>(2) = [0,3].
On a par exemple, [Zo = 3] = [X; = 1|N[Xy = 1] = P(Z, =3) =1/2x 1/2 = 1/4. De méme, on trouve sans
difficulté, P(Zs = 0) = P(Ze = 1) = P(Zy = 2) = 1/4, d’od Z» < U([0,3]).

nt+1 n
b) Zyp1 = ontl=k x, =98N R X 4 X, = 22,4+ X, 1. On note que 2 Z, et X, 11 sont indépendantes.
+ + +
k=1 k=1

Pour tout n = 1, soit H,, : 7 Z, suit la loi uniforme sur [0,2" — 1]".

e H, et Ho sont vraies.

e Supposons H,, vraie. Alors, 2 Z,, suit la loi uniforme sur {2k tels que k € [0,2" -1 ]I} =1{0,2,4,...,2"*1 -2},
Comme X, 11 ne prend que les valeurs 0 et 1, Z,,41 prend les valeurs {2k tels que k € [0,2" — 1[|} quand
Xpp1=0cet {Qk + 1 tels que k € [0,2" — lﬂ} quand X, 41 = 1. Pour k € [0,2" — 1], on a :

[Zny1 = 2K) = [Zn = 2K] N [Xny1 = 0) => P(Zny1 = 2k) = 1/2" x 1/2 = 1/2"H1

[Zny1 = 2k + 1] = [Zn = 2K N [Xnp1 = 1] = P(Zny1 =2k+1) =1/2"x 1/2 = 1/2*H!
Bilan : Z,,41 — U([0,27 —1]).

e Pour tout n = 1, H,, est vraie.
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Xp(w) _ 1 X (w

3.a) Pour tout k € N*, ona:0< & o done la série de terme général

converge vers un réel

gk ok
+c
positif, inférieur ou égal a Z ke 1.
k=1
+oo +oo +oo -
: X4,
b) De méme, Vw € Q, 0 < Z X;EW) < Z 'ng = % - Comme U(w) = Uyp(w) + Z ;Ew), on a bien
k=n+t1 k=n+1 k=n+1
1
0 Up(w) < U(w) < Up(w) + oS
1 1
¢) D’apres b), Up(w) + B Lo = Uw) <z = U, (w) < z. Donc, [U,, -+ i < :t‘] clU<z]C Uy Ll
[2"a)
; 1 2%z| +1
d) Par suite, P(Un - o0 < at) <SPUL2) PU,<2).0r, PU, <) = Z P(Z,=k)= % et
k=0
|2"z] -1
1 [2"z] o, . |2"z] |127z] +1
P(Un"' o < T) = Z P(Z,=k) = TR d'ot, = <PU<z) < e
k=0
1 1
Comme 2"x — 1 < [2"z] < 2"z, ona:Vne N* v — o SPULz)<z+ &
Par passage a la limite, on en déduit que Yz € [0,1], P(U < z) = x, donc U suit la loi uniforme sur [0, 1].
5. Soit = € (0,1]. D’aprés 4.d), Fy, (z) — Fu(z) = 0 (Fy, et Fy : fonctions de répartition de Uy, et U). O,
|27z +1 |12%z] — 2%z + 1 1 ) =
z€[0,1] = Fy, (z) — Fy(z) = e T Bt < g Car -1<|2"z] —2"z < 0.
Le théoréme d’encadrement = lil}'} [Fu, (z) — Fy(x)| =0, donc la suite (U, )1 converge en loi vers U.
n—*r oo
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Pour tout entier naturel k, on note f; la fonction définie sur R par fi(z) = oF e”.

On note F3 le sous-espace vectoriel engendré par fo, fi, f2, f3.
1. Exhiber une base B de Fs.

Soit @ ’application qui & toute fonction f € F3, associe ®(f):x € R +— f f()dt.
8]

2. On suppose que a € R. Montrer que © n’est pas un endomorphisme de Fj.

3. On suppose que a = —oo.
a) Montrer que ® est un endomorphisme de F3.

b) Déterminer la matrice M de ® dans la base B ainsi que son inverse M !,
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On note f = exp.

1. On écrit une combinaison linéaire nulle : Ao fo + A1 f1 + Aafo + Azfs = 0.

Sion avait A; # 0 pour un certain j, alors, en notant m le plus grand j tel que A; # 0, le membre de gauche se
comporterait en 400 comme A, f, et donc divergerait vers +oo, ce qui contredirait 'égalité a 0.

Done, ¥Vj € [0,3], A; =0 : la famille (fo, f1, f2, f3) est libre et c’est une base B de F3.

(on peut aussi raisonner par des évaluations en © = 0 el des dérivations successives)

2. L’application ® est linéaire. On a ®(fp) :  — / exp(t) dt = exp(x) — exp(a) = fo(x) — exp(a).

Donc, @(fy) € F3 si et seulement si la fonction constante égale a 1 appartient a Jj.

Mais, si on pouvait écrire Ao fo + A1 f1 + Aafo + Asfs = 1 pour des réels A;, alors, selon le méme raisonnement
qu’a la question 1, on aurait Vj € [0,3], A; =0, ce qui aboutirait a une contradiction du type 1 = 0.

3.a) On a clairement ®(fy) = fo et Vj € [1, 3], une intégration par parties donne ®(f;) = f; — j®(f;_1), ce qui
prouve par une récurrence immédiate que ®(F3) C F3.

b) En exploitant les caleuls précédents, on a : ®(fo) = fo, ®(f1) = fL — ©(fo) = fL — fo,

D(fo) = fo—2®(f1) = fa —2f1 +2fa et B(f3) = f3 —3P(f2) = fa —3f2+6f1 — 6o, soit la représentation

1 -1 2 6

o i .. (0 1 =2 6
matricielle suivante : M = 0 0 . _3
0 0 0 1

La matrice M est inversible (triangulaire sans 0 sur la diagonale principale) et 'inverse de @ est donnée sur 73

par I'opérateur de dérivation : f§ = fo et Vj € [1,3], fj = f; +jfj-1, soit,

M=

[l e Rl e R )
o O - -
O =N O
=W oo
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On suppose que toutes les variables aléatoires de cet evercice sont définies sur un espace probabilisé (Q,A, P).

1. Question de cours : donner la définition de la convergence en loi et de la convergence en probabilité d'une
suite de variables aléatoires.
Soit (Xy)nz1 une suite de variables aléatoires & densité, indépendantes, de méme loi de fonction de répartition

commune notée F'. Pour tout n € N*, on pose : M,, = max(X;, Xa,...,X,) et m, = min{X;, Xa,...,X,).

2. On suppose dans cette question 'existence de deux réels a et b (a < b) tels que :

(i) Ve ela,b|, 0< Flz) <1, (i{)Vrx<a, Flx)=0 et (ii)Vezb Flz)=1.
a) Exprimer les fonctions de répartition respectives G,, et H,, des variables aléatoires M,, et m,, a I'aide de F.

b) Etudier la convergence en loi des suites de variables aléatoires (M, )1 €t (Mmn)nz1.

3. Dans cette question, on suppose que la loi commune des X, est la loi exponentielle de paramétre A > 0.
Pour n € N*, on note C,, la courbe représentative de G,, daus le plan rapporté a un repére orthogonal.
a) Représenter dans ce repére les courbes C,, et C,,11. Préciser la tangente & l'origine de C,, et 41 ainsi que le

point d’inflexion de la courbe C,,. Décrire le déplacement de C,, en fonction de n.

; M, ; ; !
b) La suite (—”) converge-t-elle en loi vers la variable certaine — 7
Inn/nz2 A
M,
Inn

¢) Montrer que la suite de variables aléatoires (

. . o1
) converge en probabilité vers la variable certaine e
nz=2

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 220

1. Cours.
2a)Ve e R, [M, <z] = ﬂ[Xi <] = Gu(z) = (F(:r))”. De méme, Vx € R, H,(v)=1— (l — F(a‘.))n.
i=1

b)Vz<a, lim G,(z)=0, Yze]ab], 213_1 Gn(z) =0car 0 < Fz) <letVa>b lilE .Gn(l‘) =,

n—y toc

Bilan : la suite (M,),>1 converge en loi vers la variable certaine égale & b. De méme,

Ve<a, lim Hy(z)=0, Voeela,b[, lim Hy(z)=lcar0<1l—F(z)<letVa>b lim H,(z)=1
n— 4oc n— +oo

n— +oc

Bilan : la suite (m,,)n31 converge en loi vers la variable certaine égale & a.
3.a) Soit 2 > 0. Ona Gp(z) = (1—e )" et Gpyr(2) = Gu(x) (1 — e ), done Guyi(@) < Ga(2) : la courbe
Cny1 est située au-dessous de la courbe C,,. La droite y = 1 est asymptote 4 chacune de ces deux courbes.

Gl (z) = nhe (1 — e_’\r)'k], done G1,(0) = 0 : la courbe C,, a une tangente a l'origine horizontale.

A n—2 - o ; Inn : . :
G!(x) = nA%e (1 —e *)" 7" (= 1+ne ) = C, admet un point d’inflexion en — et ce point d’inflexion

s’éloigne indéfiniment lorsque n tend vers 4-occ.

M, n — (1 _ W ey R
b) Soit S, la fonction de répartition de ——. On a : S, (z) = {G" (x Inn) (l exp(—Axln ”)) ok >0
Inn 0 sinon
; 1
- - " no__ —Az\™ _ Az ; -z "
Or, pour © > 0, (1 —exp(—Azlnn))" = (1-n"*7)" =exp (nln(1 —n"*7)) et nln(l —n~*%) B Wi o ==
1
lercas : Az —1>0¢=2z>1/A= lim —-———=0= lim S,(z)=1

n—y oo n n— +oo
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g ; 1 .
Zémecas : Az —1 <0+ <l/A= lim ——(/——=-c0o= lim S,(z)=0.
n—+oo pAT-1 n— +00

1
mecas : Az —1l=0¢+=z=1/= lm ————=—-1= lim Sy(z)=1/e

n—+oc pATl n— oo

0 siz<1/A

1 sizz1/A

La fonction S est continue sur R\{L/\} et V2 € R\{1/A}, on a ]il_l[_l Sa(z) = S(z).
n— oo

. 1
. La fonction S est la fonction de répartition de la variable certaine 3

On pose : S(z) = {

M,
Inn

: ; : : .1
Bilan : la suite ( ) converge en loi vers la variable certaine A
n=2
M,

Inn

1
¢) Soit € > 0. On pose p, = P( — X‘ £ E) et on veut montrer que —lﬂl pn = L.
Pn = P(( —e+1/A)Inn< M, < (e+1/)) lnn) =G, ((5 +1/X) lnn) - Gn(( —e+1/7) lnﬂ), soit encore,
n n 1 T 1 T
Pn = (1fexp(f)\(sﬁ-l/,\)lnn)) = (l—exp(—/\(—5+1//\)1nn)) = (I_W) f(lgm) .

1 m 1 1 1 1
Ol} (1 = W) = exp (ﬂ In (1 = ﬂA—E-Fl—)) et nln (1 - W) n%ﬁjroc *TLW = —"F n—>_-|>-oc 0.

; 1 yn ; 1 .
Dong, n-l}l}rloo (1 — W) = nkl}rlm exp (n In (1 - n)\—E+T)) = 1. De méme,
1 n 1 1 1 1
(1 - 7}17““) = exp (nln (1 ~ TR )) et nln (1 - ——n“““‘l) o B R r= S s e

] 1 n . 1
Donc, nEToc (1 - n—"_f“) = nBIEoc; exp (n In (1 = W)) =0.

! . ’ M, S . .1
Finalement, lim p, =1 et la suite [ — converge en probabilité vers la variable certaine — -
n— +oo Inn/nz2 A

EXERCICE SANS PREPARATION S 220

On note S 'ensemble des polynémes & coefficients réels dont toutes les racines sont réelles.
1. L’ensemble S est-il un sous-espace vectoriel de R[X]?

2. Montrer que si P € § et n'est pas constant, alors P’ € §.
CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 220

1. L’ensemble S n’est pas un sous-espace vectoriel car X2 et 1 appartiennent & S mais X + 1 ¢ S.

2. §i P est d racines simples 1 < 9 < -++ < x, (n = deg P), alors par le théoréme de Rolle, P’ s’annule au
moins une fois sur chaque intervalle Jz;, z;41[. Le polyndme P’ est de degré (n — 1) et possede (n — 1) racines
réelles distinctes, donc il appartient a &.

Si P n'est pas @ racines simples, soit @1, %, ..., T, ses racines avec ¥1 < Tp < - < ¥, et soit by, k..., kp
leurs ordres de multiplicié respectifs. Alors, comme précédemment, P’ s’annule au moins une fois sur chaque
intervalle |z;, z;41[, ce qui donne (p — 1) racines de P’. Par ailleurs, toute racine d’ordre k; de P est racine

d'ordre (k; — 1) de P'. La somme des ordres de multiplicité des racines indiquées est donc égale a :

p P
-1+ (hi-1)= (ZA) —1=degP—1=degP .
i=1 1=1
Donc, P! € §.

26



EXERCICE PRINCIPAL S 227

On suppose que toutes les variables aléatoires de cet exercice sonl définies sur un espace probabilisé (Q,A, P).

Soit a €]0,1[ et X une variable aléatoire & densité dont une densité est donnée par :

L sizel0q)
si @ ,a
2a
flz) = 1 -
size|a,l
0 sinon
Pour n entier de N*, soit (X1, Xa,..., X,) un n-échantillon de variables aléatoires indépendantes et de méme

n

. — 1
loi que X. Pour tout n € N*, on pose : X, = — X;.
1
B

On suppose que a est un paramétre inconnu que l'on souhaite estimer & 'aide de (X1, Xo,..., X5).
1. Question de cours : énoncer le théoréme de Slutsky.

2.a) Déterminer la fonction de répartition ' de X

b) Tracer le courbe représentative de F' dans le plan rapporté & un repére orthonormé.

44 (2a-1)?

e T

b) Construire & partir de X, un estimateur T, sans biais et convergent du parameétre a.

Ta—a 7, = 2V3n(T, —a)
V(Ty) Va+ (2T, - 1)2

a) Btudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Uy, )nens

3.a) Calculer E(X). On donne V(X)

4, Pour tout n € N*, on pose U,, =

b) En déduire que la suite (Z,)nen- converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

¢) Construire un intervalle de confiance asymptotique pour a au niveau de confiance 1 —a (0 < a < 1).

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL S 227

1. Cours.
0 siz <0
2i size[0,q]
2.a) On trouve : F(z) = 1 iy SO, :
5 30 —a) six €]a,l]
1 siz>=1

b) Le dessin doit montrer la non dérivabilité de /" en 0, a et 1.

a 1 2 9

T T a l1—a a
a) B(X) = — dz — = Hie e =i
el B /.DQG(’L—F/; 2(1—a)dr 4a+4{17fa) 2 T

ol | a 1 _— 1 . N
b) Ona E(X,) = 3 +-=T,=2X, — 3 est un estimateur sans biais de a (on peut remarquer que T;, est

o

4
un estimateur car c’est une fonction de X;, Xs,..., X, indépendante de a).
s 1 4+ (2a-1)? = 44 (2a-1)?
Par indépendance des X, ona : V(Xn) = -V(X) = % s V(Ty) = 4V () = +(+n)
7 n ‘

et puisque lim V(T,) = 0, U'estimateur 7}, est convergent.
n— +0co
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fn i E(er)

V(Xy.)

4.a) On pose : S, = . Le théoreme limite central permet d’affirmer que la suite (S,)nen- converge

; : e : . . Th—a
en loi vers une variable aléatoire suivant A'(0, 1). Or, on trouve sans difficulté que .S, = —’{/(T—) = U
n

Par conséquent, la suite (Uy)nen- converge en loi vers une variable aléatoire suivant N(0, 1).

; v . 1 . 1
b) On sait que la suite (X,)p>1 converge en probabilité vers F(X) = % -+ 1 La fonction f :z +— 20 — 3 est

continue sur R et f(X,) = T,. D’aprés le cours, la suite (7),),>1 converge en probabilité vers a.
De méme, par continuité de la fonction @ — /4 + (22 — 1)2, on peut dire que la suite (vV4+ (2T, - 1)2)"‘>1
4+ (2a—1)2

converge en probabilité vers /44 (2a — 1), Par conséquent, en posant R, =
( ) ! 3T — 1)

, la suite

(Rp)n>1 converge en probabilité vers la constante égale a 1.

De plus, compte tenu des définitions des suites en jeu et des résultats précédents, il est facile de montrer que
Vnz1l,onaZ,=U,x R,. Orlasuite (U,),>»1 converge en loi vers U — N(0,1), la suite (R;)n»1 converge
en probabilité vers la constante 1. Le théoréme de Slutsky permet alors d’affirmer que la suite (2, )n>1 converge
en loi vers 1x U = U < N(0,1).

¢) On note @ la fonction de répartition de N(0,1) et £, = ¢! (1 - %) On a alors :

2\/%({1-‘?1 . (L)
JAF T, = 1)
t(Y [a]
lim P(Tn S JOF BT, ~ 1P <ol Tat ST, — 1)2).

¢
n— toc 3n 2v/3n

lim P(=to < Zy <ta) =1-a,soit lim P( iy
n— o0

< tﬂ) =1 — a, et finalement :
n— 4o

EXERCICE SANS PREPARATION S 227

Soit 7 un entier supérieur ou égal & 1 et £ un espace vectoriel sur R de dimension 3n.

Soit f un endomorphisme de E de rang 2n et g la restriction de f au sous-espace vectoriel Imf.

1. Montrer que Im g = Imf? et Kerg = Kerf N Imf.
2. On note rg(f?) le rang de f2. Déduire de la question précédente que rg(f?) = n.

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION § 227

1. Montrons que Im g = Imf2.
o Soit y € Img. 1l existe = € Imf tel que y = g(x). Done, Ju € E, x = f(u) =y = f*(u) € Imf*.
o Soit y € Imf2. 1l existe & € E tel que y = f2(z). Or, f(z) € Imf = y = g(f(z)) € Img.
Bilan : Tm g = Imf2.
Montrons que Ker g = Kerf NImf.
e Soit © € Kerg. D’aprés la définition de g, on a = € Imf et g(z) = f(z) = 0g. Donc, x € Kerf NImf.
e Soit © € Kerf N Imf. Alors, f(z) = 0p. Or, x € Imf, donc g(z) = f(z) et x € Kerg.
Bilan : Ker g = Kerf NnImf.

2. D’aprés la question 1, on a Kerg C Kerf et puisque dim Kerf = n (théoréme du rang), on a : dim Kerg < n.
D’autre part, d’aprés le théoréme du rang, on a :
dim Ker g +1g (g) = dim Imf = rg(f?) = 2n — dim Ker g > n, donc, rg(f?) = n.
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EXERCICE PRINCIPAL S 225

On suppose que toutes les variables aléatoires de cet ezercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, P).
Sous réserve d’existence, on note E(X) et V(X)) l'espérance et la variance d'une variable aléatoire X.

1. Question de cours : énoncer des conditions suffisantes de diagonalisabilité d’une matrice carrée réelle.

Dans tout V'exercice, on considére trois variables aléatoires réelles X1, X2 et X5 centrées et admettant un
moment, d’ordre 2.

Soit M = (mi j)1<i,j<3 1a matrice de Ms(R) telle que : ¥ (4,7) € 1,313 mi; = E(X:X;)-

9. Justifier que la matrice M est diagonalisable.

3. Montrer que les valeurs propres de M sont positives ou nulles.

2 -1 -1
Dans toute la suite de Uezercice, on suppose que M=-1 2 -1
-1 -1 2
1 1 1
4. Montrer que les vecteurs v1 = 1|, va=|—-1]etvz= 0 | sont des vecteurs propres de M.
1 0 -1

Quel est le spectre de M ?
5. Soit Z une variable aléatoire centrée. Soit ¢ la fonction définie sur R3 & valeurs réelles telle que :
Y (x1, %2, 23) € RS, o(z1,22,23) = E((Z —21Xh —gia Xy ~ e X4)) -
a) Déterminer la matrice hessienne V2(p)(21, %2, 23) de  en (1,22, %3)
b) Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ admette un minimum en (@1, a2, o) est :

(85} E(ZX;L}
M 09 = E(ZX‘Z)
a3 E(ZX3)

c) Donner une condition nécessaire et suffisante sur Z pour que la fonction ¢ admette un minimum.

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL 8 225

1. Cours.

5 La matrice M est symétrique réelle, donc diagonalisable;
I 0

3. Soit A une valeur propre de M et z = | Z2 # | 0 | un vecteur propre associé. On a :
I3 0]

308 3 3 5
oMz = Zzﬂ:imifjxj = E(Z(m.‘-}(i)z +2 Z(:EiXi)(Iij)) = E((Z IB-;X,‘) ) 2 0.
i=1 j=1 i=1 i#j i=1

D'autre part, fzMz = Az = Azt + 22 + o) avee a? + 23 + 25 > 0, done Az0.

4. On trouve : My, =0, Muvg = 3ug et Mvs = 3vz. De plus, vp et vz ne sont pas colinéaires. Les réels O et 3
sont valeurs propres de M et il n'y en a pas d'autre car, en notant Eg et E3 les sous-espaces propres associés
aux valeurs propres 0 et 3, on a dim Ep + dim E3 = 3. Donc, Sp(M) = {0,3}.

3 3
5.8) @(z1, 22, z3) = B(Z%) — 2 S mB(ZX:) + S el B(X]) +2 S @im E(X;X). Par suite:
i=1 i=1 i#d

3
8i(0) (1, T2, T3) = _2B(ZX:)+2) z B(XiX;) et 2 (w) (@1, %2, 23) = 2B(X: X;) = V() (@1, 02, 23) =2M.

=1

2



b) Déterminons les points critiques de . On pose : & = (z1, %2, z3)- On obtient :

0 (p)(z) = 221 E(X7) + 222 B(X1 X2) + 223 B(X1 X3) — 2B(ZX1)
52(99)(1‘) = 21‘.1E(X1X2) + QIQE(.Xg) + 2I3E(X2X3) - 2E(ZX2)

B5()(x) = 221 E(X1X3) + 222 B(X2 Xa) + 93 B(X32) ~ 2E(ZX3)
(E(ZXL))
I’équation V(ip)(z) = 0 <= Mz = E(ZX5) (1) . La condition (1) est nécessaire. La forme quadratique
E(ZX3)
associée & M ayant des valeurs propres positives est elle-méme positive. La condition (1) est suffisante.
@y E(ZX,)

¢) I’application ¢ admet un minimum si et seulement s'il existe £ = | 2 tel que Mz = | E(ZX>)
Zz3 E(ZXg)

L’endomorphisme u canoniquement associé & M est de rang 2 et son image est engendrée par les vecteurs

1 1 At p
(—1 et ( 0 ) . D’oti Tm(u) = { ( -A ) , (L) € RQ}. Puisque les deux sous-espaces propres de M
0 -1 — L

sont orthogonaux (et supplémentaires), la condition 2 € Im(u) se traduit par z) + 22 + 3 = 0.
La condition nécessaire et suffisante demandée pour Z est : F (Z (X1 + Xa+ Xs)) =0.

EXERCICE SANS PREPARATION S 225

On exécute le programme Scilab suivant qui retourne la courbe ci-dessous :

tl
nmax=30 ;
5.9 4

U=zeros (nmax,1) ; ) 28 4
35 *',‘o‘-*¢-vis-c¢-=.;,...

U(1)=0; ‘
for i=1:nmax §

U(i+1)=cos(U(1)) a;
end

plot (0: nmax,U, ’*’)

Justifier le résultat obtenu. !

‘.:..-uu.--u..
.AEIMHI‘IIIIIERH?IHSG

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION S 225

La courbe trace les 31 premiers termes de la suite (up) telle que ug = 0 et upy1 = cos(ug). Sur [0, 1], 1a fonction
x — cos(z) est stable et contractante : F(o, 1)) c [0,1] et V{(z.y) € 0,12 |f(z) - fl < sin(1)|z — y|, avec
le théoreme des accroissements finis par exemple. Elle posséde un unique point fixe £ tel que cos(f) = ¢

avee £ ~ 0.739028. On a donc : [un — 4| € (sin(1))" juo — & = im un = L.

On peut ensuite remarquer que flx)>esiz<let réciproquement pour justifier le caractére alterné des signes
de (un —£). La croissance des termes pairs se montre facilement par récurrence (on vérifie que cos(cos(0)) > 0).
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SUJET E 42

Sujet E 42

EXERCICE PRINCIPAL

Dans cel exercice, n désigne un entier supérieur ou €gal d 1.
1. Question de cours
Que peut-on dire du degré de la somme et du produit de deux polyndmes ?

Soit R, [X] l'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & n, et f
I'application qui & tout polynéme P € R,,[X], fait correspondre le polynéme f(P) défini par :

J(P)(X)=nXP(X)+ X(1 - X)P'(X), ol P’ désigne la dérivée du polyndéme P.

2. a) Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X] et écrire sa matrice dans la base cano-
nique de R, [X].
b) L’endomorphisme [ est-il bijectif 7 Quel est son rang?
¢) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

3. Pour tout k € [0,n], on note Hy, le polynéme de R, [X] défini par : Hy(X) = X*(1 — X)"~%.

a) Calculer pour tout k € [0,n], f(H)(X).
b) Montrer que B = (Hg, Hy,..., H,) est une base de R,,[X].
¢) Trouver les coordonnées du polynéme (X + 1)™ dans la base B.



Sujet E 42

EXERCICE SANS PREPARATION

On considére une urne contenant b boules blanches et r boules rouges.

1. La fonction Scilab suivante permet de simuler des tirages dans cette urne.

function y=X{(b,r)

V=4F // le booléen "faux"
for k=1:3
V=V|grand(1,1,’uin’,1,bt+r)<=b;
end;

if V then y=1; else y=2;

end;

endfunction

Que retourne la fonction X et quelle loi simule-t-elle ?

2. De quelle valeur théorique la valeur affichée aprés 'exécution des instructions suivantes fournit-
elle une approximation 7

R=[ 1;

for k=1:10000
R=[R,X(5,5)];
end;
disp((mean(R))



Sujet E 42

CORRIGE DE L’'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Remarque : la convention deg 0 = —oo est au programme.

[VPeR,[X], F(P)(X)=nXP(X)+X(1- X)P'(X))-

~—

a

de R, [X].

Montrer que f est un endomorphisme de R, [X] et écrire sa matrice dans la base canonique

La linéarité de [ est immédiate et la stabilité de R,,[X] par f provient du fait que le degré
de f(P) est au plus égal a deg(P) + 1 et que si P est de degré n, alors le terme de degré n + 1
de f(P) a pour ceefficient n — n et en fait, f(P) est de degré n. Donc, f est un endomorphisme
de R, [X].

Ona: f(1) =nX,Vke [I,n—1], f(X*) = (n— k)X +kXF et f(X")=nX".

La matrice M de f dans la base canonique de R, [X] est triangulaire inférieure : les éléments
diagonaux sont, dans cet ordre, 0,1,...,n et les éléments de la sous-diagonale sont, dans cet
ordre, n,n — 1,...,1. Les autres coefficients de la matrice M sont nuls.

b) ‘ L’endomorphisme f est-il bijectif? Quel est son rang?

L'endomorphisme f n’est pas bijectif et son rang est égal a n.

c) {L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Le spectre de f est lisible sur la diagonale de M puisque M est triangulaire. Comme I’endomor-
phisme f admet n + 1 valeurs propres distinctes, il est diagonalisable.

. Pour tout k € [0,7n], on note Hy le polynome de R,[X] défini par : Hi(X) = KR —-X ok,

a) | Calculer pour tout k € [0,n], f(Hr)(X).

F(Hi) = nX (X*(1 - X% + X(1 - X)EXH1(1 - X)"% — (n — k)X*(1 - X)"~*71), soit :
f(H) =kX*Q - X)"*=FkH; .

b) [.\1011trer que B = (Hy, Hi, ..., H,) est une base de R,,[X].

Les vecteurs Hg, Hy,...,H, qui sont non nuls sont vecteurs propres de f, associés & n + 1
valeurs propres distinctes : la famille (Hg, H1, ..., H,) est donc libre. Comme elle contient n + 1
polynémes, c’est une base de R,[X].

c) ’ Trouver les coordonnées du polynoéme (X + 1)" dans la base B.

Par la formule du binéme :

n n

X+0r=2X+0-x)" =) (Z)Q"'X’“(l S ) (:) 2% H,(X)

k=0 k=0



Sujet E 42

C'ORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

On considére une urne contenant b boules blanches et r boules rouges.

1. La fonction Scilab suivante permet de simuler des tirages dans cette urne.

function y=X(b,r)

v=YF // le booléen "faux"

for k=1:3

V=V|grand(1,1,’uin?,1,b+r)<=b; // "|" signifie "ou"
end;

if V then y=1; else y=2;

end;

endfunction

rQue retourne la fonction X et quelle loi simule-t-elle 7 J

La fonction retourne 1 si au moins une boule blanche a été tirée au cours de trois tirages avec
remise dans 'urne et 2 sinon.

La fonction X simule une variable aléatoire prenant les valeurs 1 et 2 avec les probabilités
¥ T 3 r 3
respectives (——) et 1 — :
? (b + 7‘) (b + r)

De quelle valeur théorique la valeur affichée aprés 'exécution des instructions suivantes fournit-
elle une approximation ?

R=[ 1;

for k=1:10000
R=[R,X(40,10}];
end;
disp((mean(R))

La valeur affichée sera proche de l'espérance d’une variable aléatoire Y = 14+ B ou B suit la
loi de Bernoulli B((0,2)%) dont le parameétre est égal & la probabilité de ne tirer aucune boule

blanche en trois tirages :
E(Y)=1+(0.2)* =1.008



SUJET E 81

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours
a) Définition et propriétés de la loi géométrique.
b) Compléter la ligne de code Secilab contenant des points d’interrogation pour que la fonc-
tion « geo » suivante fournisse une simulation de la loi géométrique dont le paramétre est égal
a largument p de la fonction.

function x=geo(p)
x=1;
while rand() 777
x=x+1;
end;
endfunction

Une urne contient trois jetons numérotés 1, 2 et 3. On effectue dans cette urne, une suite de tirages
d’un jeton avec remise.

2. On note Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, deux numeéros successifs distincts.

a) Reconnaitre la loi de la variable aléatoire ¥ — 1.
b) Déterminer I'espérance F(Y') et la variance V(Y') de la variable aléatoire Y.

3. On note Z la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, les trois numéros.

a) Soit deux entiers k > 2 et £ > 3.
Calculer P([Y = k| N [Z = {]) sclon les valeurs de k et £.

i , |
b) En déduire que, pour tout entier £ >3, ona: P([Z={]) = 3 (W—) .

¢) Calculer E(Z).

4. D’une maniére plus générale, calculer I'espérance de la variable aléatoire égale au nombre de
tirages nécessaires pour obtenir, pour la premiére fois, tous les numéros, dans I’hypothése ot
I'urne contient au départ n jetons, numérotés de 1 & n.
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EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les quatre matrices A; = ((1) (l))’ Ay = (11 ﬁll), Az = ((1] (1}) et Ay = G i) .

1. Ces quatre matrices forment-elles une base de My(RR) 7

2. Soit By, By, Bs, By quatre matrices de Ma(IR).
a) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les matrices By, B2, Ba, By pour
qu'il existe un endomorphisme f de Mz(IR) vérifiant

f(A1) = By
f(A2) = B2
f(A3) = B3
J(A4) = By

b) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les matrices By, Ba, B, By pour
qu'il existe un automorphisme de My (RR) vérifiant les mémes égalités.
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

a) l Définition et propriétés de la loi géométrique.

La loi géométrique est la loi du rang d’apparition du premier succés dans un processus de
Bernoulli sans mémoire.

X< Gp) =VYneN, P((X=n])=p(l-p)" .

e E(X)=1/p
o V(X)=(1-p)/p

b) Compléter la ligne de code Scileb fourni.

function x=geo(p)
x=1;
while rand()>p
x=x+1;
end;
endfunction

Une urne contient trois jetons numérotés 1, 2 et 3. On effectue dans cette urne, une suite de
tirages d’un jeton avec remise.

2. On note Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, deux numéros successifs distincts.

a) | Reconnaitre la loi de la variable aléatoire ¥ — 1.

La variable aléatoire ¥ — 1 prend ses valeurs dans [1,+oof et pour tout k£ > 1, I'événement
[Y —1 = k| est réalisé si et seulement si les tirages du rang 2 au rang k (s'il en existe) aménent le
méme résultat que le premier tirage (ce qui se produit avec la probabilité (1/3)%71), le k+ 1-iéme
tirage amenant un résultat différent (ce qui se produit avec la probabilité 2/3). Par suite,

VE € [1,+oo], P([Y —1=4]) = %(%)H.

La variable aléatoire ¥ — 1 suit donc la loi géométrique G(2/3) .

b) ‘ Déterminer 'espérance E(Y) et la variance V(Y') de la variable aléatoire Y.

o« EY)=1+EY —1)=5/2
« V(Y)=V(Y-1)=3/4.



3. On note Z la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la
premiére fois, les trois numeéros.

i) Soit deux entiers k& > 2 et £ > 3.
Calculer P([Y = k| N [Z = {]) selon les valeurs de k et £.
172\6-k—1
2 (1\k2 3(§) -2l .
Comme P([Y = k]) = o (5) et Py_y([Z2=1) = , on obtient :
0 sinon
-k
Py =kn[z =1{]) =
0 sinon

26=2 _ 1
3i—2 ) ’

2
b)| En déduire que, pour tout entier £ >3, ona: P([Z={]) = 3 (

Soit £ > 3.

£—1 : ¢ ;

2&—.’\, 2[—1 = ) 2&—2 =

P([Z:‘?D:Zy—l = g1 :g( 302 )
k=2

c) | Calculer E(Z).

ZORE +OO€(QH;I) =143 fl(w__l) =143 ((1—12/3)2 B (1—11/3)2) -5

D’une maniére plus générale, caleuler 'espérance de la variable aléatoire égale au nombre de
4, |tirages nécessaires pour obtenir, pour la premiére fois, tous les numéros, dans 'hypothése ot
1'urne contient au départ n jetons, numérotés de 1 a n.

Soit T la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la premiére
fois, tous les numéros. En utilisant les temps d’attente successifs d'un nouveau numéro, on
obtient :

1

BI) =14 (n—1)/n ¥ {n—2)/n i 1/n 2 n
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CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les quatre matrices A; = ((1) (1)), As = (_11 _11>, Az = ([i) é) et Ay = G D :

1. | Ces quatre matrices forment-elles une base de Msy(R)? J

Non!

Le sous-espace vectoriel F' de Ms(R) engendré par les quatre matrices est un plan puisque A;
et Az sont linéairement indépendantes et que :

Ay = A — Aj
Ay = A1+ As

2. Soit By, By, Bs, By quatre matrices de Ms(IR).

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur ces matrices pour qu'’il existe un
endomorphisme f de Ms(R) vérifiant
f(A1) = B
2) [(Az) = By
f(A3) = Bs
f(A4) = By
Bg = Bl - Bg
By= B+ B3

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur ces matrices pour qu’il existe un
automorphisme de M»(R) vérifiant les mémes égalités.

o
Rty

(B1, Bs) famille libre
By =By — B3
By = B1+ Bs

(WS4
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Sujet E 91

EXERCICE PRINCIPAL

. Question de cours : définition d’un estimateur sans biais d'un paramétre inconnu.

Soit N un entier supérieur ou égal a 2.
Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace pro-
babilisé (£, A, P), et suivant chacune la loi uniforme discréte sur [1, NJ.

N-1

Lyn
Pour tout entier n > 1, on pose : s,(N) = (*) :
> pose : sp(N) =) N
k=1

a) Montrer que la suite (Sn(N))n>1 est strictement monotone et convergente.

b) Trouver sa limite.
Pour tout entier n > 1, on pose : T, = max(Xq, Xo,...,X,).

a) Calculer pour tout & € [1, N], P(T,, = k).

b) Montrer que E(T,) = N — s,(N).

a) Justifier que P([|7, — N| > 1]) tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

b) En déduire, pour tout & > 0, la limite de P([|T,, — N| = €]) quand n tend vers I'infini.

. On suppose dans cette question que N est un paramétre inconnu.

a) Expliquer pourquoi on ne peut pas dire que T, + s,(N) est un estimateur sans biais
de .
b) Trouver une suite convergente et asymptotiquement sans biais d’estimateurs de N.



Sujet E 91

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit f la fonction de deux variables définie sur R? par :
V(z,y) € R?, flz,y) =2 +3y° — 02y +1.
1y a) Donner le développement limité & l'ordre 2 de f au voisinage de (0,0).
b) En déduire que (0, 0) est un point-col de f.

2. a) Montrer que f admet un extremum local.
b) Cet extremumn est-il global ?
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : définition d’un estimateur sans biais d’un paramétre inconnu.

Soit N un entier supérieur ou égal & 2.
Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace pro-
babilisé (£2, A, P), et suivant chacune la loi uniforme discréte sur [1, N].

N-1
k
2. Pour tout entier n > 1, on pose : 5,(N) = Z (ﬁ)
k=1

a) [ Montrer que la suite (sn(N))n> , est strictement monotone et convergente.

Bl g N1 o o ;] Nl
sn+1(I) = sn(N (E)" =S (3) = o 2 W= M) <0
k=1 k=1 k=1

La suite (s,(N)), ., est (strictement) décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle est
convergente. B

b) | Trouver sa limite.

1\" 21 N —1\n
Ona:s,,,(N):(ﬁ) +(ﬁ) +---+( N ) ELnLI,qu =0si0<g<1,dot

lim s,(N)=0.

n—+oo

3. Pour tout entier n > 1, on pose : T, = max(Xy, Xo, ..., X,).

a) ’ Calculer pour tout &k € [1, N], P(T,, = k).

Ve, N, P(T, <k = (PUG < 1) = ()"

N
D’autre part, [T}, < k] = [T}, = k] U [T, < k — 1], d’oit par incompatibilité :
L — (A’ - 1)n
Vke Hl,l\r]], P(Tn = ]v) = 4}\7_7—

b) | Montrer que E(T,) = N — s,(N).

s - o< = 5 (15 (55

d’ou, par "télescopage"




a) | Justifier que P([|T,, — N| > 1]) tend vers 0 quand n tend vers U'infini. J

P([|To = N| 21])) = P([Tn < N = 1]) = sa(IN)

qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini, comme il a été démontré en 2°b.

b) ’ En déduire, pour tout & > 0, la limite de P([|T;, — N| > ¢]) quand n tend vers I'infini.

Comme T, — N ne prend que des valeurs entiéres, on a, pour tout réel £ > 0 :
P([|T% = N| z€]) < P([|Tn - N| 2 1])

dott lim P([|T, - N| >¢])=0.
4o

n

. On suppose dans cette question que N est un paramétre inconnu.

a) IExpliquer pourquoi on ne peut pas dire que T}, + 5, (V) est un estimateur sans biais de V. ‘

Bien que E(Tn + sn(N)) = N, T, + 5,(N) n’est pas un estimateurs sans biais de IV, parce qu’il
dépend du paramétre 4 estimer (ce n’est pas un estimateur).

b) ‘ Trouver une suite convergente et asymptotiquement sans biais d’estimateurs de V. J

La suite (T}, )nen+, quant & elle, est bien une suite convergente et asymptotiquement sans biais
d’estimateurs de N.



Sujet E 91

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit f la fonction de deux variables définie sur R? par :

V(x,y) € R?, flz,y) =2+ —9ay+1.

1. a) \Donner le développement limité & I'ordre 2 de f au voisinage de (0,0).

La formule de Taylor a I'ordre deux pour les fonctions de deux variables n'est pas exigible en
section E, mais elle n’est nullement nécessaire pour répondre a cette question.
On obtient directement, en ordonnant les mondmes par degré croissant :

f(h, k) =1—9hk + (h% + k%) e(h, k) .

b) | En déduire que (0,0) est un point-col de f.

o 91 (f)(z,y) = 32% = 9y
o &(f)(z,y) = =9z + 3y*

Les deux dérivées partielles premiéres de f s’annulent en (0,0) et le signe de
f(h, k) — f(0,0) = =9 hk + (h? + k%) e(h, k)

change au voisinage de (0,0). Il en résulte que (0,0) est un point-col de f.

2. a.)|Mont1‘e1‘ que f admet un extremum local.

302 -9y =10
9z +3y2 =0

Outre Porigine déja mentionnée, on trouve comme unique point critique de f le point I = (3,3).

Les points critiques de f sont les solutions du systéme {

Pour en connaitre la nature, on étudie la matrice hessienne de f en ce point.

. alg,l(f)(fﬁay) =6z
o O%(f)(zy) = 021 (f)(a,y) = -9
o 055(f)(z.y) = 6y

18 -9

Au point I = (3,3), la matrice hessienne est donc VZ(f)(I) = (_9 18

), dont les valeurs
propres, 9 et 27, sont strictement positives.

11 en résulte que f admet un minimum local en 1.

b) | Cet extremum est-il global ?

Non, puisque lim f(z,0) = —c0 .
z——0o0
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EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours
a) Définition et représentation graphique de la fonction partie entiere.
b) Donner un programme Scilab permettant de représenter la fonction partie entiére sur
lintervalle [—5/2,45/2].

Pour tout n € N*, on note X, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, A, P) dont

une densité f, est donnée par :
t

1 s
—e n sit>=0

f;,‘(t) — T
0 sinon

2. Reconnaitre la loi de X,,, puis en donner I'espérance et la variance.
» P

3. Pour tout n € N*, on pose : u, = P([| X, — E(X,)| < 1]).
a) Montrer que 1w, = (eQ/n -1) e—(n+1)/n

5. 7 . « N .
b) Déterminer un équivalent de u, lorsque n tend vers +co, de la forme — ot « est un réel
n

que l'on déterminera.
1
4. Pour tout k € N, on considére I’événement Ay = [k + 5 <X, <k+ 1].

i
a) Exprimer 'événement B, = | X, — |X,] > 5] en fonction des événements Ay (k € N).

b) Pour tout n € N*, on pose : v, = P(B;). Calculer v, puis lim vy.
n—too

ot

On suppose désormais que les variables aléatoires Xy, Xo,...,X,,... sont indépendantes et,
pour tout n € N*, on pose :
M, = min{X;, Xo,..., X,) .

a) Déterminer la loi de M,,.

b) Pour tout n € N*, on pose : w, = P(HM’H — B(M,)| < l]) Calculer w,, puis lim w,.

n—4oc
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EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les deux sous-espaces vectoriels F et G de R? définis par :

F = Vect{(1,1,1)}
G = Vect{(1,-1,0),(0,2,1)}

1. Trouver un endomorphisme de R*® dont 'image est F et le noyau G.

2. Peut-on le choisir diagonalisable?
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CORRIGE DE L’EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours :

a) [ Définition et représentation graphique de la fonction partie entiére. j

Donner un programme Scilab permettant de représenter la fonction partie entiére sur intervalle

b (=5/2, +5/2).

~—

x=linspace(-2.5,2.5,100""
y=floor(x);
plot(x,y) ]

FIGURE 1 — Fonction partie entiére

2. | Reconnaitre la loi de X,,, puis en donner 'espérance et la variance.

. . ' 1
X, suit la loi exponentielle de paramétre — et E(X,) = n et V(X,) = n%
n

3. Pour tout n € N*, on pose : u, = P([|Xn - B(X,)| <1]).

a) | Montrer que w, = (e2/n -1) e+ 1)/n

Up = P(an*'HI < 1) = P('ﬂul < Xn < n+1) = FX“ (ﬂ_i_l)*ﬂ\’u(”_l) =1l-e" n:rl _(]‘_eﬁ i;:l )

d’oi

s B - (e2/"—1) e—(m+1)/n|

. s . a . 2
b) Déterminer un équivalent de u, lorsque n tend vers +co, de la forme — ot a est un réel que
n

I'on déterminera.

-1
2 2 _ntl e o 2e
en —1 ~ —ete w ~ e 1 don: Uy ™~
n—4oc N n—-4oc n—-4oc n




1
4. Pour tout k& € N, on considére 'événement Aj = [k + 3 <X, <k+ 1}-

a

—

1 . .
Exprimer 'événement B, = [X” - | X, > 5] en fonction des événements A, (k € N).

L’événement B, est la réunion disjointe des événements Ay pour k € N :

+oo
Bn &= U A.l: .
k=0

Pour tout n € N*, on pose : v, = P(B,).

) Calculer v,, puis lim wv,.
n—-toc

1 1 k41
P(Ag) = exp(u H(k + 1/2)) —exp ( - H(A + 1)) = (exp (1/2n) - 1) X (exp (- 1/11)) .
Comme les événements Ay sont deux & deux incompatibles, on en déduit :
o exp (— 1/n)

U”':P(B”)=kZ:0P(Ak): (GXI)(I/‘QH)—I) X m
d’oit (1/20) - 1
n _exp 1/2n) — .
U= PABa) = exp (1/n) —1

Comme et —1 ~ ¢, on a donc :
t—=0

li :
m U, = = |
n—-+oo " 2

5. On suppose désormais que les variables aléatoires X7, Xo,...,X,,... sont indépendantes et,
pour tout n € N*, on pose :
M, = min(X1, Xo,..., X,) .

a) w Déterminer la loi de M,.

M, (Q2) = R et, classiquement :

n

i —x/k _ 1 I
V;I‘ER*., P(ﬂ-{,1>&):’ge / —exp(—(1+§+---+£):t).
. . " g ; s 1 1
Par suite, la variable aléatoire M, suit la loi exponentielle de paramétre 1 + 3 44 —

Pour tout n € N*, on pose : w,, = P([|M, — E(M,)| < 1]).

Calculer w,, puis lim w,.
n—too

Comme P(|M,, > z]) = exp(— ) pour tout = > 0 et comme E(M,) < 1, on a

x
E(M,)

1
w, = P([ -1+ E(M,) <M, <1+ E(I\J,,,)]) =1-—exp ( -1 m)

qui tend vers 1 quand n tend vers Vinfini, puisque E(M,,) tend vers 0, par divergence de la série
harmonique.
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CORRICGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les deux sous-espaces vectoriels I et ¢ de R® définis par :

F = Vect{(1,1,1)}
G = Vect{(1,-1,0), (0,2, 1)}

Is ‘Trouver un endomorphisme de R dont I'image est F et le noyau G. ]

Il suffit d’imposer que la restriction de 'endomorphisme & G soit nulle, puis de choisir un vecteur
de R® n’appartenant pas & G et de prendre (1,1,1) pour image de ce vecteur.

2. |Peut-on le choisir diagonalisable? ‘

On ne peut pas choisir 'endomorphisme diagonalisable parce que, si un endomorphisme [ admet
pour image F' et pour noyau G, f o f est 'endomorphisme nul (puisque F' est inclus dans G).
Dés lors, 0 est la seule valeur propre possible de f (puisque X2 est un polynéme annulateur
de f), ce qui exclut que f soit diagonalisable, puisque ce n’est pas 'endomorphisme nul.

o
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Sujet E 102

EXERCICE PRINCIPAL

Soit f la fonction définie sur R** par : Vx>0, f(z)=

1. a) Question de cours
Rappeler la définition de la continuité en un point d’une fonction réelle d’une variable réelle.

b) Montrer que f se prolonge de maniére unique en une fonction continue sur Ry .

2. Justifier, pour tout entier n € N*, 'égalité :

+oe 9
/ 12 e dt = =
0 n

2
<t-
et—1—

3. a) Etablir, pour tout ¢ > 0, I'inégalité :

+oo
b) Justifier, pour tout n € N, la convergence de l'intégrale / fye ™de.
0

+oo
Montrer li B = 0.
¢) Montrer que Jm : Sftye ™ d
n
4. a) Etablir, pour tout ¢ > 0, 'egalitée :  f(t) = ¢ e 4 ft)e ™.
k=1
+o0 +oo 1
b) En déduire I'égalité : /ﬂ fyat =2 Z =
k=1
+o0 9 1

5. a) Justifier, pour tout n € N*, l'inégalité Z s < ol

k=n+1

b) Compléter les lignes 3 et 5 du script Seilab suivant, pour que la fonction « approx » affiche

+oo
une valeur approchée de Iintégrale I = t) dt, avec une précision « epsilon » entrée en
pp 28 ) p
0

argument.

function I = approx(epsilon)
I=20;
n= 777 ;
for i = 1:n
I =1+ 777
end ;
disp(I,’integrale = ?) ;
endfunction
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé (2, A, P),
suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1].

1. a) Calculer, pour tout n € N*, la probabilité P([ [nU] = [nV]]).
b) En déduire la probabilité P([U = V]).

0o v
a) Quelle est la probabilité que A soit inversible?
b) Quelle est la probabilité que A soit diagonalisable?

2. Soit A la matrice aléatoire (U 1).
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

2
Soit f la fonction définie sur R™ par:  Va >0, f(z)= — 7
et —
1. a) Question de cours
b) \ Montrer que f admet un unique prolongement par continuité a Rt.

Comme lilg f(z) = 0, l'unique prolongement par continuité de la fonction f a Ry est obtenu
=04

en posant f(0) = 0.

Justifier, pour tout entier n € N*, I'égalité :

+oo
. 2
% f t2 (3_"1 dt = =g ¢
0 n

La fonction I n’étant pas au programme (E), on obtient le résultat en intégrant par parties (sur
un segment [0,z puis en faisant tendre x vers +00).

t?
<t-

3. a) | Etablir, pour tout ¢t > 0, l'inégalité : Fog

Par convexité de la fonction exponentielle, ef > 1 + ¢, d’oil 'inégalité demandée.

+oo
b) | Justifier, pour tout n € N, la convergence de l'intégrale / ftye ™tat.
0

+oo
L’intégrale / f(t)dt est convergente parce que f admet un prolongement continue & R, et

0
parce que f(t) = o(1/t*) quand ¢ tend vers l'infini.
+oe
La convergence des intégrales f(t)e ™ dt pour n > 1 en résulte par domination (mais on

0
peut aussi la prouver en utilisant I'inégalité prouvée en a).

+oc
¢)| Montrer que lim / fie™dt = G
0

n—+oc

Grace a l'inégalité prouvée en a, on a :
VneN*, 0< f fE)e ™t f e dt= -
0 0 v

d’ot le résultat par encadrement.



n
4 a) | Etablir, pour tout ¢ > 0, Végalité :  f(t) = ¢* g F L f(t)e ™
k=1
s 1-— ef'nt 1= eunt
2 —kt __ 42 _—t T 2 _ = —nt
£y e =tet () = (o) = f0) - fBe
k=1
+oo +coo 1
b) | En déduire 1'égalité : fn fH)dt =2 Z T
k=1

Par intégration de 0 & +oo, on obtient :

+oc n 1 +o0 -
fo f(t)dt—2zﬁzf0 f(H)e mtdt

k=1

qui tend vers 0 quand n tend vers U'infini, d’ou le résultat.

+oo
5 i : g s Ters 2 1
G a) | Justifier, pour tout n € IN*, l'inégalité Z R 3
k=n+1
Par la méthode des rectangles :
*f:z<“’°°[“+12dt_+i‘° 1 1 )_1
78 = 3T 2 (L1132 2
k=n-+1 k k=nt17F ¢ k=n-+1 (}L + 1} B

function I=approx(epsilon)
I=0;
n=floor(1/sqrt(epsilon));
for i= 1:n
I=1+2/i"3;
end
disp(I,’integrale = 7);
endfunction

+eoc
Pour information : une valeur approchée &4 1075 prés de [ = f S{)dt est 2,404114 .
0
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CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes, suivant chacune la loi uniforme sur [0,1].

1 a) | Calculer, pour tout n € N*, la probabilite P([ [nU] = [nV]]).
o n—1
E+1 n 1
P([lnU] = |nV]]) = L_J [nU| = [nV] ZP([ <U < ]ﬂ[ <V< = )= Ll
b) [Bn déduire la probabilité P([U = V). B

Comme Pévénement [ = V] est inclus dans chacun des événements [ [nU] = [nV]], sa proba-
hilité est majorée par 1/n pour tout entier n € N*.
1l en résulte que la probabilité P([I/ = V) est nulle.

Remarque : le produit de convolution n’est pas au programme de la section E (on ne peut donc
pas utiliser la variable I/ — V, comme le ferait spontanément un candidat fiché S).

. . ) U 1
2. Soit A la matrice aléatoire (0 V)'

a) | Quelle est la probabilité que A soit inversible? ‘

C’est la probabilité de I'événement (U = 0] U [V = 0]. Elle est nulle.

b) l Quelle est la probabilité que A soit diagonalisable ?

C’est la probabilité de ’événement [U # V]. Elle est égale a 1 d’apres 1b.

(<41



SUJET E 106

Sujet E 106

EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout 'exercice, (2,4, P) désigne un espace probabilisé, et toutes les variables aléatoires consi-
dérées sont définies sur cet espace probabilisé et X désigne une variable aléatoire 4 valeurs dans N.

1. a) Question de cours : rappeler la formule de Koenig-Huygens.
b) Démontrer que, si X admet un moment d’ordre deux, alors on a :

VeeR, V(X)< E((X—c)g) .

2. Dans cette question, n est un entier strictement positif et X une variable aléatoire telle que :
X () C [0,2n] .

a) En utilisant une des inégalités prouvées en 1.b, démontrer que la variance de X est

inférieure ou égale & n?,

2 si, et seulement

b) Démontrer que, si F(X) = n, alors la variance de X est égale & n
1

c) Quelle est la plus petite valeur possible de V{X) lorsque E(X) =n?

Dans toute la suite de Iexercice, ¢ désigne un nombre réel positif qui n’est pas entier et |¢| sa partie
entiére.

Xo(Q) = {le]. le] + 1}

E(XD) =cC

a) Verifier que : P([Xo=|¢]]) = [c] +1—c.

b) En déduire que la variance de Xy est égale a (¢ — |¢])(|lc] +1—¢) .

3. Soit Xg une variable aléatoire vérifiant : {

4. Dans cette question et la suivante, X est une variable aléatoire & valeurs dans N qui admet une
espérance et une variance, et vérifie : E(X) =c.
On note A= [X <] et p=P(A).

a) Justifier que p est strictement compris entre 0 et 1.

b) Justifier la convergence de la série EP;([X = k]), ot A désigne le complémentaire
A &

k>0
de I'événement A.
Le] +oc
5 Onnote: co=Y kPs((X=k)eter= D kPs([X=k]).
k=0 k=|c]+1

Soit Y une variable aléatoire telle que P([Y =cg]) =pet P([Y =e1]) =1-p.



a) Vérifier que les variables aléatoires X et Y ont la méme espérance.
b) Prouver I'égalité : V(Y) = (¢ — o) (c1 — ©).

c¢) Démontrer I'inégalité :
V(X) > V().

d) En déduire que V(Xp) est la plus petite valeur possible de V(X).



Sujet E 106

EXERCICE SANS PREPARATION

et —1
1. Quelle est la limite quand ¢ tend vers 0 de ?

oo et 1
2. Justifier la convergence de l'intégrale impropre / ( ) o Al
0

Vi3
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Sujet E 106

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

a) ‘ Question de cours : rappeler la formule de Koenig-Huygens.

Sous réserve que X ait un moment d’ordre 2, elle posséde une espérance et une variance, qui
vérifient : .
V(X) = E(X?) - (E(X))".

Démontrer que, si X admet un moment d’ordre deux, alors on a :

b) VeeR, V(X)<E(X-c)?).

Par application de la formule de Koenig-Huygens a la variable aléatoire X — ¢ :

V(X)=V(X —c) = E((X —¢)®) - (E(X —¢))" < B((X - ¢)?) .

. Dans cette question, n est un entier strictement positif et X une variable aléatoire telle que :

X(Q) c[o,2n] .

a)

ou égale a n?,

En utilisant une des inégalités prouvées en 1.b, démontrer que la variance de X est inférieure

Comme X (£2) C [0,2n], on a (X (w) — 71)2 < n? pour tout w € Q) et donc, par application de
linégalité V(X) < E((X —¢)*) ac=mn:

V(X)< E((X - 11)2) <n?.

Démontrer que, si E(X) = n, alors la variance de X est égale & n? si
b 1
) si, P([X =0]) = P([X =2n]) = = !

El

et seulement

e Condition suffisante
Si P([X =0]) = P(|X =2n]) = %, alors % suit la loi de Bernoulli B(%) dont la variance est
égale a 1
4
e Condition nécessaire

Si V(X) = n? alors E(n*— (X —n)?) = 0, ce qui entraine que la probabilitée P([1 < X < 2n-1])
est nulle.

1
Dés lors, comme E(X) = n, on a nécessairement P([X = 0]) = P{[X =2n]) = 5!

c) | Quelle est la plus petite valeur possible de V(X)) lorsque E(X) =n?

Lorsque F(X) = n, la plus petite valeur possible de V (X) est 0, obtenue lorsque P(|X = n]) = 1.



3. Soit X une variable aléatoire vérifiant :

Xo() = {le), [e] + 1}
E(XU) =c

a)|Verifier que : P([Xo = |c]]) = [¢] +1—c. ]
Soit 7 = P([Xo = c]]).
=EXo)=nle]+{1-n)(lc]J+1)=lc]+{1-mn)

dotn=lc/+1-c.

b) | En déduire que la variance de Xg est égale a (¢ — |¢])(|c] +1—¢) . l

V(X) = n(le]=e)*+(1-n) (le)+1-¢)* = (le]+1=c) (le] —e)*+(e~Le)) (lel+1~¢)* = (e—[e])(|e]+1—c)

4. Dans cette question et la suivante, X est une variable aléatoire & valeurs dans N qui admet une
espérance et une variance, et vérifie : E(X) =
On note A = [X < ] et p= P(A4).

a) \Justiﬁer que p est strictement compris entre 0 et 1.

Si p était nul, 'espérance de X serait strictement supérieure a c.
Si p était égal & 1, espérance de X serait strictement inférieure & ¢ ou X presque certainement
égale & ¢, ce qui est exclu puisque ¢ n’est pas un nombre entier.

b) Justifier la convergence de la série Z kPi([X =k].
k>0

Comme k Pz([X = k]) = kP([X =k]nA) p kP([X = k)

et comme X admet une espérance,

P(4) - P(4)
la série ZA’PA([X = k]) est convergente par comparaison de séries & termes positifs.
k>0
Lc] +oo
5. Onnote: ¢y = ZkPA([X =kl])etc = Z kPi([X =k]) .
k=0 k=lc]+1

Soit Y une variable aléatoire telle que P([Y =¢g]) =pet P([Y =¢1])=1-p

a) ‘ Vérifier que les variables aléatoires X et Y ont la méme espérance.

Grace a la formule des probabilités totales,

e _[PAYPa(X = k) sik< el
PP = k) = P(4) Pa(lX = k) + P(A) PA(IX = k) _{P(A)PA([X—!;]) si k> |c]
d’on :

LeJ
E(X)=P(A) Y kPa([X =k)+ P(A Z kPi([X =k]) =peo+ (1 —p)ar = E(Y) .

k=0 k=lc)+1



b) | Prouver l'égalité : V(Y) = (¢ — ¢p) (e1 — ¢).

C1 0
Comme p = et 1 —p= ,0n a:
€1 — Cp c1 — Cp

c) ‘ Démontrer l'inégalite : V(X)) > V(Y) .

Le] +oo
VIX)=p> (k—c Pa(X =k)+(1-p) D (k—c)*Pa([X =H)
k=0 k=le|+1

d’otlt, grace & la formule de Koenig-Huygens,

L] 9 +o0
VOO 2p (Y kPalX =K —¢) 4+ 1 -p) (Y KPs(X =H)-c)
k=0 k=|c]+1
et finalement : ) "
VX)2p(co—c) +(1-p)(c1—c)" =V(Y).

d) I En déduire que V(Xp) est la plus petite valeur possible de V(X).

Comme ¢ > |¢] > cpet ¢ <1+ |c] < ¢g, on a aussi :

V(Y) = (¢ —co)(er —¢) = (e — [e])(le] + 1 = ¢) = V(Xo) -

1l en résulte que V{(Xg) est la plus petite valeur possible de V(X), sous la contrainte F(X) = n.



Sujet E 106

CORRICGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

t
. et —1,
Quelle est la limite quand ¢ tend vers 0 de ?
1
lim 2 =T
t—=0

too Lot 1
Justifier la convergence de 'intégrale impropre / ( ) i
0

t

e L'intégrande f : {+— (e _

Ve

1
e f(t) ~ — quand ¢ tend vers 0

T
1
o f(t) = O(?z) quand t tend vers +oc

) e~2! est une fonction continue sur |0, +oco|



SUJET ECO 108

Sujet E 108

EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout l'exercice, n désigne un entier supérieur ou égal & 2 et M,,(R] I'espace vectoriel des matrices
réelles & n lignes et n colonnes.
Pour toute matrice M € M,,(R), on note 'M la transposée de M.

ik a) Question de cours : théoréme du rang.

b) Justifier que 'ensemble des matrices de M, (IR] dont la somme des coefficients est nulle
est un espace vectoriel et préciser sa dimension.

2. Soit ¢ l'application qui & toute matrice M € M, (R), associe la matrice @(M) = M + M.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (R).

3. Dans cette question, et seulement dans cette question, on suppose que n = 2.
Pour tout (i,7) € [1,2]? on note E;; la matrice de M, (R) dont tous les éléments sont nuls
excepté celui de la i-eme ligne et j-iéme colonne qui vaut 1.
On rappelle que la famille (Ey,1, E1,2, B2 1, F22) est une base de Mz(R).

a) Ecrire la matrice 4 de @ dans la base (Elzl,ELg,ngl, Eggg).

b) Préciser le rang de ¢.
¢) Donner une base du noyau de ¢.

4. On suppose désormais n > 3.

a) Déterminer (p((p(ﬂ-[)), pour toute matrice M € M, (R). Que peut-on en déduire sur les
valeurs propres de 'endomorphisme ¢ 7
b) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?



EXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout réel ¢ > 0, on note f. définie par

c

—— — siz2>1
izt Dx+2) °F

VazeR,fo(r) =

0 sinon

Sujet E 108

1. Justifier 'existence d’une unique valeur ¢, de ¢ pour laquelle f., est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f,.

Trouver la limite et un équivalent de P([X > n]) quand n tend vers l'infini.



Sujet E 108

CORRIGE DE L’EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours : théoréme du rang.

Justifier que 'ensemble des matrices de M,,(IR] dont la somme des coeflicients est nulle est un
espace vectoriel et préciser sa dimension.

b)

Soit H,(IR] I'ensemble des matrices de M, (R] dont la somme des coefficients est nulle.
Soit s application linéaire de M, (R] dans R qui associe & toute matrice de M, (IR] la somme
de tous ses coellicients.

o H,(IR] est le noyau de s, donc un sous-espace vectoriel de M,,(R].
e [’application s est surjective.
e Par le théoréme du rang, la dimension de 7, (IR] est égale & n? — 1.

Remarque : les notions d’hyperplan et de forme linéaire ne figurent pas au programme de la
section E.

2. Soit ¢ lapplication qui & toute matrice M € M,(R), associe la matrice p(M) = M + M.

Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (R). |

L’application f est linéaire et I'image par f de toute matrice M de M, (R) appartient & M,,(R).

3. Dans cette question, et seulement dans cette question, on suppose que n = 2.

a) | Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (E],l, Eh9,E271, Eg,g).

o O O N
O = =0
o= O
N o oo

b) | Préciser le rang de .

Le rang de ¢ est celui de la matrice A, c’est-a-dire 3.

c) l Donner une base du noyau de .

La matrice Fy9 — Fay = (—Ul [1}) constitue A elle seule une base de ker .



4. On suppose désormais n > 3.

Déterminer go(tp(M)), pour toute matrice M € M, (R). Que peut-on en déduire sur les valeurs
propres de l'endomorphisme ¢ 7

(e(M)) = (M + M) = (M) + o(*'M) = M + M + ‘M + M = 2(M + 'M) = 2p(M)

1l en résulte que le polynéme X2 —2X est annulateur de ¢, ce qui entraine que les seules valeurs
possibles de ¢ sont 0 et 2.

b) | L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 7

e Toutes les matrices symétriques sont des vecteurs propres de ¢ (associées a la valeur propre
: ; ; . on(n+1
2) et constituent un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension %

e Toutes les matrices « anti-symétriques » sont des vecteurs propres de ¢ {associées a la valeur
. . . . n(n-1)
propre 0) et constituent un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension —

La somme des dimensions des sous-espaces propres de ¢ étant égale a la dimension n? de M, (R),
I'endomorphisme ¢ est diagonalisable.



Sujet E 108

CORRIGE DE I’EXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout réel ¢ > 0, on note f, définie par

c

————— siz2>1
ez +1)(x+2) e

VzeR,flz)=

0 sinon

1 | Justifier l'existence d’une unique valeur ¢, de ¢ pour laquelle f., est une densité de probabilité.

+oo
dx
L’intégrale f —————— est convergente parce que l'intégrande est une fonction conti-

nue sur [1,+oo[ et parce que cette fonction positive est équivalente en +oco & la fonction de
référence @ — 1/2® dont l'intégrale est convergente au voisinage de U'infini.

Il en résulte que pour
1

Cp =

/ T dx

1w+ 1)(z+2)

la fonction f., est une densité de probabilité, parce pour cette valeur de ¢ et seulement pour
cette valeur, I'intégrale sur R de f. est égale & 1.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f,.

Trouver la limite et un équivalent de P([X > n]) quand n tend vers I'infini.

Par propriété de limite monotone, on a :

lim P(X >n])=0"

n—+oo

Pour trouver un équivalent de P([X > n]) quand n tend vers l'infini, il suffit d’encadrer l'intégrale

correspondante
e +oc
dx dx
Cofn (.1:_+§)‘33P([X2n])5c0/; a
d’ou : C
BIX Snlja 0 .
o =) 2n?

(41
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SUJET T 05
Sujet T 05

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : formule de Koenig-Huygens.

2. Soit g la fonction réelle définie par :  g(x) = — i
x? —

a) Donner ’ensemble de définition de g et préciser la parité de la fonction g.

b) Calculer la fonction dérivée de g.

¢) Donner une représentation graphique de g, en indiquant ses asymptotes.

d) Justifier Pégalité -
E:

f g(z)dz =Inv6 .
2

3. Pour tout nombre entier n supérieur ou égal a 2, on note f,, la fonction définie par :

2nx

f-n(if) = (IQ = 3)n+1
0 six <2

six>2

a) Démontrer que f, est une densité de probabilité.
b) Soit X, une variable aléatoire de densité f,.

i) Démontrer que la variable aléatoire X »2 admet une espérance, donnée par la formule :

E(X,2) =34+ —

n—1

it) Trouver la limite de E(X,) quand n tend vers 'infini.



Sujet T 05

EXERCICE SANS PREPARATION

. . . a b
1. Calculer les puissances successives de la matrice (U ) :

2. On considére les instructions Scilab suivantes :

M=eye(2,2)/2;

N=M;

N(1,2)=1;

M=N;

c=1;

while N(1,1)>0.01
N=M#*N;
c=c+l;
end;

Quelles sont les valeurs des variables ¢ et N(1,2) aprés 'exécution des instructions précédentes ?



Sujet T 05

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : formule de Koenig-Huygens.

V(X) = B(X?) - (E(x))*

2. Soit g la fonction réelle définie par :  g(z) = Q—EE .
z? —

a) Donner ’ensemble de définition de g et préciser la parité de la fonction g.

La fonction g est impaire et définie sur D, = R\ {=v/3, +V/3}.

b) Calculer la fonction dérivée de g.

(;1:2 +3)

Ve .Dg, g’('ll) = _EIQ—-—-S_)E .

¢) Donner une représentation graphique de g, en indiquant ses asymptotes.

e La fonction g est décroissante sur chacun des trois intervalles | — 00, —=v/3[, | — V3, +V/3]
et |+ v/3, +ool.

e Son graphe, symétrique par rapport & lorigine, admet l'axe des abscisses pour asymptote
horizontale et les droites verticales d’équation = = —v/3 et & = ++/3 pour asymptotes verticales.

d) Justifier 1'égalité :
3
] g(x)dz =In V6 .
2

1

f2 g(z)dx :/:; TT_—S(LE = [5 In(z* — 3) =5 (In6 —Inl) =In 6 .

3. Pour tout nombre entier n supérieur ou égal & 2, on note f,, la fonction définie par :

2nax

fa(x) = { (22 = 3)»+1
0 siz<?

six>2

a) Démontrer que f, est une densité de probabilité.

e La fonction f, est positive et continue sur R\ {2} .
e Son intégrale sur IR est égale & 1 puisque :

+o0 o 2nx . 1 4
f fula) de = /2 W‘“’: At T @l T b

-



b) Soit X, une variable aléatoire de densité f,.

i) Démontrer que la variable aléatoire X,,? admet une espérance, donnée par la formule :

B(X,?) =3+ - = 1
+co 4o 3 +o0 K e
2nx 2nx (3 + (z* — 3))
B(X) = 2 fuld I.?:/ g dr = 1z
(Xn") [m v? () da L @ da A ? =gyl da
T Onz n T 9n -z n
=3 L, P S SE re ;
/2 (z?2 — 3)»H1 il n—1 fg (22 — 3)(n-D+1 S n—1

ii) Trouver la limite de F(X,,) quand n tend vers I'infini.

La nullité de f,, sur l'intervalle | — 0o, 2] et la formule de Koenig-Huygens permettent d’obtenir

I'encadrement
2 < E(Xn) < \VE(X22) = /3 + — 1
n-—

qui fournit par passage & la limite :

lim F(X,)=2.

n—ytoc



Sujet T 05

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

. . . a b
. Calculer les puissances successives de la matrice (0 a) .

a b ‘”‘7 a® na*'b -
0 a/ ~\O a

. On considére les instructions Scilab suivantes :

Pour tout n € N* :

M=eye(2,2)/2;

N=M;

N(1,2)=1;

N=M;

c=1;

while N(1,1)>0.01
N=M#N;
c=c+l1;
end;

Quelles sont les valeurs des variables ¢ et N(1,2) aprés 'exécution des instructions précédentes ?

e c=17

7
o N(1,2)= 216 = o7 = 0109375

puisque le plus petit entier n pour lequel 27" < 0.01 est 7
12 1\° (0015625 0.1875
0o 1/2) 0 0.015625

1/2 1\ (00078125 0.109375
0o 1/2) ~ 0 0078125

et



SUJET T 06
Sujet T 06

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : loi faible des grands nombres.

2. Pour tout nombre réel strictement positif @, on note f, la fonction définie sur R par :

ar si0<x<3
Ja(z) = { .
0 sinon

Pour quelle valeur de a, la fonction f, est-elle une densité de probabilité ?

On note [ cette densité et X une variable aléatoire admettant f pour densité.

3. a) Déterminer la fonction de répartition F* de X.

'I"Oc
b) Justifier la convergence de l'intégrale f (1 — F(x)) dz et la calculer.
0

+oc
c) Veérifier égalite : FE(X) = f (1-F(z))dz .
0

Lov)

4, Onpose:Y:—é—-

a) Justifier que Y suit une loi uniforme.
b) Quelle est la loi que permet de simuler 'instruction Scileb suivante?

3#sqrt(rand())

¢) De quel nombre se rapproche la valeur fournie par I'instruction Seilab suivante lorsque n
est grand 7

sum(sqrt(rand(n,1)))/n



Sujet T 06

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit M la matrice définie par M = G é) et I = ((1] ?) la matrice identité. On pose : J = M — 1.

1. Pour tout entier p > 1, calculer J? en fonction de J.

2. Donner pour tout entier n > 1, une expression de M" en fonction de I et J.



Sujet T 06

CORRICE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : loi faible des grands nombres.

2. Pour tout nombre réel strictement positif a, on note f, la fonction définie sur IR par :

fa(z) =

0 sinon

{a:ﬂ si0<a<3

Pour quelle valeur de a, la fonction f, est-elle une densité de probabilité?

2
a=—|-

On note f cette densité et X une variable aléatoire admettant f pour densité.

3. a) Déterminer la fonction de répartition F' de X.
0 siz<0
z?
F(:L‘): —9— si0<ax<3
1 siz>3

+oo
b) Justifier la convergence de l'intégrale / (1 - F(a)) da et la calculer.
0

+oc 3 2
/(; (1_F($))dﬂ’:/0 (1—%)(1;?::.

+oo
c) Vérifier 'égalité : E(X) = / (1 - F(z))dz .
0

+oo ) 3
/ z f(z)de = 5 f x? da = .
= 0

o0

X2
4. Ollpose:Y':?-

a) Justifier que Y suit une loi uniforme.

La fonction de répartition G de Y est donnée par

0 stz <0
G(z) = P([X?<9%]) = F(V9z) =2 si0<a<3
1 siz >3

ce qui prouve que Y suit la loi uniforme sur [0, 1].

b) Quelle est la loi que permet de simuler I'instruction Scilab suivante?



3xsqrt(rand())

Si une variable aléatoire U suit la loi uniforme sur [0,1], 3 % VU suit la méme loi que X,
puisque X = 3vVY et que Y et I/ suivent la méme loi.
L’instruction Scilab précédente permet donc de simuler la loi de X.

¢) De quel nombre se rapproche la valeur fournie par I'instruction Secilab suivante lorsque n
est grand ?
sum(sgrt(rand(n,1)))/n
L'instruction Scilab "sqrt(rand(n,1))" génére une simulation d’un échantillon de taille n de la
variable aléatoire X/3.

Gréce a la loi des grands nombres, on peut donc affirmer que, lorsque n est grand, l'instruction
Seilab "sum(sqrt(rand(n,1)))/n" fournit une valeur approchée de



Sujet T 06

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit M la matrice définie par M = (? ;) et [ = (é (IJ) la matrice identité. On pose : J = M — 1.

1. Pour tout entier p > 1, calculer J” en fonction de J.
JE—gF L]

2. Donner pour tout entier n > 1, une expression de M™ en fonction de [ et J.

Les matrices [ et J commutent.
La formule du binéme donne

oSl (G v (SO

k=0 k=0 k=0
n ) 1vk n n—l1 ) k n
Comme Z (Z) (5) = (g) = RZ_;] (:) (%) + (%) , on obtient finalement

1 -1
no_ n-1{“ _ = =
MP =T+ (o - YT =1+ 2= |

(=13



HEC

PARIS

ORAL HEC 2017
MATHEMATIQUES

EXEMPLES DE SUJETS ET DE CORRIGES

Option littéraire B/L
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sujet BL 18

EXERCICE PRINCIPAL

. Question de cours : formule de Taylor-Young,.

Dans toute la suite de 'exercice , L désigne la fonction définie sur IR par :
VeeR, L{z)=a2e".

Pour tout nombre réel y, on dit que le nombre réel a est solution de I'équation de Lambert (I,)
si la valeur de L en @ est égale a y :

L@ =y )
a) Justifier que la fonction L est de classe C* sur R et calculer ses dérivées successives.
b) Donner le tableau de variation de L sur IR et en déduire pour quelles valeurs du nombre

réel y Péquation de Lambert (I,) admet une unique solution réelle.
¢) Donner ’allure d'une représentation graphique de la fonction L.

a) On pose I = [—e™!,+oo[ et J = [-1,+o0].
Justifier 'existence d'une unique application W de I dans J telle que pour tout y € 1, W(y)
soit solution de I’équation de Lambert (I,).

b) Justifier la dérivabilité de la fonction W sur | —e™!, 400 [ et, pour tout élément y de cet

intervalle ouvert, 1’égalité :
1

1 W’(y)) W)
¢) En utilisant 'égalité des accroissements finis, démontrer que :

Vv —e 1) — W (—e!
lim Wiy —e )y - W(-e!) .
y—04 Y

Wiy) = (

Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de W' ?
a) Justifier I'existence de deux nombres réels a et b tels que ’on puisse écrire quand y tend
vers 0 :
W(y) = ay+ by +o(y°) -
b) Donner le développement limité & I'ordre 2 en 0 de la fonction & — aze® + bze™ et
en déduire les valeurs de a et b.

a) Justifier, pour tout y > 0, 'égalité :  In (W (y)) + W(y) = In(y).
b) En déduire que W(y) est équivalent a In(y) quand y tend vers 400 .
c) Justifier 'équivalence quand y tend vers +oo :

W(y) - In(y) ~ — In (In(y)) -
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit n un entier strictement supérieur 4 3. On considére n personnes qui jouent a "Pile" ou "Face"
avec une piéce de monnaie équilibrée et de fagon undépendante.

1. Soit A I'événement : "une seule personne exactement obtient un résultat différent des (n— 1) autres
personnes”.

Calculer la probabilité de A.
2. Un jeu consiste a réitérer 'expérience précédente (appelée "partie") jusqu’a la réalisation de A

On note X la variable aléatoire a valeurs dans N* désignant le nombre de parties jouées si le jeu
s'arréte et prenant la valeur 0 sinon.

Donner la loi de X, son espérance et sa variance.
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Cours.

2. La fonction L

a) La fonction L est de classe C* sur R en tant que produit de deux fonctions de classe
C*° sur R, la fonction polynomiale & — z et la fonction exponentielle.

Ses deux premiéres dérivées sont données, pour tout réel a par :
Lx)=(z+1)e"
L'(z)=(z+2)e" .

En procédant par récurrence ou en utilisant la formule de Leibniz, on obtient 'expression de la
dérivée n-iéme de L en tout point x :

LM (z) = (x +n)e”|.

b) La fonction L est strictement décroissante sur lintervalle fermé | — oo, —1] et strictement
croissante sur U'intervalle fermé [—1, +oo[. Son minimum, atteint en —1, est égal & —1/e. Elle
tend vers 0 en —oco et vers 400 en +co.

Il en résulte que 'équation de Lambert (l,) admet une unique solution réelle si et seulement si

|z € {-1/e} U [0, +o0[ |-

3. La fonction W

a) D’aprés I’étude faite en 1.b, la restriction de la fonction L a lintervalle J = [—1, +o0 |
réalise une bijection de J sur lintervalle [ = [-e™ !, 4oo].
La bijection réciproque W de cette bijection est I'unique application de [ dans J telle que pour
tout y € I, W(y) soit solution de I'équation de Lambert ([,).

b) La dérivée de la fonction L ne s’annulant pas sur I'intervalle ouvert | — 1,400 [, I'appli-
cation W est dérivable en tout point de

L(—1,+cc() =]-e},+o0]

et, pour tout élément y de cet intervalle ouvert, sa dérivée est donnée par la formule de dérivation
d’une fonction réciproque :

a1 1
W) = (W) (1+W()eW®

¢) Soit y > 0.



D’aprés 1’égalité des accroissements finis, appliquée & la fonction W qui est continue sur le
segment [—e™ !, y—e '] et dérivable sur |—e™!, y—e™'[, il existe un élément c(y) de ]-e7t, ar—e
tel que :
Wy —e)—W(—e) 1
y = Wey) = wlew)
(14 W (e(y))) ™0

Quant y tend vers 04, c(y) tend vers —e ™! par valeurs supérieures, W (c(y)) vers —1 et fina-
lement (1 + H’r (C('y))) EH"(C(?“]) vers O+_

Par conséquent :

W = T _ a1
lim Vi~ )~ Wics ) = 400
y—04 Yy

1

1l en résulte que la courbe représentative de W a une tangente verticale au point (=&~ —1):t

4, a) D’apreés le théoréme de la bijection, W est continue sur I, ce qui entraine par la formule
de 2.b exprimant la dérivée W’ a I’aide de W, que la fonction W est de classe C'! sur |—e ™, +o0|
et permet ensuite d’affirmer que W est de classe C? puisque sa dérivée est de classe C', par
composition, & nouveau a partir de I'expression de W’ en fonction de W.?

Comme W est de classe C? au voisinage de 0, elle admet un développement limité & 'ordre 2
en 0 donné par la formule de Taylor-Young et, comme W (0) = 0, il existe done deux nombres

v
réels a = W/(0) et b = L 2(0)

tels que :

W(y) =, ay+by* +o(y°)

b) |a:ce'T + br2e®™ = ax + (a + b)z? + xle(z) ‘ , avec 1i[1})£(:13) = 0.
e |

Par substitution, puisque ze® tend vers 0 quand x tend vers 0 :
Wi(ze®) = ax + (a + b)a? + 2?e(z) + o(z?e**)

ce qui entraine que W (xe®) — az — (a + b)a? est négligeable devant 22 quand x tend vers 0.
Par unicité d’un développement limité et comme W(ze®) =W (L('L)) =z, on en déduit :

a=1
b= -1
3. a) Soit ¥ > 0. Par définition de W en tant que bijection réciproque, on a

L(W(y)) = W(y)eV® =y

d’ofl, en passant aux logarithmes, ce qui est possible parce que y et W(y) sont strictement
positifs :

In (W(y)) + W(y) = In(y)

1. Ceci correspond, par symétrie par rapport 4 la premiére bissectrice, au fait que le graphe de L admet une tangente
horizontale au point (—1, —e™1).

2. On démontrerait ainsi de proche en proche, par une récurrence immédiate, que W est en fait de classe C° sur
I'intervalle ouvert | — e !, 4ool.



b) Quand y tend vers +oco, W (y) tend vers +oo, ce qui entraine que In (Hf’(y)) est négligeable
devant W (y), donc que In (W(y)) + W(y) est équivalent & W (y).
On en déduit & I'aide de 1'égalité démontrée en a) que W (y) est équivalent & In(y) quand y tend
vers 400 .

¢) Pour tout y > 1, on pose :  h(y) = W(y) — In(y), ce qui permet d’écrire W (y) sous la

forme :
hiy) )
In(y)”

W(y) = In(y) — In (In(y) + 2(y)) = In(y) — In (In(y)) — In (1+

D’aprés I'équivalence précédente, h(y) est négligeable devant In(y) quand y tend vers I'infini, de
sorte que
W) =, In(y)—In (ln(y)) + o(1)

et on en déduit I'équivalence quand y tend vers +o0o :

l W(y) = In(y) ~ —In (In(y)) |-
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CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1. Les n personnes jettent chacune une piéce. L'univers est Q@ = {P, F'}" muni de I'équiprobabilité.

Donc, chaque résultat a une probabilité égale a

2n'
Pour i € [1,n], on pose : X; = 1 si la i-éme personne obtient "Pile" et X; = 0 sinon.
Les variables X; sont indépendantes de méme loi de Bernoulli de paramétre 1/2, donc

ZXi — B(n,1/2) .
i=1

L'événement A est réalisé si a Iissue des n lancers, il y a 1 "Pile" et (n—1) "Face", ou I'inverse. Donc,

A_(ii;x,-:nq)u(gxzq)

ny 1 n 1 n
P(A) = (1) on + (n_ 1) on . on—1 5

; q g . n
2. La variable aléatoire suit la loi géométrique G (—)

2n—1
211—1 211—] _
et V(X) =212 T,

n n

et par incompatibilité,

Done, E(X) =
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EXERCICE PRINCIPAL

1. Question : donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une série géométrique soit
convergente.

On note S 'ensemble des suites @ = (u,),en de réels positifs ou nuls tels que la série Z“”

n>0
+oc

converge, et S; le sous-ensemble de S des suites (a,)nen € S telles que Z an= L.
n=0

2. Montrer que pour toute suite © = (u,)nex € &, non identiquement nulle, il existe un unique
réel A > 0 et une suite v = (vp)nen € S1 tels que v = Au (cest-a-dire v, = Aup, pour tout n).

1

3. a) On pose ug = 0 et pour tout n € N*, 4, = ———.
n(n + 1)

Montrer que la suite © = (¢4, )nen € S1-

b) Soit a €]0,1[. On pose pour tout n € N, v, = a™.
Montrer que la suite © = (u,)nen € S et trouver le réel X et la suite v = (v, )nen définis dans
la question 2.

4. Soit f une fonction définie sur Ry, & valeurs réelles, deux fois dérivable, telle que f(0) = 0,
f(0) =k €]0,1[ et pour tout & >0, f'(x) > 0et f’(x) <0.
On suppose que ug > 0 et que pour tout n € N, u,11 = f(un).
a) Montrer que v = (up)nen € S.

b) Soit v = (vnp)nen € Si une suite définie a partir de v = (un)penw comme dans la
question 2.

On considére la variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé (Q,.A,P), a valeurs
dans N telle que pour tout n € N, P(X, = n) = v,.

Montrer que X, admet une espérance et une variance.
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E tel que f2=1,

Montrer que E = Kerf & Imf.
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Cours.
oL 1 1
2. Soit U = Zun. On pose v,, = N Uy, alors v = Wi u.
n=0
1 1 Pl
3a)Ona:u,=—-— — e = 1.
) [ n n+1 HZI b
+o0 1
b a = , donc v = (1 — a)u.
) ; T (I —a)u

4.a) Soit @ > 0. Alors f' est décroissante, donc f'(x) < k.
Siy >0, il existe x €]0, y[ tel que

fy) _ ) = fO) _ Pla) <k

Y y—0

Upt1 U
Pour n € N, on a donc L A f(un) < k, donc, Vnn € N, u,, < k™ug.

Up Unp
Par suite, la série de terme général w, est convergente.

: Ain,
b) On a v, = Auy, avec A > 0. Soit | €]k, 1[. On a -t = 2+l

Un Aup
(n -+ 1) Un+41

nvn

< k, dong, il existe un entier NV tel

que pour n > N, <L

On en déduit que nv, < "V Nuy, terme général d’une série convergente.

+oo
Ceci montre l'existence de E(X,) = 5 Uy,
n=0
On montrerait de méme D'existence de la série E n’v,, converge, ¢’est-a-dire l'existence de la variance

n=>0
de X,.
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CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E tel que f2 = f.

Montrer que E = Kerf & Imf.
Remarque : les projecteurs ne sont pas au programme B/L.

Siz € KerfnImf, alors f(z) =0 et Iy € E tel que x = f(y). Par suite, x = f(y) = f(2) = [*(y) =
fly) =xz=0et Kerf NImf = {0}.

Par analyse-synthése, on a :

e Soit z € F; on suppose qu'il existe x € Kerf et y € Imf tels que z = = + y. Puisque y € Imf,
Ja € E tel que y = f(a). Par suite, f(z) = f(z) + f(y) = f(y) = f*(a) = f(a) = y. Pour z donné, on
choisit donc y = f(2) et x =2z — y = z — f(2).

e Soit z € E. On propose & = z — f(2) et y = f(z). On a bien : y € Imf et f(z) = f(z) — f*(z) =
f(z) = f(2) =0, donc = € Kerf. Enfin, on vérifie bien que x +y =2 — f(2) + f(z) =2 € E.

Bilan : £ = Kerf & Imf.



	Rapport
	ECS
	ECE
	ECT
	BL

