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Les épreuves orales de mathématiques concernecanesdats admissibles dans les options
scientifique, économique, technologique et litsa/L. Sur chacune des 4 sessions de 3
jours, ces épreuves ont mobilisé 4 a 5 jurys panigleurnée.

L'objectif de I'oral de mathématiques consiste &urer un certain nombre de qualités qu'une
épreuve écrite ne révele pas nécessairement :té&udé I'expression, précision de
I'argumentation, concision, fluidité, réactiviténsécutive a un renseignement fourni par les
examinateurs

1. Procédure d'interrogation

Le sujet proposé aux candidats comprend deux paftés questions d&cilab peuvent
intervenir dans I'une ou l'autre des deux parties):

* un exercice principalpréparé pendant 30 minutes et portant sur l'unetroes parties
suivantes du programmatgébre, probabilités et analysBe plus, un@uestion de cours
en rapport avec le theme de I'exercice fait paei€exercice principal.

* un exercice sans préparatioportant sur une partie différente de celle de tere
principal, permettant de tester en temps réelleditgs de réactivité des candidats.

Rappelons que dans tous les cas, chaque candidateesogeé en probabilités, soit au titre de
I'exercice principal (20 a 25 minutes), soit a cetle l'exercice sans préparation
(5 a 10 minutes).

2. Résultats statistiques

Par option, les notes moyennes obtenues sontilemses:
* option scientifiqué456 candidats): 10,69;

e option économiqué07 candidats): 10,13;

* option technologiquél8 candidats): 11,56;
* option littéraire B/L(19 candidats): 12,68.




Sur les 456 candidats interrogés en option sciga&f 15% obtiennent une note supérieure
ou égale a 15 et 25% d’entre eux une note inféxieurégale a 7.

En option économique, sur les 207 candidats ingésp20% obtiennent une note supérieure
ou égale a 15 et 20% une note inférieure ou égale a

Pour les options scientifique et économique, I'ttgre est sensiblement le méme, de l'ordre
de 3,7.

3. Commentaires

Les rapports de jury des concours précédents quesies échanges dans la commission de
mathématiques lors de la journée des classes ptépas, sont manifestement répercutés
aupres des admissibles : ainsi, les prestationsedigjorité de candidats sont essentiellement
orales et le tableau n’est utilisé que comme supjElrexposé.

La «regle du jeu » est de mieux en mieux respedeecandidats passent les questions non
traitées ou inachevées et poursuivent I'exposeé.

Par rapport aux résultats du concours 2017, on uoé&e baisse de plus d’'un point de la
moyenne en option scientifique (11,80 en 2017)net stabilité quasi-parfaite de la moyenne
en option économique (10,12 en 2017).

Le niveau en mathématiques tend a s’uniformiseamotent envoie scientifique cette
tendance étant confirmée par I'ensemble des injatearrs : on note beaucoup moins de trés
bons candidats que les années précédentes méras prdstations sont dans I'ensemble
satisfaisantes. Il est possible que le filtre éerit n'ait pas été parfait et qu'il ait laissé pas

un certain nombre de candidats (456 candidats €8 2@ntre 414 en 2017) dont les
prestations orales ont fait chuter la moyenne gdaé!

On peut noter un certain nombre peints positifsdans les productions des candidats des
options scientifique et économique :

* la question de cours est trés souvent traitée cement ;

* les questions décilab ne sont presque jamais ignorées et les candidaentvo
(devinent ?) a peu pres ce qu'un programme réalise

* les candidats semblent moins « formatés » quedessconcours précédents méme Si
ce phénomene reste toujours présent.

On reléve toutefois dgmints négatifse reproduisant de facon récurrente :

* les arguments et explications avancées sont sowamaroximatifs, impreécis et parfois
faux ;

souvent, les candidats n’écoutent pas les suggssties examinateurs et persistent
dans leur démarche initiale ;

les candidats ont souvent du mal a procéder a nalyse précise d’'un programme
Scilab;

I'interprétation des courbes et graphiques restpaimt noir ;

le vocabulaire géométrigue de base de I'enseignessmondaire a souvent été égaré
en chemin ...




L’effectif de candidats admissibles teption technologiquea été réduit de moitié entre les

deux concours passés (18 en 2018 contre 38 en 2@&arallélement, la note moyenne est
passée de 8,97 en 2017 a 11,56 en 2018 : on peskrpgue les épreuves écrites ont mieux
joué leur réle de filtre laissant « passer » malasandidats mais de meilleur niveau. Ainsi,
20% des candidats de cette option ont obtenu uteesopérieure ou égale a 15.

Sur les 19 candidats admissibles présents dansofop/L, la note moyenne de 12,68 est
accompagnée d’un écart-type de 3,785, celui-cit étattement inférieur a celui du concours
2017 : on peut conjecturer une plus grande homadigédé cette population de candidats
méme si un certain nombre de candidats produisestpdestations tres moyennes voire
médiocres en ayant « oublié » leurs connaissancesiahématiques. Toutefois, quelques
candidats effectuent de brillantes prestations.

4. Recommandations aux futurs candidats

Le jury attend du candidat un exposé essentielleorahd’une dizaine de minutes des résultats
obtenus pendant la préparation de son exerciceipainpuis I'aide éventuellement & compléter
les autres questions dans le temps restant quegeétexercice sans préparation. Il est donc
inutile de tout écrire au tableau, notamment deastder sur la résolution des questions faciles,
et donner ainsi au jury I'impression désagréablecltercher a gagner du temps pour éviter
d’aborder les questions plus délicates : une grpadsivité peut étre tres pénalisante.

Le jury apprécie particulierement les exposés tistpiels les candidats font preuve d'initiative
et révélent des qualités de précision, de concetiaie réactivité.

Un certain nombre de candidats utilisent dans leangumentations, des concepts qui
dépassent le cadre du programme mais sont dacspidnité de manipuler des notions
simples. Il serait préférable de connaitre les nitédns de base plutét que de tenter
d'appliquer des recettes apprises par cceur.

Le jury recommande aux futurs candidats d’éviteréigter a I'oral des recettes mécaniques
gu’ils ne maitrisent pas toujours: méme si ellesiveat parfois faire illusion dans un
probleme d’écrit ou la part d'initiative personmebst réduite, ces phrases ou ces formules
apprises par coeur et qui tiennent lieu de « prgriser », passent difficilement le filtre de
I'épreuve orale.

En résumé, le jury de mathématiques réitere auxdutandidats les recommandations qu'il
avait faites a l'issue des concours précédentse:ti@s solide assimilation du cours, une
préférence pour le raisonnement plutdt que potgdadation de formules mal comprises et un

expose essentiellement oral
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Voie §
sujet 8 241

EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout 1'exercice, X désigne une variable aléatoire & densité, possédant une espérance FE{X) et
une variance V (X). Les autres variables aléatoires introduites dans I'énoncé sont définies sur le méme
espace probabilisé (1, A, P) que X,

1. a) Question de cours : inégalité de Markov.
b} Soit @ € Ry .
i) Pour tout réel strictement positif b, justifier I'inégalité :
B((X - B(X)+1b)?)
(a + by

P(IX > BE(X) +aj) <
ii) En appliguant le résultat précédent & b = V(X}/a, établir I'inégalité :

PAIX 2 B(X)+ o) € s oas

1
2. On appelle médiane de X tout nombre réel m tel que P([X <m]) = 5

a) Justifier que X admet au moins une médiane et que I’ensemble des médianes de X est
un segment de R,

b) Dans cette question, on note m une médiane de X et on suppose que m est supérieure
ou égale & E(X). On note o(X) I'écart-type de X.
Déduire de l'inégalité prouvée en 1.b.ii, appliquée & e = m — E(X), que m — E(X) est inférieur
ou égal 4 o{X).
fm - B(X)]|
a(X)
3. Pour tout entier = > 2, on note X, une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f,
définie par :

c) Justifier que toute médiane m de X vérifie 'inégalité . <1.

0 siz<—1/n

n/2 si —l/n<x<0
falzg) =(1/(2(n-1)) si0<z<1-1/n

(n—-1)/2 sil—1/n<z <l

0 stz >1

a) Trouver 'unique médiane de X,.

b) Justifier la convergence en loi de la suite (Xp)lnen-.

¢) Quelle propriété du majorant trouvé en 2.c peut-on déduire des limites de E(X,) et V{X,,)
quand » tend vers infini 7



Sujet § 241

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit n un nombre entier supérieur ou égal a 2.
On dit qu’une matrice carrée M € M, (IR) est nilpotente s'il existe un entier k € N* tel que M* est
la matrice nulle.

1. a) Donner un exemple de matrice nilpotente non nulle de Mz{R).

b} Démontrer que la seule matrice nilpotente et diagonalisable de M, (IR) est la matrice
nulle.

2. On appelle indice de nilpotence d'une matrice nilpotente M le plus petit entier strictement
positif k tel que M* est la matrice nulle.

La fonction Scilab suivante, dont le code est incomplet, permet de calculer l'indice de nilpotence
d’une matrice nilpotente.

function k=indnilp(4,n)// n=nombre de lignes et de colonnes de A
k=1;
B=4;
wnile sum{abs(B))>0
k=77,
B=77;
end;
endfunction

a) Expliquer en détail la ligne de code « while sum(abs(B))>0» .
b) Compléter le code de la fonction « indnilp » .



Sujet S 241

CORRIGE DE L’EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout l'exercice, X désigne une variable aléatoire & densité, possédant une espérance E(X) et
une variance V{X). Les autres variables aléatoires introduites dans I’énoncé sont définies sur le méme
espace probabilisé (2, A, P} que X,

1. a) | Question de cours : inégalité de Markov, J

Si X est une variable aléatoire positive admettant une espérance, alors pour tout réel ¢ stricte-

ment positif : | P{{X = ]} € M .

c
b) Scit e € Ry .
i) Pour tout réel strictement positif b, justifier l'inégalité :

E((X - E(X) + b))
(a+b)?

P(X 2 E(X) +a]) <

Soit > 0.
P(X 2 B(X) +d]) = P(X ~ E(X) + b> a+8)) < P{(X - B(X) + )" > (a +b)?))
d’ol, grace a l'inégalité de Markov :

E((X — E(X) +b)?)

ii) En appliquant le résultat précédent a b = V(X)/a, établir 'inégalité :

V(X)

P([XEE(X)"i'a])Sm .

Pour b = V(X )/a, on obtient :

E((X - BX) +V(X)/a)®) _ V(X)+(V(X)*/a® V()

(a+ V(X)/a)? T T2+ V(X0 /aD)?  V(X)+a?

P(X 2 E(X)+ada]) £

1
2. On appelle médiane de X tout nombre réel m tel que P{[X < m]) = 7

Justifier que X admet au moins une médiane et que l'ensemble des médianes de X est un
segment de R.

e

a

La fonction de répartition F : o — P([X < z]) étant continue sur IR (puisque X est une variable
aléatoire & densité), de limite 0 en —oo et 1 en -+oo, le théoréme des valeurs intermédiaires permet
d’aflirmer que, pour tout réel y strictement compris entre 0 et 1, il existe z € IR tel que f(x} = y.

1
En particulier, il existe m € R tel que P{[X <m]) = 3

1

Soit I I’ensemble (non vide) des réels  tels que F{z) = 5



o I est un intervalle, parce que, quels que soient (a,b) € I?, tous les réels = compris entre a
et b appartiennent & I (puisque la fonction croissante F' prend la méme valeur en « et en b).

o [ = {z € R|F(z) = 1/2} est une partie fermée de R, puisque F est continue.

e [ est une partie bornée de R, puisque, par exemple, pour ¢ et g3 choisis tels que F(q) = 1/4
et F(g3) = 3/4, Pintervalle I est inclus dans |g1, g3(, done borné.
Par conséquent, T est un segment (intervalle fermé borné) de R.

b) Dans cette question, on note m une médiane de X et on suppose que m est supéricure
ou égale & E(X). On note o(X) 'écart-type de X,

Déduire de 'inégalité prouvée en 1.b.ii, appliquée & a = m— E(X), que m — [2(X) est inférieur
ou égal 4 o(X).

Par application de l'inégalité 1.b.ii, appliquée & a = m — E(X), on obtient

1_ m V(X)
= Pl zml) < V(X)+ (m - E(X))*

Pon V(X)+ (m— E(X))" < 2V(X), puis : |m— E(X) < a(X)}}

m= Bl _,

¢) [ Justifier que toute médiane m de X vérifie l'inégalité : o) S
a

D’aprés ce qui précéde, I'inégalité demandée est vraie lorsque m > E(X) {o(X) est strictement
positif, puisque la variable aléatoire X posséde une densité).
Dans le cas ot m < E(X), il suffit d’appliguer le résultat précédent  la variable aléatoire —X,
dont —m est une médiane, pour obtenir l'inégalité demandée.
3. Pour tout entier n > 2, on note X,, une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f,
définie par :
0 siz<—1/n
n/2 g —1/m<z <0
faz)=41/(2(n-1)) sio<z<1-1/n
(n—1}/2 sil-1/m<z<l
0 siz>1

a) | Trouver 'unique médiane de X,.

La fonction de répartition F, de X, est donnée par i1

0 siz < —1/n

(nz 4 1)/2 si—1/m<ae<0
Fz)=<¢1/24+z/(2(n-1)) si0<z<l-1/n

T+(n—-1){z-1)/2 sil-1/n<2 <1

1 siz>1

L’unique médiane m, de X, est 0.

b) | Justifier la convergence en loi de la suite (Xyn)nen-.

1. Un dessin sera apprécié.



» Pour tout = < 0, F;,(z) tend vers 0 quand n tend vers I'infini, puisque, pour n assez grand,
onaz < —1/n (doi F,(x) =0).

¢ Pour tout =z € [0,1], F,(z) tend vers 1/2 quand n tend vers l'infini, puisque, pour n assez
grand, on a 0 < z < —1/n (d'ou F,(x) = 1/2+z/(2(n - 1)), qui tend vers 1/2 quand n tend
vers 'infini).

¢ Pour tout z > 1, F,(z) = 1.

0 siz<0
En résumé, quand n tend vers l'infini, F,(z) — G(z) =< 1/2 si0<z <1 -
1 siz>1

La suite (Xn)nene converge donc en lol vers une (toute) variable aléatoire suivant la loi de
Bernoulli 5(1/2).2

Quelle propriété du majorant trouvé en 2.c peut-on déduire des limites de F(X,) et V(X,,)
quand n tend vers 'infini ?

[g]
~—

La limite en loi de la suite (X,.)nen+ permet de faire la conjecture que E{X,) et V(X,,) tendent
respectivement vers 1/2 et 1/4 quand n tend vers 'infini. Une fois &tablies ces convergences, on
pourra affirmer

liin —Imn — B(X)] ==

n—r-+oo a(Xn) L

ce qui prouvera que le majorant trouvé en 2.c est optimal.

Pour déterminer effectivement les limites des moments des X,,, une méthode efficace consiste
& écrire la densité f,, comme la moyenne pondérée de trois densités de lois uniformes, dont
Pespérance et la variance sont connues :

(n-1)

1 1
fn:§9n+§?;hn+ kn
ol gn, hn et k, sont des densités respectives des lois uniformes sur [—1/n,0}, [0,1 — 1/n]
et [1 —1/n,1].

On déduit de cette décomposition les expressions de E(X,) et E(X,?), et leurs limites.

1. -1, 1 n-1_ (n-1) 2n-1
E{Xp)==(—)+—

(%) 2 2n)+2n(2n)+ 2n ( 2n )
tend vers 1/2 quand n tend vers l'infini.
De méme, comme les espérances des carrés des trois lois uniformes de la décomposition tendent
respectivement vers 0, 1/3 et 1, leur moyenne pondérée par les coefficients 1/2, 1/(2n) et {n — 1)/(2n),
qui est égale 4 F(X,,%), tend vers 1/2 quand n tend vers l'infini. On a donc bien :

. 1 1.2 1
W, o) =43 - () =3
Finalement, la borne supérieure des quotients T pour les variables aléatoires X &
a

densité possédant un moment d’ordre deux est bien égale & 1. 1 n’existe pas de majorant
strictement plus petit de tous ces quotients.

2. L'¢tude de la convergence de la suite (Fn(:c))new, pour z = 0 et x = 1 était en fait inutile puisque 0 et 1 sont
les points de discontinuité de la fonction de répartition de la loi B(1/2),



Sujet 8 241

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

a) | Donner un exemple de matrice nilpotente non nulle de M (IR). |

o o)

b) | Démontrer que la seule matrice nilpotente et diagonalisable de M, (IR) est la matrice nulle. |

Soit A une matrice nilpotente et diagonalisable de AM,(R).

Comme A est nilpotente, il existe & € N* tel que X* est un polynéme annulateur de A. Dés
lors, la seule valeur propre possible de A est 0.

Comme A est diagonalisable, elle est semblable & la matrice nulle, donc nulle.

. On appelle indice de nilpotence d'une matrice nilpotente Af le plus petit entier strictement
positif k tel que M* est la matrice nulle.

La fonction Seilob suivante, dont le code est incomplet, permet de calculer Vindice de nilpotence
d'une matrice nilpotente.

function k=indnilp(A,n)// n=nombre de lignes et de colonnes de A
k=1;
B=4;
while sum{abs(B))>0
k=77;
B=77;
end;
endfunction

a) | Expliquer en détail la ligne de code « while sum{abs{B))>0» .

« abs(B) » est une matrice dont chaque coefficient est égal & la valeur absolue du coefficient
correspondant de la matrice B.
La condition d’arrét de la boucle « while » est donc que B soit la matrice nulle,

b) | Compléter le code de la fonction « indnilp » .

function k=indnilp(A,n)// n=nombre de lignes et de colonnes de A
k=1;
B=4A;
while sum(abs(B})<>0
k=k+1;
B=Ax%B;
end;
endfunction

L’incrémentation du compteur k cessera dés que la matrice B = A® est nulle, et la valeur finale
de k, en sortie de boucle, sera égale A l'indice de nilpotence de A,



Sujet S 242

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.
Formule de Taylor avec reste intégral et cas particulier d'une fonction polynomiale.

Soit n un nombre entier supérieur ou égal 4 2.
Omn considére un espace probabilisé (2, A, P), ainsi qu'une famille (A4, Aa, ..., 4,) d’événements
attachés i cet espace.
On note 7 'ensemble des indices 7 € [1,n] pour lesquels 'événement A; est réalisé et on désigne
par IV le nombre, aléatoire, d’éléments de 1.
Pour chaque p € [1,#] on pose :
8p = > P(Ay Ay N A;)
1< <i2<“'<i1,£1’1

et 'on convient de poser s = 1.

Pour chaque i € [i,n], on note 14, la variable indicatrice de ’événement A;, c'est-a-dire I'ap-
plication définie sur  par :

1 siwe A

0 sinon

Vwe O, 1a(w)= {

2. Exprimer N & Vaide des variables indicatrices 14, et en déduire que N est une variable aléatoire
réelle sur 'espace probabilisé (£, .4, P).

3. Soit p un nombre entier compris entre 1 et n.
a) Justifier ’égalité :
NIN-1}).---(N—-p+1
2: lAulAﬁ"'lAw = ( } P} )'

1€ Cig < <CipEn

E(N(N-1) (N -p+1))
p! '
4. En utilisant une formule de Taylor, justifier I'égalité :

STP(N =kDXE =) s (X - 1)
k=0 p=0

b) En déduire que : s, =

5. Soit k€ [1,7] .
a) Trouver une expression de P([N = k]) en fonction de s, ..., sn.

b) Démontrer I’égalité :
_< —k(p—1
PN ) = 3 (-1 (27 1)

¢) Quelle expression en déduit-on pour la probabilité de la réunion des événements Ay, Ay, ..., A, 7



Sujet S 242

EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les deux matrices

0100 0100
00 1 0 0000
A=1o0 00 0] & B=|0 0 0 1
000 0 00 0 0

1. Comparer leurs spectres, leurs traces, leurs rangs, ainsi que les dimensions de leurs sous-espaces
propres.

2. Sont-elles semblables 7



S 242

CORRIGE DE LEXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.

|Formu1e de Taylor avec reste intégral et cas particulier d’une fonction polynomiale. I

Si une fonction f est de classe C?t! sur un intervalle I, alors, pour tout couple {a,z) de points
distincts de [, on a :

fa) = kznj 20 ooy L / "o P gy e
=0 a

Pour un polyndme P de degré inférieur ou égal 4 n, le reste intégral disparait et on cbtient
égalité :

n Ptk
p=y 10 k!( J(x—a)t |
k=0

On considére un espace probabilisé (€2, A, P), ainsi qu’'une famille (41, Az, ..., A,) d’événements
attachés 4 cet espace.

On note I 'ensemble des indices ¢ € 1, n] pour lesquels ’événement A; est réalisé et on désigne
par N le nombre, aléatoire, d'éléments de [,

Pour chaque p € [1,n] on pose :

Sp= Z P(Ai‘ﬂAiz---ﬂAip)

Igd) g <ipEn

et 'on convient de poser sp = 1.
Pour chaque i € [1,n], on note 14, la variable indicatrice de I'événement A;, c'est-a-dire I'ap-
plication définie sur {2 par :

1 siw€ A
Vwe R 1aw) = {U sinon 1

Exprimer N 4 I’aide des variables indicatrices 14, et en déduire que N est une variable aléatoire
réelle sur P'espace probabilisé (2, A, P).

n
N=> 14
i=1

Comme les A; sont des éléments de la tribu A, les 14, sont des variables aléatoires réelles sur
(), A, P) et il en est de méme de leur somme.




3. S0it p un nombre entier compris entre 1 et n.

a) Justifier I'égalité :

E 1/11‘,1/11'2"'1/11'”:
IS <ig < <CipEn

N(N-1)--(N-p+1)
!

Soit w € {.

Comme 14, (w)...14, (w) est égal & 1 si, et seulement si, w appartient & chacun des événe-
ments A;,, ..., A;,, c’est-a-dire si, et seulement si, {i,42,...,1,} est une partie a p éléments de
Pensemble I'(w), la somme

> Ta, (@) 1o, (W)
1€i1 <ip - <ipEn
est donc égale au nombre de parties & p éléments de 'ensemble I{w), c’est-a-dire & :

(N(w)) _ N@)(N() 1) (Nw) —p+ 1)

p pl

Par conséquent, :

5 lA.-llA.;Qo--]-A.;p:N(N_l)”l(N_p_l_l)‘

I
L€ <ig < <ipEn p

B(N(N-1)- (N—p+1
b)|En déduire que : s, = (M )p'( p+ )).

Comme E(14, 14,, ... lAi,,) = P(At-l N Az, ---N Ay}, on obtient, par linéarité de I'espérance :

E(N(N=1)-(N—p+1)
( . P )= Z

P(A“ ﬂAi2"'ﬁAip) =Sp .
1€ <ig<-<ipEn

En utilisant une formule de Taylor, justifier ’égalité :

4. ip([zv: kDXE = isp (X-17.

k=0 p=0

n
La formule de Taylor (voir question de cours), appliquée au polynéme G = Z P(IN = k))X*
k=0
{(au point 1 et & lordre n), s’écrit :

0=

p!

p=0
Comime GS\?)(I) = (x(1) = 1 = s et comme, pour tout p € 1, n],
G = PN =k k{k=1)-(k—p+1) IFP = B(N(N — 1) (N - p+1)),

k=0

I'égalité demandée en résulte directement.



5. Soit k € [1,n] .

a) | Trouver une expression de P([N = k|) en fonction de sg,.. ., $n-

Du résultat précédent, on déduit par la formule du bindme et par interversion des symboles de
sommation, les égalités

n n

T H(D)sn xt = (T (5)sr) "
p=0%=0 k=0 p=k
puis par identification du coefficient de X k dans le polynome G

== Eor

p=k

™ -1
b) | Démontrer l'égalité :  P([N 2 k]) = Z(—l)p“k (2 a 1) Sp.

p=k

0= 3P =9 = (S (7))
Pk

p=k i=k

d’ou la formule demandée, par télescopage, grace aux égalités pascaliennes

() = e (P - cpmen (P2

N Ay, Ay, An?

Quelle expression en déduit-on pour la probabilité de la réunion des événements

P(A{UA;z---UA,) = Z( 1)P

Ii s’agit de la formule du ecrible, au programme pour n = 2 et n = 3.
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CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

On considére les deux matrices

A:

c o oo
oo o
c oo
oo o c
oo o
oo o
[ B R i T i
e B e R I e

Comparer leurs spectres, leurs traces, leurs rangs, ainsi que les dimensions de leurs sous-espaces
propres.

Sp(A) = Sp(B) = {0}

Tr(A) = Tr(B) = 0

Rg(A) = Rg(B) =2

dlm(Eg)(A) = dlm(Eo)(B) =4-2=2

2. | Sont-elles semblables 7 B

Non, puisque A% # 0 et B2 =0.
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EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout l'exercice, n et N désignent des nombres entiers supérieurs ou égaux a 2.

1. Question de cours.
Donner la définition d’une forme linéaire. Quel lien existe-t-il entre formes linéaires et hyper-
plans?

2, On note H, l'ensemble des matrices de trace nulle de M, {R).
a) Justifier que H,, est un hyperplan de M,,(IR) et donner sa dimension.
b) Trouver un supplémentaire de H,.

3. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension N et f une forme linéaire sur E,

a) Justifier que, pour toute forme linéaire g sur E, les deux propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(1) IXeR, f=Ayg (2) KergCKerf
b) Démontrer par récurrence sur p que, si gi,..., gp sout des formes linéaires sur £ telles
P
que ﬂ Kerg, C Ker f, alors : f € Vect{g1,-.-.,9pn} -
i=1
c) On suppose ici : n < IV,

En utilisant le théoréme de la base incompléte, justifier que, si ¢1,92,...,9n sont des formes
linéaires sur F linéairement indépendantes, alors :

dim( m Kergj) =N-n.
i=1
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EXERCICE SANS PREPARATION

On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite,

1. Montrer que pour tout z >0, on a

(l - wlg) e /2 < Var (1 - 2(x)) € (i) e /2,

x T

2 Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

1
Trouver la limite de la probabilité conditionnelle Pix»y({X = =+ = 1) quand « tend vers +-co.
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CORRIGE DE L’EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout I'exercice, n et N désignent des nombres entiers supérieurs ou égaux a 2.

Question de cours.
Donner la définition d*une forme linéaire. Quel lien existe-t-il entre les formes linéaires et les
hyperplans 7

» On appelle forme linéaire sur un K-espace vectoriel £ toute application linéaire de F dans K.
¢ Les hyperplans de I sont les noyaux des formes linéaires non {identiquement) nulles sur 7.

Remarque

Dans le programme des classes préparatoires commerciales, les hyperplans ne sont définis que
pour les espaces vectoriels de dimension finie.

. On note Hy, P'ensemble des matrices de trace nulle de M, {R).

a) | Justifier que H,, est un hyperplan de M, (IR} et donner sa dimension.

La trace étant une forme linéaire non (identiquement) nulle sur M, (IR), son noyau H, est un

hyperplan de A1, (R).
dim(Hy) = dim(M,,(R)) ~ 1 = :

b) | Trouver un supplémentaire de H,,.

L’ensemble Vect{[,,} des matrices scalaires de M,(IR) est un supplémentaire de H,, :
My(R) = H, & Vect{l,}

puisque Hy, NVect{I,} = {Oa¢,(r)} et que toute matrice M € M, (R) se décompose comme la
somine d’une matrice de H, et d’une matrice scalaire :

M= (M —Te(M)I,) + Te(M)1,, .

Remarque

Les supplémentaires de H,, sont les droites vectorielles engendrées par une matrice de trace non
nulle.

3. Soit E un IR-espace vectoriel de dimension NV et f une forme linéaire sur E.

(1) dXER, f=Ag (2) Kerg C Kerf

Justifier que, pour toute forme linéaire g sur F, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

e L'implication (1) = (2) est immédiate puisque si f = Aget z € Kerg, alors :

flz) = Aglz) =0.



¢ Pour démontrer 'implication (2) == (1), on suppose l'inclusion Kerg  Ker f .
1) Si f est (identiquement) nulle, on a f = A g pour A = 0.

2) Sinon, il existe un vecteur zg tel que g(xq) # 0, puisque Kerg C Ker f # £,
Comme Ker g est un hyperplan de E et g ¢ Ker g, la droite Vect{zo} est un supplémentaire de
cet hyperplan :
E = Kerg @ Vect{zg} .
Soit z un vecteur de E et y + a, zg son unigue décomposition comme la somme d'un élément y
de Ker g et d'un élément de la droite Vect{xg}.

Comme f{z) = f(y) + az f(zo) = ox flzo) et glz} = g(y) + oz g(x0) = oz g(xo) (puisque
flyy=g(y)=0}),ona:

f(zo)
@) g{xo)
Par conséquent, f = Ag pour A = f=zo)
9{zo)
Démontrer par récurrence sur p que, si g1,...,gp sont des formes linéaires sur ' telles

P
que mKergi CKerf,alors: fe€ Vect{g1,....gp} -

i=1

La propriété est vraie pour p = 1, quels que soient 'espace vectoriel ' de dimension finie et la
forme linéaire f sur £, d'aprés le résultat de la question précédente, les cas ol la dimension de
F serait égale 4 0 ou 4 1 étant immédiats.

On suppose que, sur toul espace vectoriel de dimension finie, la propriété est vraie pour un

entier p € N* (hypothése de récurrence) et on considére p + 1 formes linéaires g1, ..., gp+1 telles
1
que Pﬁ Kerg; C Ker f .
On 1:(=)t1e ¥1,. .., Up et u les restrictions de g1,...,gp €t faKergp.
P P
m Kerv; = ﬂ (Ker gi N Ker gp+1) C Ker fnKergpyr = Keru .
i=1 i=1

Par application de 'nypothése de récurrence & des formes linéaires sur Kerg,y, il existe p
nombres réels Ay, ..., Ap tels que :
P
u= Z/\@'Ui .
i=1

P

11 en résulte que le noyau de la forme linéaire f— Z Aig; contient Ker g1, et d'aprés le résultat
i=1

de la question précédente, qu’il existe un réel A tel que :

P
F= Xigi=Agpi1 -

i=1

P
Par conséquent :  f = Z Aigi + Agpr1 € Voet {g1,...,9p41}, ce qui cldt la récurrence.

i=1



¢) On suppose ici : n < N.

En utilisant le théoréme de la base incompléte, justifier que, si g1, g2, ..., g sont des formes
lingaires sur F linéairement indépendantes, alors :

dim( ﬂ Kergj) =N-n.
i=1

Comme la dimension de 'espace vectoriel £{E, R} des formes linéaires sur £ est égale & N, le
théoréme de la base incompléte permet d’affirmer qu’il existe N —n formes linéaires gny1, ..., 9N
sur & pour lesquelles g1, 92,..., gy est une base de £(£,R).

D’aprés la propriété démontrée en b, toutes les inclusions

N N-1 2
[ Kerg; C (| Kerg; C---C [ | Kerg; CKergy CE
i=1 i=1 =1

sont strictes, & cause de l'indépendance linéaire de g3, g9, .., g, qQui entraine qu’aucune de ces
formes linéaires ne peut étre combinaison linéaire des précédentes.

Il en résulte que la suite, strictement croissante, des dimensions de ces N 4 1 sous-espaces
vectoriels de F reliés par inclusion ne peut étre que la progression arithmétique 0,1,2,..., N.

Par conséquent :

n

clim( ﬂ Kergj) =N-nl|.
F=1
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CORRIGE DE L’'EXERCICE SANS PREPARATION

On note & la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Montrer que pour tout z > 0, on a

L (G-) e < Vam(-a@) < (D) e =

z z3 z

On considére les deux fonctions u et v défintes sur R} par

u(z) = V2r (1 - &(x)) - (i - i) oy
Yz >0,
o) = ()77 - VER(1 - 900

x
Elles sont dérivables sur RZ et on trouve :

3

ulz) = -5 e/ <0
z

Va0,

1

vi(z) = - e =12 <

Comme lil_'I_l u(r) = 1i141_1 v(z) = 0, on en déduit les deux fonctions u et v sont (strictement)
r—+o00 T=2400

positives sur RY , ce qui démontre I'encadrement demandé (avec en prime des inégalités strictes).

2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

1
‘I'rouver la limite de la probabilité conditionnelle Prxsg ({ X>z+ = ]) quand z tend vers +oo.

1—3(z+ l)
Pxza{[X 22+ i]) = “TM“
( 1 ! )e—(z+1/z)2/2
(x+1/z) (v+1/z)?

qui, d’aprés ce qui précéde, est compris entre m(z) =

OB
x

(age)e s

1 1 2
I P
(a; 1:3)8

Comme lim m(z}= lim M{z) = e, on obtient par encadrement :
T-—r+00 T—+oco

et M(z) =

. 1 .
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EXERCICE PRINCIPAL

Dans toul lexercice, n désigne un nombre entier supérieur ou égal & 2,
On note M, (R) l'ensemble des matrices carrées d'ordre n & coefficients réels, et 7' I'endomorphisme
de M, (R) qui associe & toute matrice M de M,,(R) sa transposée tM.

Pour tout espace vectoriel E, on note £{E) ensemble des endomorphismes de E.

Le but de Pexercice est ’étude de 'ensemble :

—

¢={f € L(Mu(R)); ¥M € Mu(R) F(T(M)) =T(S(M))} .

a) Question de cours.
Donner la dimension de l'espace vectoriel £{£) lorsque & est un espace de dimension finie et
en déduire la dimension de £{M,(R)}.

b) Pourquoi la trace Tr(M) de la matrice M de T dans une base de Mn(R) ne dépend-elle
pas de cette base 7 Quelle est cette trace?

Trouver une application linéaire dont C est le noyau et en déduire que C est un espace vectoriel.

On note Sp(R) = {8 € Mn(R); S = S} et A,(R) = {A € My(R); A= —A}.

a) Btablir que : M, (R) = S, (R) & Ax(R).

b) En déduire qu'un endomorphisme f de M,(R} appartient & C si, et seulement si, les
deux sous-espaces S, (R) et A, (R) sont stables par f.

a) Déterminer les dimensions respectives de S, (IR) el A, (R).
b) En déduire 1'égalité :

2,2

1
dim(c) = D
2
a) Démontrer que l'endomorphisme 7" est diagonalisable.
b) Justifier qu'il existe des éléments f de C qui ne sont pas diagonalisables et en donner
un exemple.



Sujet S 246

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit m, et mg deux réels tels que my < mz et ¢ > 0.

Soit (Xi)xz1 (resp. (Yi)k>1) une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un méme
espace probabilisé (Q, A, P) et suivant la loi N (mj, 0?) (resp. N(ma,o?))
Pour tout entier n non nul on pose :

X =

2=

T ]_ 71
X Y, == o
Sx e T=i3n
k=1 k=1
1. A partir d'une étude graphique et sans démonstration, trouver un réel @ tel que :
P([X1za])=P(r1<a]).

2. Démontrer que pour tout ¢ > 0, il existe un réel a et un entier n, tels que :

P(X,z2a)=P(Y,<a) et P(Xp,>a)<ce¢.
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout 'exercice n désigiie un nombre entier supérieur ou égal & 2.
On note M, (R) ’ensemble des matrices carrées d'ordre n & coefficients réels, el T" 'endomorphisme
de M, (R) qui associe 4 toute matrice M de A, (R) sa transposée ‘M.

Pour tout espace vectoriel £, on note £(F) Pensemble des endomorphismes de E.
Le but de I'exercice est 1'étude de I’ensemble :
C={F € L(M(R); VA € Ma(R) F(T(4)) = T(S(N)} .

1. a} Question de cours.

Donner la dimension de l'espace vectoriel L{E) lorsque F est un espace de dimension finie et
en déduire la dimension de £{M,(R)).

dim(£(E)) = (dim(E))® et dim([l(Mn(R)))=n4.

Pourquoi la trace Tr(A) de la matrice M de T dans une base de M, (R) ne dépend-elle pas

b de cette base 7 Quelle est cette trace?

~

Deux matrices semblables ayant la méme trace, toules les matrices représentatives d'un méme
endomorphisme ont la méme trace.

En particulier, la trace de toutes les matrices représentatives de 7 est la trace de sa matrice
dans la base (F)1, E1,2,..., Fnr) des matrices élémentaires, ¢’est-a-dire , puisque sur la
diagonale de cette matrice n? — n cocfficients sont nuls et n égaux 4 1.

2. | Trouver une application linéaire dout C est le noyau ct en déduire que C est un espace vectoriel.

Pour tout f € L{M,(R)), on note :

e(f)=Tof~foT.

Sa linéarité étant {lagrante, ¢ est un endomorphisme de £(M,(R)), dont le noyau est C, qui
est par conséguent un sous-espace vectoriel de L(Mn(R)).

3. On note S, (R) = {M € Mp(R); *M = M} et A (R) = {M € M,(R); 'M = —M}

a) | Etablir que : My, (R) = S,.(R) & AL (R).

On raisonne classiquement par analysc-synthése.

Soit M € M, (R).

Supposons qu'il existe deux matrices § € S,(R} et A € A, (R) telles que M = A+ 5.
Onaalors ‘M= !5+ tA=5- A



1 1
Il en résuite que nécessairement on a: S = E(M' + tM)et A= -2-(A/I — ta).

Réciproquement si § = %(JVI + M)et A= %—(M — 'M)alors 'S=Set ‘A= —-Aet
M =5+ A d’out le résultat voulu.

En déduire qu'un endomorphisme f de A, (R} appartient & C si, et sculement si, les deux
sous-espaces S, (R) et A,{R) sont stables par f.

+ Condition suffisante
Soit f un endomorphisme laissant stables les deux sous-espaces S, (R) et A, (R).

Soit M € Mu(R), S = %(M + UM) ot A= %(M — .
FT(M)) = f(S — Ay = f(S) — f(A) = “f(S) + 'f(A)
(puisque f(S) appartient & S, (R} et f(A) & A.{R)), donc :
STy =T(f(S) + f(A)) = T(7(M))
Par conséquent f appartient a C.

» Condition nécessaire

Soit f € C.
Si § appartient & S, (R), alors {(f(S)) = T(f(S)) = fF{T(S)) = f(S) et donc :

F(S) € Sa(R) .
Si A appartient a A, (R}, alors {{f(4)) = T(f(4)) = f(T(4)} = f(—A) = —f(A) et donc :
f(A) € An(R) .

Par conséquent, les deux sous-espaces §,,{R) et A,(R) sont stables par f.

a) { Déterminer les dimensions respectives de S, (R) et A, {R).

Ces dimensions sont connues de la plupart des candidas(e)s, mais on en demandera une justi-
fication, plus ou moins détaillée, comme celle qui suit ou n’imporie quelle variante.

Toute matrice A = (a; ;) € An(R) vérifie :

A= > ai;(Eij— Ejy)

1<i<j<n

ce qui prouve que A,{R) posséde une famille génératrice de cardinal

n(n —1)
5
De méme, toute matrice 4 = (a;,;) € Sp(R) vérifie :

A= Z ai; Eii+ Z Qi j (Ei,j + E',i)

1<i<n 1<i<j<n

(n-1)
TR

Sa dimension est donc au plus égale &



1
ce qui prouve que S,(R) posséde une famille génératrice de cardinal T—IM

n{n+1)

Sa dimension est donc au plus égale & 3

Il en résulte que :

dim(Sn(R)) + dim(An(]R)) > n(nz-l- 1) + n(nz— D) =n?.
Comme dim (8, (R)) + dim{A4,(R)} = dim(S, (R) & A, (R)) < dim(5,,(R}) = n?, on en déduit
que :

dim (S, (R)) = @ ot dim(A.(R)) = @ :
24,2
b)| En déduire 'égalité :  dim(C) = w :

L'application linéaire
V: € — LISp(R) x L{A(R))
f — (f11 f2)
oll f; (resp. f2) désigne la restriction de f & Sp(R) (resp. & A,(R)) est bijective parce que
Sp(R) ot A, (R) sont supplémentaires.
Les deux espaces vectoriels C et £{S, (R)) x £{A,(R)) sont donc isomorphes, et leurs dimensions
sont égales.

11 en résulte que la dimension de € est égale &

(n(nz—i- 1))2 L (n(n2— 1))2 _ n2(n;+ 1)

a) | Démontrer que 'endomorphisme T est diagonalisable.

Comme toutes les matrices de S,(R) sont des vecteurs propres de T (associés & la valeur
propre 1) et celles de A, (R) des vecteurs propres de T (associés & la valeur propre —1), I'endo-
morphisme 7' est diagonalisable puisque la somime des dimensions de ses sous-espaces propres
est au moins égale (donc égale) & n? = dim(M,(R)).

Justifier qu’il existe des éléments f de C qui ne sont pas diagonalisables et en donner un
exemple.

b

i

Comme la dimension de S,(R) est strictement supérieure & 1 (puisque n > 2), il existe des
endomorphimes g de S,{R) qui ne sont pas diagonalisables, & partir desquels on obtient des
endomorphismes [ de C qui ne sont pas diagonalisahles en posant, par exemple :

1
FOM) = g5 (M + M)
Plus spécifiquement 'endomorphisme f de M, (R} qui associc 3 la matrice élémentaire Fy ) la

matrice Ky 2 el 4 toutes les aulres matrices élémentaires E; ; la matrice nulle appartient 4 C et
n’est pas diagonalisable (il est nilpotent d’ordre 2).
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CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soil, mq et mo deux réels tels que my < msg et o > 0.

Soit (Xx)e>1 (resp. (Yi)k>1) une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un méme
espace probabilisé et suivant la loi N'{my,0?) (resp. M(my, c?))
Pour tout entier n non nul on pose :

X, =

Sl
S|

n
ZXk et Tn:
k=1

L
Z Y.
k=1

A partir d'une étude graphique et sans démonstration, trouver un réel a tel que :

P([X1 > a]) = P([Y; <d).

Par propriétés de stabilité des lois normales, on a :
- o? _ o2
X“ — J\f(ml, -;1—) et }/,1 — N(TTL2, —n—)
Il en résulte que la courbe représentative de fo— (densité de Y,,) s’obtient par translation vers

la droite de mg —m; & partir de la courbe représentative de fx—.
Par symétrie des courbes il s’en suit que le réel a recherché est le milieu du segment [my, mg]

. my + my
solb |g = ————
2
Démontrer que pour tout ¢ > 0, il existe un réel a et un entier n, tels que :
2 PXn>a)=PTa<a) et P(Xn>a)<e.
Remargue.

Une fois constaté que le méme e que précédemment convient, I'existence d’un tel entier n
se devine graphiquement en observant que lorsque n augmente la courbe représentative de la
densité de X, devient de plus en plus "pointue" et sa queue de distribution de plus en plus
finc...

Soit @ la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
Ona:

VieR 11— &(t) = &(—1)
De plus :

™My Y, —
a

\/EX"+L>N(0,1) et VATEI™2 L Aro,1)

Il en résulte que :

POT 2 ) = P/ 2 YR T = 1= 0y S = o=




et
a— Mg

P(T; <) = Plya 22 <m0 g

o
On obtient :

P(Xn > a) = P(Ya <a) = ®(-V/a""h) = o(yn“—2)

a

et la fonction ¢ réalisant une bijection de R dans |0, 1| :

_ﬁa~m1 =\/ﬁa~m2
o a

dlon :
—(a—m1) =a—my

Bilan :

it ma
N 2

Par ailleurs, a > m; et donc d’aprés la loi faible des grands nombres on a : liT P(X,>a)=
n—r400
0.

L’existence d’un entier n vérifiant P(X,, > a) < ¢ en résulte.
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EXERCICE PRINCIPAL

Toutes les variables aléatoires introduites dans cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (@, A, P,

1. Question de cours.

Définition et propriétés des lois -y .

Dans toute la suite de Pexercice, A désigne un nombre réel strictement positif.

2. Soit I une variable aléatoire & valeurs dans |0, +oo{ et suivant la loi exponentielle de paramétre 1.

On pose : X=U-Y>,

a) Vérifier que la fonction de répartition de la variable aléatoire X est donnée par :

e Gigs0

Vz € R, Fx(x)_{ .
0 sinon

b) En déduire que X est une variable aléatoire a densité.
¢) Proposer un script Scilab de simulation de la loi de X.

3. Soit k € N*.
a} Démontrer que X posséde un moment d’ordre k si, et seulement si, & est strictement
inférieur & A, et que :

Vi<, BXY) = 1‘(1 - ;)

1
b) En déduire que, pour tout réel ¢ > X on a l'inégalité stricte :

(T(a))® <T(2a—1) .
4. Soit ¥ une variable aléatoire positive, dont la fonction de répartition Fy vérifie :

1—-Fy(z) oy, =72,

a—r 400

On considére une suite (¥, )pen+ de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi
de Y.
Enfin et pour chagque n € N*, on définit

Zy = n Y2 Sup(Yi, ..., Ya).

Exprimer la fonction de répartition de Z,, 4 'aide de celle de ¥ et en déduire que la suite (Zy)nen-
converge en loi vers la variable X de la question 2.



EXERCICE SANS PREPARATION

On considére la matrice de M3(C) :

e2iT/3 LAim/3 1
M= | otin/3 1 oZin/3

1 e2im/3  Aim/3

1. Calculer la trace et le rang de M.

2. La matrice M est-elle diagonalisable 7

Qdin/3 2in/3 1

3. Justifier que M est semblable & la matrice M’ = | g2i7/3 1 glin/3
1 GHin/3 2in/3

Sujet S 247
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.

| Définition et propriétés des lois + .

Outre une densité de la loi ¥(v), on attendait son espérance et sa variance, ainsi que la propriété
de convolution des lois .

Dans toute la suite de l'exercice, A désigne un nombre réel strictement positif.

2. Soit U une variable aléatoire a valeurs dans |0, +oo[ et suivant la loi exponentielle de paramétre 1.

Ou pose : .

Vérifier que la fonction de répartition de la variable aléatoire X est donnée par :

e~ sig >

* veeR,  Fxle)= {0 sinon

Comme X({) est inclus dans |0, +oo|, Fx(z) est nul pour z < 0.
Pour tout > 0:

Fx(z)=P(U Y <z)) = P([U 2 7)) =~

b) I En déduire que X est une variable aléatoire & densité.

La variable aléatoire X admet une densité puisque Fxy est continue sur R (la continuité a
droite e¢n 0 doit étre ¢tablie) et de classe G sur R sauf peut-étre en 0 (mais en fait de classe
C?! sur R).

c) | Proposer un script Seilab de simulation de la loi de X.

lambda=input (’ lambda=7*)
u=grand (1,1, ’exp’,1);
x=u~{(-1/lanbda)

3. Soil k € N*.

Démontrer que X posséde un moment d’ordre k si, et seulement si, & est strictement inférieur
4 A, et que:

Vk< A, BE(XK) = I"(l - ;)

Par la formule de transfert, on a, sous réserve de convergence,

+oo k_
E(X* =/ w ¥ e vdu=T(1-2).
(xH= | (t-3)



. , k
It en résulte que X posséde un moment d’ordre % si, et seulement si, 1 — 0 > 0 el que ce

momment est alors donné par la formule demandée.

1
En déduire que, pour tout réel a > 5 on a l'inégalité stricte :

(T(a))* <T(2a—1).

Lorsque A > 2, la formule de Koenig-Huygens fournit la variance de X :
V(X) = B(X?) - BH(X) = (1 - %) -r?(1- %) .

Cette variance est striclement positive, puisque X est une variable 4 densité, et par conséquent
1 2
1‘2(1 - —) < 1‘(1 - —)
A A

(P(a))2 < T(2a - 1)

c’est-a-dire

1
en posant a = 1 — X (qui est strictement supéricur 4 1/2 si, et seulement si A > 2).

. Soit Y une variable aléatoire positive, dont la fonction de répartition Fy vérifie :

1—Fy(2) .oy o M.

=t oo

On considére une suite (¥, )nen- de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi
de V.
Enfin et pour chaque n € N*, on définit

Zn = n_l/’\ Sup(yh vy Yn) .

Exprimer la fonction de répartition de Z, & l'aide de celle de Y el en déduire que la
suite (2, )nen- converge en loi vers la variable X de la question 2.

On trouve classiquement :
Fy, (z) = P[Sup(Yy,....Yu) & nl/'\:c] = (Fy{nl/)‘ac))n.

Pour z > 0, 'équivalence Inu ~ u — 1 quand u tend vers 1 entraine alors que, lorsque n tend
vers 'infini, on a :
-
x
In fy (0t a2} ~ Py (n*2) =1~ =2 —
n

A ce qui entraine que :

Dés lors, In Fy, (z) tend vers —z—
“_l>n$m Fg (z) = Fx{z).

Comme de plus Fz, {z) = Fx(z) = 0 pour tout z < 0, on en déduit que la suite (Z,}hen-
converge en loi vers X.
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CORRICGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Q2imf3  otin/3

On considére la matrice de M3(C) : M = {e®/3 1
1 e‘21'1'r/3

e2i7/3
o7 /3

1. | Calculer la trace et le rang de M.

e La trace de M est nulle puisque :

14 e2in/3 L hin/3 g

e Le rang de M est égal & 1 parce que les colonnes (ou les lignes) de M sont colinéaires.

2. | La matrice M est-clle diagonalisable ?

|

Comme le rang de M est égal a 1, 0 est une valeur propre de M et la dimension du sous-espace

propre associé égale a 2,

La trace de M étant nulle, 0 est la seule valeur propre de M.?

Il en résulte que M n’est pas diagonalisable.

e4m/3 a2im/3

3. | Justifier que M est scmblable & la matrice M* = { ¢27/2 1

1

e4i‘rr/3

1
efli'rr/B
G2i/3

Soit. B = (&1, €2, ea) la base canonique de ©? et B = (e}, eh, ¢4} = (ea, en, e1).

Alors :

o f(e']) = f(e3) = e1 + &2/ 3¢y + 4 3ey = €117/3¢/1 - 27/3ef 4 €3
" f(efg) — f(ez) — ealivr/:iel +eq + e21211'/383 — aZin/3,7] 4 612 +e4iw/3613
o [(e'3) = f(e1) = e¥7/3¢; + etiml3ey + eg = &) + /3l + ¢y + &3/ %3

et par conséquent : Matp (f) = M’ .

Représentant le méme endomorphisme dans les deux bases B et B, les deux matrices M et M’

sont semblables.

1. Dans une base obtenue en complétant une base du noyau de €3 de l'endomorphisme f canoniquement assccié

4 M, la matrice de f est triangulaire et de trace nulle.



Sujet S 248

EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours : égalité et inégalités des accroissements finis.
b} Justifier, pour tout =z < 0, I'inégalité : [e* — 1] < |z] .

wf2
2. Justifier la convergence absolue de 'intégrale f In(sin ) dt .
0

w2
On note f la fonction définie par:  f(z) = / sin®(¢) dt .
0

3. a) Déterminer le domaine de définition D)y de f et justifier que [ est monotone.
b} Justifier, pour tout = € Dy, I'égalité :

x+2
= 2} .
fy=" g /flat2)
4, a) Etablir, pour tout (z,y) € ]Rf,_z, l'inégalité :

'rr/Z
1F(2) — F)| < |z -yl fﬂ | In(sint)| dt .

b) Démontrer que f est continue.
¢) Trouver la limite et un équivalent simple de f(x) quand 2 — —1, .

5. a) Justifier, pour tout n € N*, 'inégalité :
1 1
fln) < Tn + ) cos™ (== n) .

b) En déduire la limite de f{z) quand z tend vers l'infini.



EXERCICE SANS PREPARATION

On considére la fonction Seilab suivante :

function f=bn{N,n,p)
X=grand(N,n, ‘geom’,p);
k=0;
for i=1: N

Y=sum{X(i,:))

if Y>=n/p then k=k+1;

end
end
f=k/N
endfunction

Sujet 5 248

1. De quel nombre réel bn{V, 1,0.4) fournit-il une valeur approchée lorsque N est grand?

2. Donner une valeur approximative de bn(10000, 10000, 0.4).
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

L a) | Question de cours ; ¢galité et inégalités des accroissements finis.

¢ Si f est continue sur un segment [a, b} et dérivable sur ]a, b, alors il existe ¢ €]a, b[ Lel que :

& Si f est dérivable sur un intervalle 7 el si sa dérivée vérifie 'encadrement m < f' < M,
alors :

V(a,b)el?, a<b =mb-—a) < ft)-fla)<Mb-a).

e Si f est dérivable sur un intervalle I et si sa dérivée vérifie 'inégalité |f/| < k, alors :

Via,b) € 1%, |f(b) - fla)| < klb—al.

b) I Justifier, pour tout < 0, U'inégalité :  |e¥ — 1| < |z .

11 suffit d'appliquer la deuxiéme inégalité des accroissements finis (QC) a la fonction exp sur
Vintervalle 7 = R_, dont la valeur absolue de la dérivée est majorée par k= 1.

w/2
2. | Justifier la convergence ahsolue de Vintégrale j In(sin &) dt .
o

La fouction ¢ — In(sint} est continue et négative sur |0, 7| et
In(sint) = In{t + o(t}) = In(t} + In(1 + 0(1)) = In{t) + 1) razln(t)

x

2 2
Or / ln(t) dt converge done par comparaison ] In(sint)dé est convergente.
0 0

mi2
On note f la fonction définie par : | f{z) = f sin®(¢) dt | .
0

3. a)| Déterminer le domaine de définition D; de f et justifier que f est monotone.
!
Soit z € R.
. 0,Z] - R* . T
La fonction ¢ : { 1 z] o sin®(1) = e Inlsin) est continue sur ]0, 5]

Fd

z
Comme (1) ot ", l'intégrale / sin™(t) dt converge si, et seulement si, z > —1.
0

Par conséquent, f est définie sur | Dy =]-1,400] |




8i ~1 < z <y, alors, pour tout £ €]0, 7/2], sin®(¢) > sin¥(f) et par constquent :

w/2 w2
/ sin®(¢) dt = f sin? (¢) d¢ .
o o)

La fonction f est donc décroissante.

T+ 2

b) [ Justifier, pour toul = € Dy, I'égalité :  f(z} = 1
©

Flz+2).

flo+2)= -/OE sin? (¢} sin®(¢) d¢

= f% (1 — cos®(t)) sin™(t) di

bl

= f(z) — /2 costsin®(t)Tcosty di
Jo
sin®+1(t) 3 T antie) ,
= f(.’,l’,‘) - [“W COs t}o +£ 1—+1-“ (* 81 t) dt

1
= f(z) — mf(r::Jr 2)

Dlou

x4+ 2
z+1

fle) = flz+2)-

Etablir, pour tout (z,y) € ]R“_;_z, l'inégalité :

nf2
(@) — F@)l < le— 1] /D I n(sin )| dt .

Soit (z,y) € ]Rj_Q.
Pour tout ¢ £]0,#/2], on a :

[ sin®(£) — sin¥(t)] = [sin™n (=3 (1)) |sinl® VI (g) — 1] < gle-vhinGint) _q) < |z — y||In{sint)]
d’aprés 1b, puisque In(sint) < 0.

Il en résulte, par intégration entre 0 et /2 (possible grace au résultat de la question 2) que :

w/2
F@)— FW)l < le -yl jo | n(sin &)[ i |

b) l Démontrer que f est continue.

La majoration précédente entrafne la continuité de f sur R% et la formule démontrée en 3.b
de Pétendre & Dy,



c) ﬁ‘rouver la limite et un équivalent simple de f(z) quand z — -1, .

Par continuité de f au point 1, on trouve

d’oit

/2
mli\nglf(m +2) = f(1) :‘/0 sin{t) di =1

11_)111_11]'(:5) =+4oo et
1
flz) Eodiang
Justifier, pour tout n € N*, 'inégalité :
1 Fie 1

Par la relation de Chasles

tend vers 0 quand m tend vers linfini, puisque son logarithme néperien, équivalent & ———
G4 puisq

o 3 -
= f " sin™(t) d¢ +f sin®{f)dt < f v sin® (g -
0 1 0

& _

2 \/*3"

f(n) < T sinm (2

Ce )t o ==ty
2T TR T |V 8

b) | En déduire la limite de f{z} quand = tend vers l'infini.

1 1 1 n
cos™ (%) =(1- s+ 0(;?7/5))

tend vers —oc.
1l en résulte que la suite de terme général f(n) converge vers 0, ct, comme f est décroissante,
que :

lim f(z)=0].

r—3+to0

nl/3

2

¥
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CORRIGE DE I'EXERCICE SANS PREPARATION

On considére la fonction Scilab suivante :

function f=bn(N,n,p)
X=grand(lN,n, ’geom’,p); // simulation de N fois n var iid G(p)
k=0;
for i=1: N

Y=sum(X(i,:)) //simulation de la somme de n var iid G(p)

if Y>=n/p then k=k+l;

end

end
f=k/N // fr\'{e}quence des simulations au moins \’{e}gales \‘{a} n/p
endfunction

1. | De quel nombre réel bn(N, 1,0.4) fournit-il une valeur approchée lorsque N est grand ? /I

Pour chaque valeur de ¢, Y est une simnulation d’une variable de Bernoulli dent le paramétre
est égal & :

“+o0
P([g(0.1) > -(5—4]) = P([G(04) = 3]) = ;M % (1—0,4)¥"1 = 0.6% = 0.36

Par la loi des grands nombres, én(N,1,0.4) sera done proche de 0.38 pour les grandes valeurs
de N.

2. |Donner une valeur approximative de bn(10000, 10000, 0.4). I

La loi de la somme de i = 10000 variables aléatoires indépendantes de loi G(p = 0.4) coincide
presque exactement avec la loi normale de méme espérance (n/p = 25000) et de méme variance
n(l — p)/p? = 37500, dont la probabilité qu’elle excéde son espérance est égale a 1 /2.

Une valeur approximative de bn(10000, 10000, 0.4) est donc 0.5.
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EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.

Enoncer le théoréme de transfert pour les variables aléatoires discrétes.

o , % 1~ (cost)”?
2. a) Pour n € N*, justifier la convergence de U'intégrale I, = — Qe dt et montrer
0
qu’elle est strictement positive.

N . +9° 1 — cos(st) .
b} Pour s € IR, justifier la convergence de 'intégrale f —————=dt et exprimer sa

2
0
valeur en fonction de I et de |s|.

2
3. a) Pour n € IN*, montrer & 'aide du changement de variable ¢ = ¢ -E, 1a convergence de
T

oo 1 — (cosd%‘ )n
Iintégrale J,, = ————+———du et déterminer une relation entre J,, et I,.
0 U\/a

b} Etablir, pour tout {n,u) € N*x]0, 1], 'inégalité :

21’.&" Tt
1— (cosﬁ%ﬂ) <

U .

¢) Démontrer que la suite (J,)nen+ st bornée.

Dans la suite de ’exercice, on considére une suite (X, )nen- de variables aléatoires définies sur
un espace probahbilisé (£, 4, P) et & valeurs dans {1, 1}, qui sont mutuellement indépendantes
et telles que :

Vn € N*, P(Xn=1)=P(Xn=_l)=%.

n
Pour tout n € N*, on pose : Sy, = ¥ Xi.
k=1

4, a) Montrer que pour tout n € N*, B{cos(¢ S,)) = (cost)™.
b) En utilisant les formules trouvées en 2.b et 3.a, exprimer F(|Sy,|) en fonction de I, et de

I.

5. En déduire I'existence d’un réel positif M tel que pour tout n € N*, E(|Sy|) < M /n.
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EXERCICE SANS PREPARATION

On note M, (IR) 'espace vectoriel des matrices carrées de taille n x n.

Soit A € M, (IR) et soit w4 : M € Mu(R) — AM.

1. Démontrer que A et ¢4 ont le méme spectre.

2. Comparer, pour chacune de leurs valeurs propres communes, les dimensions des sous-espaces
propres correspondants de A et ¢ 4.
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CORRIGE DE L’EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.

|Enoncer le théoréme de transfert pour les variables aléatoires discrétes.

Soit X est une variable aléatoire réelle discréte définie sur £} et f est une application définie
sur X () et 4 valeurs dans R.
Alors f(X) est une variable aléatoire réelle discréte et si X(§2) est infini, f{X) admel une

espérance si et seulement si la série >~ f(z)P(X = z) est absolument convergente.
2€X ()

Dans le cas ot f{X) admet une espérance, on a 'égalité :

E(f(X)= ) J@PX=2).

z€X(Q)
—_— . 01— {cost)™
2 a) Pour n € N~, justifier la convergence de lintégrale [,, = f —t2-——dt et montrer
' 0
que I, > 0.
. 1 — (cost)™ .
e D’application f,, : £ — % est continue sur R}

, £ t*
» Au voisinage de 0, (cost)” = (1 — 7+ o(th)" = 1 - no + o(t?) donc fu(t) = & +
o{1}; Papplication f, est don¢ prolongeable par continuité en 0 ce qui assure la convergence de

1
l'intégrale / fn(t) dt.
0 +o0
e La convergence de l'intégrale / Fn(t) dt résulte par exemple du fait que pour tout ¢ > 1,
1

2

0< folt) € 5+

=k

Comme la fonction f,, est continue sur R%, & valeurs dans R*, et différente de la fonction nulle,

+oo
son intégrale donc [, = f fn(t)dt est strictement positive.
0

L . +2 1 — cos(st) .
b) Pour s € IR, justifier la convergence de l'intégrale ] —————=dt et exprimer sa valeur en

0 t2

fonction de I; et de |s|.

® 5i s > 0, l'application ¢ : R3 — IR}, v — su est bijective, strictement croissante et de
classe C! donc le changement de variable ¢ = su dans l'intégrale convergente I; conduit 4 une
intégrale convergente qui lui est égale.

+oo 1
I =f 1 cos(su)sdu
0

5292

On en déduit que



+° 1 — cos{su)

3 du est convergente et égale 4 sf;.

et par conséquent que /
il u

1 — cos(su)

e Par parité de la fonction cosinus, on en déduit que pour tout s € R*, u— est

u?
+00
s 1 —co
d'intégrale convergente sur R et que / —mSEu—) du = [s| 1.
0 U

s Le résultat précédent reste vrai pour s = 0 car les deux membres existent et valent alors 0

2u

Pour n € N7, , montrer & l'aide du changement de variable { = , la convergence de

d w01 (con /2"
Vintégrale J,, = / Tdu et déterminer une relation entre J, et I,.
L

o]

Sin € N*, lapplication ¢ : RL — R, u w‘gﬁ"* est de classe ', strictement croissante et

bijective, donc le changement de variable ¢ = /2% dans l'intégrale convergente I, conduit & une
intéprale convergente qui lui est égale.

roo 1~ fcos/2)" 7
Onadonc [, = / T = 2. v Jn |, et, en particulier, la convergence

de l'intégrale .J,,.

n

<u.

b) | Montrer que pour tout {n,u) € N*x|0, 1], |1 — (cos |/ 22}

L’application g : [0,1] = R, 1+ g(u) = (cos \/—n’ﬁ) est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0,1]
et pour tout u €]0, 1],

!f’(’u)—ﬂ\/ig\l/—( Slll\/%)(cos %u)"‘l: Sm\/_ \/E n-1

Or, d’aprés I'inégalité des accroissements finis, puisque la dérivée de la fonction sin est
bornée par 1, on a pour tout ¢ € R, |sint| < |¢].
On en déduit que pour tout u €]0,1], |¢'()| £ 1 et, toujours par inégalité des accroissements

finis
{21\ n
1— (cos —T—]—)

= {g(0) —g(u)| < |u] .

¢) | Démontrer que la suite (J,),en+ est bornée.

Pour tout n € N*, on a:

1|1 = {cos / 2)7| +oo |1 — {cos Qﬁnl
s [l R, et R
0 1

1 l +oc 2
du < —d ——du=25.
it “—[)ﬁ“+/1 a



Dans la suite de 1'exercice, on considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires définies sur
un espace probabilisé (£, A4, P) et 4 valeurs dans {1, 1}, qui sont mutuellement indépendantes
et telles que :

Vn e N7, P(anl)zp(Xu:_l)=%‘

n
Pour tout n € N*, on pose : 5, = ZXk.
k=1

4. a}| Montrer que pour tout n € N*, E(cos(¢ S,,)) = (cost)™.

On montre la propriété par récurrence sur n.
La propriété est vraie pour n = 1 car cos{t S1) est la variable certaine égale & cost.

On suppose ensuite la propriété vraie a 'ordre n.
Vu que cos{t Spa1) = cos(t 8n) cos(t Xpp1 ) —sint Sy) sin(t X,41) et que les variables Sy, et X4
sont indépendantes, on a :
Efcos(t Spy1)) = E(cos(t Sn))E(cos(t Xna1)) — Esin(t 8,)) E(sin(t Xn.p1))
= {cost)"cost — E(sin(t 5,))E(sin(t Xn+1))

1 1
De plus E(sin(t Xn41)} = gsini+ 3 sin{—{) = 0 donc E{cos(t Sy41t)) = (cost)™+L.

b) [En utilisant les formules trouvées en 2.b et 3.a, exprimer E([Sy|) en fonction de I, et de I;.

D’aprés la question 2.b) et la formule de transfert, on a :
1 11— cossu
E(Sal}= > P(S.=s) I_lfo v
SESL {1}

Par linéarité de l'intégrale sur 'espace vectoriel des fonctions d’intégrale convergente sur R il
vient :

1 [te 1— cossu
Bis:) = [ | T P =9 |

SESW (D)
d’cl en utilisant 37 P(S, = s} = 1 et & nouveau la formule de transfert :
sESL(Q)
1 %1 — E(cos Spu)
Bsa) = 7 [ gy

1 71~ (cosu)® I
solt, compte-tenu de la question précédente, E(|S,|) = T ] L{;su_)_du = Y’i -

1.Jo u 1

5. !En déduire P'existence d'un réel positif M tel que pour tout n € N*, E(|S5,]) < M/, |

5
22 1,

JIn
D’aprés 3.a), on a E(|S,|) = —=—+/n et d'aprés 3.b), E
p ) (ISnl) 2\/5[1\/_ p ) B(

Sal) < M y/m, pour M =
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CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

On note M, {R) 'espace vectoriel des matrices carrées de taille n x n.
Sait A € Mp(R) et soit pa 1 M € Mu(R)— AM.

1. [Comparer les spectres de A et ¢ 4.

1l faut commencer par souligner que ¢4 est bien un endomorphisme. Nous allons montrer que
si A est une valeur propre de A, alors c'est aussi une valeur propre de ¢, ; et que si p est une
valeur propre de ¢4, c’est aussi une valeur propre de A.

» 5'il existe v non nul tel que Av = Av, alors My = [v... 4] est une matrice non nulle et telle

que pal{My) = [Av... Av] = Alv...v] = AM,.

¢ 5'il existe une matrice M = [m; ...m,] non nulle telle que AM = (M) = puM, alors 'un
des m; est un vecteur non nul et vérifiant Am; = m,.

Comparer, pour chacune de leurs valeurs propres communes, les dimensions des sous-espaces
propres de A et pa.

Soit A une valeur propre de A et 4.

L’application de E\,{A)" dans E, (v .) qui associe 3 tout n-uplet (vy, ..., v,) de vecteurs-colonnes
de E\{A) la matrice [v ... v,] est un isomorphisme.

La dimension de Ey(p4) est donc égale & n fois la dimension de Ey(A4).
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EEXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Si H est un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien F', rappeler la définition de la projection
orthogonale py sur H et, pour x € F, donner la caractérisation de pg(x) par minimisation
d’une norme.

Dans la suite de I’exercice, on considére deux espaces euclidiens E et F' de dimensions supé-
rieures ou égales & 2. Le produit scalaire sur ' est noté (|} et la norme associée || ||.

Soit f une application linéaire de F dans F et v un vecteur de F.

2. a) Justifier Pexistence d'un vecteur zq de F tel que : ||f{ze) —v|| = Elelg [1f{=) — .

Dans la suite, un tel vecteur zg sera appelé une pscudo-solution de Péquation f(z) = v.
b) Moutrer que si f est injective, 'équation f(z) = v admet une unique pseudo-solution.
3. Soit B et € deux bases orthonormales de E et F respectivement. On appelle A la matrice de f
dans les bases B et C et V' la matrice de v dans C.

a) Montrer que zy cst pscudo-solution de Péguation f(x) = v si et seulement si pour tout z
de £, (f(z}|f(zo) —v) = 0.

b) Soit zy un vecteur de E et Xy la matrice de zg dans la base B. Montrer que zy est
pseudo-solution de f{z) = v si, et seulement si, : “AAXy = tAV.

¢) Dans cette question on suppose que £ = F = R?® qu’on munit du produit scalaire usuel.

1 1 1
On suppose que la matrice de f dans la base canonique de R? est A = 1 =1 3 | etcelle
1 1 1
1
devest V=1 0 |.Déterminer les pseudo-solutions de f(z) = .
0
4, Soit nun entler supérieur ouégala2et e = (a1,...,a,), 0 ={b1, ...,y ) et e={c1, ..., ¢,) trois
T

vecteurs de R™. On souhaite déterminer deux réels A et u tels que la somme 3 (Aay + pby —cx)?
k=1
soit minimale.
a) Montrer que ce probléme équivaut & la recherche des pseudo-solutions d’une équation f{z) = v
ol f est un élément de L{IR? RR™). Préciser le vecteur v et donner la matrice de f dans les
bases canoniques de R? et R™.

b} A quelle condition sur a et b 'application f est-elle injective ?

c) Lorsque cette condition est réalisée, donner la solution du probléme posé en exprimant
A et u 4 Paide de produitls scalaires dans R™.
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EXERCICE SANS PREPARATION

+ o0
1. Pour tout n € N*, justifier la convergence et donuer la valeur de 'intégrale f 2" lem g
0

n +oo
2. Trouver la limite quand n tend vers l'infini de 5 / a2 e g
{n—1)! (n+vn)/2



Sujet S 258

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Si H est un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien F, rappeler la définition de la projection
orthogonale py sur H et, pour z € F, donner la caractérisation de py(x) par minimisation
d’une norme.

On sait que H L est un sous-espace vectoriel de F qui est un supplémentaire de H dans F et
par définition, pg est lo projectenr de I qui a pour image H et pour noyau .

On a pour tout vecteur y de H, [ly—x| > ||pu{x) — =} avec égalité si et seulement si y = py ()

donc pg(z) est 'unique vecteur z de H tel que ||z — z| = Hél}} [y — =i
v

Dans la suite de Pexercice, on considére deux cspaces euclidiens E et I' de dimensions supé-
rieures ou égales 4 2. Le produit scalaire sur £ est noté (|) et la norme associée || ||.

Soit f une application linéaire de £ dans F' et v un vecteur de F\

Justifier I'existence d’un vecteur zq de E tel que : [|f(zg) — v|l = melg | F(x) — .
&

a)

Dans la suite, un tel vecteur zy sera appelé une pseudo-solution de 'équation f(x) = v.
pp

Notons w le projeté orthogonal de v sur Im f. Alors w € Im f done il existe zp € E tel
que w = f(xg) ot d’aprés la question de cours, |lw — v| = n%inf ||z — v, autrement dit
zelm

I£wo) o] = min 1 7(a) ~ v

b) | Montrer que si f est injective, '¢quation f(z) = v adimet une unique pseudo-solution.

L'existence d'une pscudo-solution de f(z) = v a été justifiée en 2a.

Par ailleurs, d’aprés le rappel de cours, si zp € E, zp est pseudo-solution de f(x) = v si, et
seulement si, f(xp) est égal au projeté orthogonal w de v sur Im f.

Si f est injective, alors I'élément w = pym ¢ (v) de Im f posséde un unique antécédent par f, ce

qui établit I"unicité d'une pseudo-solution de f{z) = v.

. Soit B ¢t € deux bases orthonormales de £ et F respectivement. On appelle A la matrice de f
dans les bases B et C et V la matrice de v dans C.

o
B

B, (f(x)|f{zo) —v) = 0.

Montrer que zg cst pseudo-solution de 'équation f(z) = v si et seulement si pour tout x de




Le vecteur zg de E est pseudo-sclution de f(x) = v si et seulement si f(z¢) = pim (v} ce qui
équivaut & f(zo) € Im f et v — f(zq) € (Im f)! soit encore & ¥y € Im £, {y|lv — f(zo)) =0 et
finalement 4 ¥z € E, (f(z)jv — f(xo)) =

=3
~

solution de f(z) = v si, et seulement si, : ‘44X, = 'AV.

Soit zg un vecteur de F et Xg la matrice de xp dans la base B. Montrer que xg est pseudo-

Six € FE a pour matrice X dans la base B, la matrice de f{x) dans la base C est égale & AX
et, vu que la base C est orthonormée, on a :

(f(2)|flzo) — v) = (AX)(AXo - V) = X(*AAX, - 'AV)

Notons « le vecteur de E dont la matrice dans la base B est égale a tAA X, — TAV.
Alors {f(z)|f(zo) — v) est égal au produit scalaire dans E entre z et a.

Dans ces conditions, zg est pseudo solution de f(x)} = v si et seulement si o est orthogonal &
tout vecteur de E ce qui équivaut a dire que « est le vecteur nul de £ ou encore

TAAX, - AV =0 .

Dans cette question on suppose que £ = F = R? qu’on munit du produit scalaire usuel. On

1 1 1
suppose que la matrice de f dans la base canonique de R¥ est A= | 1 —1 3 | et celle
c) 1 1 1
1
devest V= | 0 |.Déterminer les pseudo-solutions de f(z) = u.
0
3 1 5 1
AA=11 3 —1 letiAV=| 1
5 -1 1 1
1
On trouve que les pseudo-solutions de f(z) = v sont les vecteurs de la forme (Z - 2z, 1 + z, z)
avee z € R.
. Soit n un entier supérieur ou égald 2 et a = (ay,...,ax), b= (b1, ..., by) et ¢ = {c1,..., ¢n) trois
T

vecteurs de R, On souhaite déterminer detix réels A et p tels que la sormme Y (Aag + pby — o )?
k=1
soit minimale.

bases canoniques de R? et R™.

Montrer que ce probléme équivaut 4 la reclhierche des pscudo-solutions d’une équation f(z) =
a)| ot f est un élément de L{IR?,IR™). Préciser le vecteur v et donner la matrice de [ dans les

5i on munit R™ du produit scalaire usuel, E (Aak + uby — cx)? = |Aa+ b — ¢|* ce qui nous
conduit & définir f € L{R?, R") tel que V()\ ,u,) e R?, F(\, 1) = Aa + ub.

Le probléme posé revient alors & chercher les pseudo-solutions de f(z) = v avec v =¢.



23] bl
La matrice de f dans les bases canoniques de R? et IR™ est A4 =

an by

b) | A quelle condition sur « et & 'application f est-elle injective ?

J est injective si et seulement si (a, #) est une famille libre.

Lorsque cette condition est réalisée, donner la solution du probléme posé en exprimant A et
4 & l'aide de produits scalaires dans R™.

gl
S~

wa=( il G ) e =Gl )

La solution du probléme posé est alors

@bl = @Bl Gl = (alb)ald) |
e T ey N A T
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CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

+oo
1. | Pour toul n € IN*, justifier la convergence et donner la valeur de I'intégrale f 2" le™ % dg
0

oo 1 [t F(n) {n-1)
-1 -2 _ n—1_—t 34 _ — LA
./0 2" le™ 2 qp = 5 thTreThHdt = o = om
" +co
2. | Trouver la limite quand n tend vers l'infini de — f s
(n=1! Josymye

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi y(1).

gn f+w . 2 d 1 /+DO o1 t.d P([S \/_])
e T e dr = — t" et dt = n >N+ N
(TL - l)l (n+7)/2 (n - 1)! n+/n

T n
ou S, = Z Xz puisque, par la propriété de convolution des lois «y, 1a variable aléatoire 5, = E X
k=1 k=1
suit la loi y(n).

. . .. . Sﬂ — 7N 1 +eo —t2/2
Par le théoréme-limite central, lim P([ 1) = —= e dt =1 - (1)
n—++oo \/f.r_? 21 Ji

oll & désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
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EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Rappeler la définition de la partie entidre |x]| d’un nombre réel 2. Donner l'allure du graphe
de la fonction partie entiére et en indiquer les principales propriétés.

2. Soit z > 0.
a) Justifier que si z = M x 10™ avec 1 < M < 10 et n € Z, alors nécessairement :
Inz
n= el

b) En déduire qu'il existe un unique couple (M(z), k(z)) € [1,10[xZ tel que :
z = Mz) x 108}

Le nombre réel M(x) est appelé la mantisse de = et sa partie entid¢re, notée C(z), le premier chiffre
significatif de z.

Par exemple, la mantisse et le premier chiffre significatif de 0,0351 sont respectivernent égaux a 3,51
et 3; ceux de 6492,253 sont 6,492253 et 6.

3. On appelle loi de Benford la loi de B = 10Y, ot U suit une loi uniforme sur [0, 1[.
a) Montrer que cette loi admet une densité, que I'on calculera.
b) Déterminer 'espérance de cette loi.
¢) Déterminer la ol de la variable aléatoire | B| lorsque B suit la loi de Benford.

4. On considére maintenant un entier ky € Z et une variable aléatoire ¥ de loi uniforme sur ]0, 10%°[.
Tdentifier les lois de M(Y) et de C(Y).

5. On considére le code Scilab suivant, qui crée ’image de droite.

0.12

0.1

n = 10°5;
M = 10*rand(1,n); 007§
¢ = floor(M./10. floor(log{M)/L1og(10}));
H = tabul{C); 5
bar(H(:,1},H(:,2)/n); o

a) Expliquer la signification du code et ce qu'il illustre.
b) Expliquer comment on pourrait modifier le code précédent pour calculer des réalisations
de M(B) et de C(B).
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit F = R3[X] l'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 3.

On note H le sous-espace vectoriel de £ engendré par les trois polyndmes (X — 1)(X — 2}(X — 4),
(X — DX =-3)(X —4) et (X —2)(X - 3)(X ~ 4).

1. a) Justifier que H est un hyperplan de E.
b) Trouver une forme linéaire dont le noyan est égal & H. Est-elle unique ?

2. On considére le produit scalaire sur £ défini par :
V(PQ)e B < PQ>=P(LQ(L)+ P(2)Q(2) + P(3)Q(3) + P(9)Q(4) .

Calculer, pour tout polynéme P € E, la projection orthogonale de P sur H+.



Sujet S 261

CORRIGE DE I’EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Rappeler la définition de la partie entiére |z| d’un nombre réel . Donner l'allure du graphe
de la fonction partie entiére et en indiquer les principales propriétés.

La partie entiére de = est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a4 z. Elle est done

caractérisée par ;
lz] € Z
l[z] <2< |z|+1

La fonction partie entiére est croissante au sens large, continue 4 droite sur R et continue en
tout point non entier.

2. Soit = > 0.

Justifier que si 2 = M x 10" avec | < M < 10 et n € Z, alors nécessairement :

a) ~ Inz )
n_l'lnlOJ

Comme x = M x 10™, on a les équivalences

]
1§Mkﬂ0¢¢ﬂwgm<ww4¢¢n§T%%<n+1
n

, " Inz , .
ce qui entraine P'égalité n = [mj, puisque n est entier.
n

En déduire qu’il existe un unique couple {M(x), k(z)) € [1,10[xZ tel que :

b) @ = M(z) x 108=)

La question précédente peut &tre considérée comme le début d'une analyse, dont la fin (le calcul
de M en fonction de x) est immédiate et la synthése facile.

3. On appelle loi de Benford la loi de B = 10Y, ot U suit une loi uniforme sur [0, 1],

a) | Montrer que cette loi admet une densité, que l'on calculera.

On caleule tout d’abord la fonction de répartition : pour z € [1,10],

In(z) Inz

111(10)) T In10’

F(z) = P(10Y <z) = P(U <

et F vaut 0 avant 1 et 1 aprés 10. Cette fonction F est continue sur R d’une part, C! sur R
privé de 0 et 1 d'autre part, ce qui prouve que B admet une densité f, obtenue par dérivation



(1a ou celle-ci est possible) :

il<az<
. zln 10 silsz <10
fz) =
0 sinon
b} | Déterminer ’espérance de cette loi.
Par théoréme de transfert,
v o 9
E(B)=E|10Y| = = /= 3,91,
(5) [ ] /1 x.ﬁ:lnlodw In10 '

c) I Déterminer la loi de la variable aléatoire | B| lorsque B suit la loi de Benford.

La variable aléatoire | B| prend ses valeurs dans {1,2,...,9} : pour j dans cet ensemble,

3+1
P(1Bl =5} =P(Bcljj+ 1[):f mhf G de = lnlm(ln(j+ 1) ~ In(3)) .

. On considére maintenant un entier kp € Z et une variable aléatoire ¥ de loi uniforme sur |0, 10%[.

|Identiﬁer les lois de M(Y') et de C(Y). I

On note tout d’abord que M(Y) prend ses valeurs dans [1, 0] et C{Y) dans {1,2,...,9}.

On considére le systéme complet des événements A, = [10%~! < ¥V < 10%] pour les entiers
relatifs & < k.

On obtient, pour tout = € [1,10[:

ko ko
PMY)<z)= Y PAnME)<a])= 3 P(0*' <Y <o x 10571))
k=—00 k= —00
ka k—1 ko
_ {z—1)10°1  {z—1) e 1
B Z 10%0 T 10ke Z 10
k=00 k=—o00
('T - 1) ko—1 i rz—1 1
= 10kt 31070 = S
ko —
10 = 10 1-1/10
_z—1
9

La variable aléatoire M(Y") suit donc la loi uniforme sur [1,10][.

Oun en déduit que pour 7 € {1,2,...,9},
. .. 1
P(E(Y) = ) = P(M(Y) € [ig +1]) = 3,

¢'est-a-dire que C(Y") suit la loi uniforme sur {1,2,...,9}.



5. On considére le code Scilab suivant, qui crée 'image de droite.

0.12

0.08

N = 10°5;
Y = 10*rand(1 ,N) H 007 ]
C = floor(Y./10."floor(log(Y)/log(10))); e
H = tabul{C); bk
bar(H(:,1),H{:,2)/n); b
0]

1 2 3 4 5 5 T & 2
a) | Expliquer la signification du code et ce qu'il illustre.
La ligne 2 simule N = 10° variables aléatoires ¥7,...,Yy indépendantes et identiquement

distribuées selon la loi uniforme sur {0, 10].
Laligne 3 extrait les mantisses Y. /10. " floor (1og(Y) /1log{10)) de ces N nombres, desquelles
on prend ensuite les parties entiéres pour avoir les premiers chiffres significatifs.

Exemple (N=5)

--> Y = 10*rand(1,5)

Y = 9.1847078 0,4373343 4.8185089 2,639556 4,1481037
--> £ = floor(Y./10. floor (log(Y)/log(10)))

¢ =9, 4, 4, 2. 4,

La ligne 4 regroupe les Y; par valeurs distinctes et calcule les effectifs associés.

Exemple (suite)
--> H = tabul{(C)
H = 9. 1.
4. 3.
2. 1.

La ligne 5 trace le diagramme en batons de la distribution empirique des Y;.
Le diagramme confirme P'uniformité de la distribution de C(Y) (dans le cas oi ko = 1).

Expliquer comment on pourrait modifier le code précédent pour calculer des réalisations de

b C(B) et M(B), puis représenter graphiquement leurs distributions.

~

Pour calculer C(B) : remplacer le * par un ~ dans la ligne 2; pour calculer M(B) : omettre le
floor le plus externe dans la ligne 3.

Pour la loi de C{B} : aucun changement, un diagramme avec tabul convient trés bien.

Pour M(Y) dont la loi posséde une densité sur [1,10[, on peut générer un grand nombre de
réalisations et construire un histogramme avec suffisamment de classes avec histplot, qui
ressemblera 4 un histogramme uniforme.
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CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit £ = R3[X] lespace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 3.

On note H le sous-espace vectoriel de £ engendré par les trois polynomes (X — 1H{X — 2}(X — 4},
(X — DX -3)(X —4)et (X —2)(X —3)}(X —4).

1. a) i Justifier que H est un hyperplan de E.

Le sous-espace vectoriel H est un hyperplan puisque c’est un sous-espace vectoriel de dimension
3=4-1de E, car les trois polynémes (X — I1}{X — 2)(X — 4}, (X — 1)(X — 3)(X — 4) et
(X — 2}{(X — 3)(X — 4) sont linéairement indépendants.

b) I Trouver une forme linéaire dont le noyau est égal & H. Est-elle unique ?

La forme linéaire ¢ : P — P(4) admet H pour noyau. Les formes linéaires admettant le méme
noyau que ¢ sont les multiples non nuls de ¢.

2. On considére le produit scalaire sur £ défini par :

¥(P.Q) € E?, < PQ>=P(1)Q(1)+ P(2)Q(2) + PB)Q(3) + P(4)Q(4) .

| Calculer, pour tout polynéme P ¢ E, la projection orthogonale de P sur H+. |

Le polynéme L = {X — 1)(X — 2)(X — 3) étant orthogonal & H, la projection orthogonale de
Psur A est

<LP> _ LAPH) . P
S iy A 7 Tr R

(X - 1)(X - 2)(X —3)



Sujet S 266

EXERCICE PRINCIPAL

Seit p un nombre entier supérieur ou égal & 2 et (ay,az,...,a;) un élément de R avec g, # 0.

On note i le R-espace vectoriel des suites réelles u = (uy)nen+ et Up Pensemble des suites réelles
u € U qui vérifient, :

V€ NY, tnyp = 01Unqp_1 + G2Ungp_z + - + Qpln .

1. a) Question de cours : rappeler la définition d’une application bijective,

b} Soit H I'application de U, dans R¥ qui associe & toute suite (un)nen+ € U, le p-uplet (ur,ua, . ..

Justifier que H est une bijection de i, sur R?,

2, a) Montrer que U4, est un R-espace vectoriel et trouver sa dimension.
b) Trouver une base de Pespace vectoriel des suites u € I qui vérifient :

¥ € NY, unyp = upn .
3. Soit d l'endomorphisme de i, défini par :
Vi = (Un)nens €Up, d(u) = (Unt1)nen: .

Soit u = (un)nen+ une suite de U,
On admet sans démonstration que l'ensemble G des polynomes P € R{X] tels que (P(d))(u) = 0y,
ot 0y, désigne la suite nulle de If,, est un sous-espace vectoriel de RIX].

a) Soit A € G. Démontrer que: VY@ € R[X}, @ x A€ G.

b} Soit N ’ensemble des degrés des polyndmes non nuls de . Justifier que N pesséde un
plus petit élément r et qu'il existe dans G un polynome II de degré r, dont le coefficient du
terme de plus haut degré est égal &4 1.

¢) En utilisant la division euclidienne des polynémes, montrer que I’ensemble G est constitué
par les polyndmes de la forme @ x II, ot @ € R[X].

4. Un exemple. On considére ici lecas ol : p=3,a; =0,az =2 et az = 1.
On note u = (Up)nen- la suite de U, qui vérifie u; =0, up =1 et ug = 1.

Trouver un polynéme non nul II de degré minimal tel que {II{d)}{u) = 04,. Est-il unique?

) Up),
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EXERCICE SANS PREPARATION

Soit (X )ren- une suite de variables aléatoires indépendantes, suivant chacune la loi uniforme 48, 48],
ol & désigne un paramétre réel strictement positif inconnu.

Pour tout n € N*, on note I/, = Inf{X1, -~ , X} et V;, = Sup{Xy, -+, X},

1. Démontrer que {V;,)nen+ est une suite convergente d’estimateurs de §.

1
2. Pour tout n € N, on note : T;, = ESup{Xj - X, (i,5) € [1,n]%} .

a) Exprimer T}, en fonction de U, et V,,.
b) En déduire que (T))nen+ est une suite convergente d’estimateurs de 6.
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CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Soit p un nombre entier supérieur ou égal 4 2 et (a1, as,...,ap) un élément de R? avec ap £ 0.

On note U4 le R-espace vectoriel des suites réelles u = {(un)nen- et Uy Pensemble des suites réelles
u & U qui vérifient :

Yn &€ N, tpip = @rnip-1+ QUpyp_2+ -+ apiin .

1. a) I Question de cours : rappeler la définition d’une application bijective.

On dit gu’une application f d’un ensemble F dans un ensemble F' est bijective lorsqu’elle vérifie :

b)

Yycl, AlackE, [flx)=y.

Soit H l'application de U, dans R? qui associe & toute suite {up)pen+ € Uy le p-uplet

{101, w2, ..., Up )
Justifier que H est une bijection de 14, sur RP,

Soit (v, ve,...,up) € RP.

La suite u = (un)nen~ définie par {

¥ne [l,p], un=1tn
Vrnzp+l, i, =aitg_1 -+ agig o+ + aply,_y

est, par analyse-synthése, I'unique suite de U, vérifiant H(u) = {v1,ve,..., vp).

2. a) l Montrer que U, est un R-espace vectoriel et trouver sa dimension.

On vérifie alsément que U, est un sous-espace vectoriel de I, Sa dimension est p puisque I est
un isomorphisme.

b)

Trouver une base de Pespace vectoriel des suites v € i qui vérifient :

Ve N, tuyp = Un .

On peut constituer une base de cet espace vectoriel a 'aide des images réciproques des vecteurs
de la base canonique de R? par 'application H correspondant 4 a; =---=ap_1 =0eta, =1,
c'est-a-dire des p suites 29 définies (pour ¢ € [1,p]]), par :

uld) =
" 0 sinon

3. Soit d 'endomorphisme de U4, défini par :

Yu= (“’TI)HEN" € up’ d(u) = (u11+1)71EN* .

Soit w = {n)nen~ une suite de Uy,




On admet sans démonstration que 'ensemble G des polyndmes P € R[X| tels que (P(d)){u) = 0u,,
oft Oy, désigne la suite nulle de U4, est un sous-espace vectoriel de R[X].

a) | Soit A € G. Démontrer que : ¥YQ € R[X], @ x A€ G.

Comme {A(d))(u) = Oy, on aussi :
(@ x A(d))(w) = (Q(d)) (w) o {A(d)) () = O, .

Seit N l'ensemble des degrés des polynémes non nuls de G. Justifier que N posséde un plus
b) [ petit élément r et qu’il existe dans G un polyndme II de degré r, dont le coefficient du terme
de plus haut degré est égal & 1.

N admet un plus petit élément 7, puisque c’est une partie non vide de N (parce que le polynome
P=XP—aiXP' — ... — a, vérifie (P(d))(u) = 0u,).

En choisissant un polynéme de degré r dans G et en le divisant par son coefficient dominant, on
obtient un polynéme 11 de degré r, dont le coefficient du terme de plus haut degré est égal & 1.

En utilisant la division euclidienne des polynémes, montrer que 'ensemble G est constitué par
les polynémes de la forme @ x I, ou @ € R[X].

o
St

Soit P € G.

Par division euclidienne, P = I1Q + R avec deg{R) < deg(TI).

Or, [l € Get @ € R[X], dou 1@ € G et, par conséquent, (P — Q) = Re G,

Comme 11 est de degré minimal dans G, la condition deg{R) < deg{II) entraine que R est nul.
Par suite, P = I1Q.

La réciproque est immédiate, puisque 1T € ¢ implique [1Q € G pour tout @ € R{X].

. Un ezemple. On considére ici lecas ot : p=3,a, =0,a2 =2 et ag = 1.
On note u = (un)nen~ la suite de Uy qui vérifie u; =0, up = 1 et ug = 1,

Trouver un polyndéme non nul I de degré minimal tel que {II{d))(u) = Oy,. Est-il unique ?

Le polynome P(X) = X — 2X — 1 vérifie (P(d))(u) = d*(u) — 2d(u) — u = 0.
+5 1-+5

5 et az = >

1
Or, P(X) = (X+1){X* - X 1) = (X +1)(X —on){X — ) avec oy =
o Aucun polynéme constant non nul @ ne vérifie (Q{d)) (w) = Oy,
e Pour qu’un polynéme Q(X) = aX +b de degré | appartienne & G, il faut que (Q(d})(x) = ad(u} + bu = Oy,
En particulier, on doit avoir aus + by = 0 et aus + bug = 0, ce qui donne a = b = 0. Il n’existe
donc dans G aucun polynéme non nul de degré égal a 1.
o Posons |H(X) =X*'-X- ll. On a: (II{d)) (u) = d*(u) - d(u) — w.

Posons (H(d))(u) =v={Uptn>1: VREN" vy = tpss — Unsl — Un -
Ona:vl=u37u2~u1:0,v2:U4—U3—u2=0.

Supposons que pour un n € N*, on a v, = 0, c'est-a-dire u, 2 = Up 1 + Un.

Onaalors:  vpi1 = Upys = Unaz — Unyl,

soit, par définition, v,y = 2upp) + ty — Uny2 — Unpl = Uil — Upez + Uy et Phypothése de
récurrence permet d’écrire @ Uny1 = Uppl — Unl — Un + Un =0

Le polynéme non nul 11 appartient & G et il est de degré minimal {égal & 2). Il est unique, & un
coefficient réel non nul multiplicatifl prés.




Sujet S 266

CORRIGE DE IEXERCICE SANS PREPARATION

Soit (X )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, suivant chacune la lol uniforme U[—6, 4],
oil # désigne un paramétre réel strictement positif inconnu.

Pour tout n € N*, on note U/, = Inf{X3,--- , X, } et V;, = Sup{Xy, -+, X,.}.

1. | Démontrer gue (V,)pen- est une suite convergente d’estimateurs de 6.

On calcule la fonction de répartition de V;, selon des principes bien répertoriés.

0 six < 8
Hﬂ.
PV, <a] = (32:, ) st -f8<z< 48
1 sixz>0

qui, lorsque 7 tend vers l'infini, tend vers la fonction de répartition d’une variable certaine de
valeur 0.

On en déduit que (V,}nen+ est une suite convergente (en loi ou en probabilité) d’estimateurs
de 8.

1
2. Pour tout n € N*, on note : T, = §Sup{XJ- - Xi; (i,5) € [1,n]?} .

a) | Exprimer T, en fonction de U, et V.

1
Tn=§(Vn_Un)-

b) | En déduire que (T, )nen- est une suite convergente d’estimateurs de 0. J

Comme (V;)pen~ converge en probabilité vers 8 et, symétriquement, (Un)nen- vers —@, on en

déduit (preuve exigible) que (T, )nen- converge en probabilité vers % (0-(-0) =0



Sujet S 268

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Soit f une fonction de classe C2 sur un ouvert  non vide de R™.

Donuer la définition des dérivées directionnclles, premiére et seconde, de f en un point z de 2
dans la direction h = (R, ..., hs).

Exprimer leurs valeurs en fonction du gradient V(f)(z) et de la matrice hessienne V2(f)(z) de
la fonction f au point x.

2. Soit Xy, Xg, -+, X, des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes et de méme
loi, admettant chacune une espérance et un écart-type, notés respectivement pet o

Pour tout (z1,Z2,...,%,) € R, onnote:  f{z1,za2,...,2,) = ( ZIE: i —# ) .
2
a) Justifier l'égalité :  f(z1, 29, ..., an) = 0° inz + p? (Z zi — 1)

T n
b) Justifier, pour tout (z,xq,...,x,) € R, l'inégalité : (Z ) <n Zmiz

n
¢} En déduire le minimum de f sous la contrainte E z;=1.
i=1
3. a) Justifier que f est de classe C1! sur R™ et trouver son unique point eritique a.

b) Justifier Pégalité :

f(a+h)=f(a)+2/01 14)( anzn:h,;hj-%cz ihﬁ)dt.

i=1

¢) En déduire que f admet un minimum global en a.



S 268

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit un entier n > 2, E un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de F.

Démontrer que, si f n’est pas une homothétie, alors il existe une base B de E dans laquelle la matrice
¢
1
0
0

de f a pour premiére colonne

o .-



5 268

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAIL

1. Question de cours

Donner la définition des dérivées directionnelles, premiére et seconde, de f au point x dans
la direction i pour une fonction f de classe €2 sur un ouvert 3 de R™ . Préciser leur valeur
en fonction du gradient V{f)(z) et de la matrice hessienne V2(f}(x} de f au point .

Soit f de classe C? sur . Soit 2 = (w1, ,2n) € Net b = (ha, o ).

On considére la fonction g définie pour tout £ tel que z+th appartiennc 4 Q par g(t} = f(z+th).
Alors g est de classe C? au voisinage de 0.

Sa dérivée premiére en 0 est appelée dérivée directionnelle de f au point  dans la direction h :

g0y = > (£ @) =< V(f)(z), h >

i=1
Sa dérivée seconde en 0 est appelée dérivée seconde directionnelle de f au point = dans la

direction h :

g"(0) =Y k(D" (N@)h;) = LHVA(S) (=) H
i=1 i=1

n
2. Pour tout (z1,2s,...,2,) € R®, onnote :  f(z1,29,...,2,) = E((;Lu z.ﬂc,—Xi)z) .
=1

n n
a)| Justifier Pégalité :  f(z1,72,...,7,) = 0 Zmiz + i (Zm, ~1)%.
i=1 i=1

Par la formule de Koenig-Huygens, E((X — 2)?) = V(X) + (E(X) — a)?, on obtient :

flzr,@a,. . 2,) = E((Zmi(Xi — 1) +,u(z T — 1))2) _ V(inXi) + (N(Zﬂ?i - 1})2
i=1 i=1 i=1 i=1

puis I’égalité cherchée par indépendance des X;.

T mn
b) | Justifier, pour tout {z;, zq,...,2,) € R™, inégalité : {Z ) <n me .
i=1 i=1

Dans R™ muni du produit scalaire canonique, l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux
veetewrs (1, -+, 2) et (1,--+, 1), fournit directement I'inégalité demandée.

n

En déduire le minimum de f sous la contrainte g =1,

i=1

o
e

n 2
. a . . o1
Le minimum de f sous la contrainte E z; = 1 est —, atteint exclusivement au point —(1,1,...,1).
n n

i=1



On peut utiliser la condition du premier ordre pour un extremum local sous contrainte linéaire,
qui impose Végalité des x;, mais cela n'a rien d’indispensable.

a) | Justifier que f est de classe ¢! sur R™ et trouver son unique point critique a.

n n
flzr,ma, .. 2,) = a? Zmiz + g (Zz;,; —1)?
=1 i=1
La fonction est de classe C! sur R™ parce qu'elle est polynomiale, et ses dérivées partielles sont

données par :
n

8:(f)(z) = 202z + 2 ( Za:i - 1)

i=1

On en déduit que le seul point critique de f est le point a dont toutes les coordonnées a; sont
égales &

I
0-2 + n,LLQ
1 n n n
b)| Justifier l'égalite :  fla+ h) = f(a) + 2 f (1-1) (,u,z hi hy + o® Zhﬁ) dt .
0 i=1 j=1 i=1

On applique la formule de Taylor avec reste intégral & Pordre 2 4 la fonction g : £ — f{a+th)
entre et 1 :

1 1 n n n
Fath) = 90) = g0 +5/ O+ [ (=000 = faye2 [ 0-0(2 Y ks Son)
i=1 j=1 i=1

parce que g'(0) = 0 et

g'W) = THV*(f)a+thy H=24") > hh;+ 202 h?

i=1 j=1 i=1

c) I En déduire que f admet un minimum global en a.

n

n n n n
Comme p? hih; + 0> hE = p? B)? + o2 ki > 0, on déduit du résultat
v
t=1

i=1 j=1 =1 i=]
précédent gue :

VheR® fla+h) > f(a)

ce qui prouve gue f admet un minimum global en a.



S 268

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit un entier n > 2, F un K-espace vectoriel de dimension n et f un endemorphisme de E.

Démonirer que, si f n'est pas une homothétie, alors il existe une hase B de E dans laquelle la matrice
0
1

M de f a pour premiére colonne 0

Cela revient & trouver un vecteur e; dont I'image e; = f(e;1) ne lui est pas colinéaire (on n'aura plus
alors qu’d compléter la famille libre pour former la base cherchée).

Il suffit done de prouver que tout endomorphisme f de £ qui vérifie
Vee £, 3k, c K, flx) =kx

est une homothétie vectorielle.

Soit (e),-+ -, &,) une base de F et 2 = Zeé.
i=1
1l existe des k; dans K tels que Vi € {1,--- n} J(ei) = kiey.

alors f{z) = Zf g) = Zk,ez =k,x =k, 281
On en dedUIt que tous les k sont égaux & k

n n
[f est une homothétie car, pour tout y dans F tel que y = nyei, ona fy) =k, Z yie; = kg y.
i=1 i=1



Sujet § 270

EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours
Quand dit-on qu'une fonction f est négligeable par rapport & une fonction au voisinage d'un
point a e R?

b} Soit f une fonction de classe C*° sur R, & valeurs réelles,

Démontrer, en utilisant une formule de Taylor, que la différence f{z) — f(a) est négligeable
devant (z — a)” lorsque z tend vers a si, et seulement si, pour tout entier & compris entre 1 et n,
la dérivée d’ordre k de f en a est nulle.

f@) = fla)5, 0 ((x—a)") =Yk e [Ln], /M (e)=0.

On note & le R-espace vectoriel des applications de classe C° de R dans R.

Pour tout entier n € IN* et tout réel a, on note E,{a) ensemble des fonctions de F telles que la
différence f(z) — f(a) est négligeable devant {z — a)™ lorsque z tend vers a.

2. Trouver, pour tout » € N*, I'unique polynéme P, € Ry 2[X] vérifiant £,(0) = 0 et £, (1) = 1,
et tel que la fonction polynomiale P, appartient & E,(0) N E(1).

3. Soit p un nombre entier supérieur ou égal & 2, a1,as, ..., 4, des nombres réels deux 4 deux
distincts et ny, ng, ..., n; des nombres entiers strictement positifs.

14
Soit m = p — l+an.
k=1
Soit @ lapplication de R[X] dans R™*! définie par :

VPeR[X], ©(P)= (P{o)(al), PO (ay), ..., PM gy}, ..., PO{ay), PD(ay),..., P("”)(ap))

(ot la dérivée 0-iéme PO de P désigne la fonction polynomiale P elle-méme).
a) Vérifier que @ est linéaire et trouver son noyau.

b} Justifier que le noyau de © est un sous-espace vectoriel supplémentaire de Ry,[X]

dans R[X].
¢) En déduire que pour tout {oy,...,a,) € R, il existe un unique polynéme P de degré
P
inférieur ou égal & m appartenant 3 ﬂ E,, (ay) vérifiant :
k=1

Vi ec[l.p], Plag)=ay .



Sujet S 270

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit p € R.

On considére une variable aléatoire réelle X 4 valeurs dans IN admettant des moments jusqu’a lordre 2
et vérifiant ;
E(X)=E(X*) =p-

1. Montrer que p est compris entre 0 et 1,

2. Montrer que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p.



Sujet S 270

CORRIGE DE L’EXERCICE PRINCIPAL

a) Question de cours

Quand dit-on qu'une fonction f est négligeable par rapport 4 une fonction au voisinage d'un
point a € R7?

Démontrer, en utilisant une formule de Taylor, que la fonction f appartient & FE,(a) si, et

b . . . ot
) seulement si, pour tout entier k& compris entre 1 et n, la dérivée d'ordre k de f en a est nulle.

Comme f est de classe C™ au voisinage de a, la formule de Taylor-Young permet d’écrire :

(*%)(a)
a)+zf (o) mua)kJro((:rfa)").
¢ On en déduit immédiatement que, si les dérivées d’ordre 1 4 n de f sont nulles en a, alors
f appartient & B, {a).
¢ Réciproquement, si f appartient & Ey(a), alors

*)(g
S22 (o o((o - ay)

k=1

quand x tend vers a, ce qui rend impossible que 'une des dérivées f*)(a) (pour 1 < k < n) soit
différente de 0.

Trouver, pour tout n € N*, 'unique polyndéme P, € R,,12[X] vérifiant B, {0} = 0 et P, (1) =1,
et tel que la fonction polynomiale P, appartient & £,(0) N By {1).

En procédant par analyse-synthése, on suppose d’abord 'existence d’un polynéme P, vérifiant
les conditions exigées.

Comume la fonction polynomiale associée & P, est plate & l'ordre n et nulle en 0, le polynéme
P,,(X) est divisible par X! et s’écrit donc sous la forme :

Pa(X) = X" {aX +b)

avec (a,b) € R? puisque le degré de P, est inférieur ou égal & n + 2.
Le polynéme dérivé de P, (X) étant P} (X) = X" (n+2)aX + (n+1)b) les contraintes Py(1) =1
et Pf(1) = 0 deviennent :

at+b=1
m+2a+(n+1)b=0
d'ott a = —(n+ 1) et b=n+ 2, c'est-a-dire :
PX)=(n+2)X" — (n+ 1) X™*?

qui vérifie effectivement les conditions exigées : c'est donc 'unique polynome P € Ryya[X]
qui vérifie P(0) = 0 et P(l) = 1, et pour lequel la fonction polynomiale associée appartient
a En(0) N E1(1).



3. Soit p un nombre entier supérieur ou égal A 2, ay,az,. .., 6y des nombres réels deux 4 deux
distincts et 711, 72, ..., 1, des nombres entiers strictement positifs.

r
Soitm=p—1+ an.

k=1
Soit @ 'application de R[X] dans R™! définie par :

VP cR[X], ®P)= (P(O)(al), PO ay), ..., PGy, ... POa,), PMNay),. .., P(“")(ap})

(o1l la dérivée O-idme P de P désigne la fonction polynomiale P elle-méme).

a)b) |V érifier que ¢ est linéaire et que son noyau est un supplémentaire de R,,[X] dans R[X].

La linéarité de ® résulte immédiatement de la linéarité de Popérateur de dérivation.

D
Le noyau de ® est constitué des multiples du polynéme @Q(X) = H(X — ag)*
k=1
P
Comme deg(Q) = Z(nk +1)=m+1, on a bien :
k=1
Ker(®) ® Ry [X] = R[X] .
En déduire que pour tout {ag, ..., a,) € RP, il existe un unique polyndme P de degré inférieur

P
ou égal & m appartenant & ﬂ E,, (ay) vérifiant :
C) k=1

vke|[l,p], Plag) = ax .

Comme R, [X] est un supplémentaire du noyau de @, Papplication linéaire réalise, d’aprés le
théoréme image-noyau, un isomorphisme de R.[X] sur Im(®), image qui est nécessairement
égale 3 R™*! puisque sa dimension est m + 1.

Par conséquent, & réalise une bijection de IR,,[X] sur B™*! et le vecieur

(a1,0,...,0,02,0,...,0,...... 0, 0,...,0)
e e’ e, [
ni1+1 na+1 np+1

de R™*! admet dans R,,[.X] un unique antécédent P par @ | qui est l'unique polynéme P € R,,[X]
P

appartenant a ﬂ E,, (ar) et vérifiant :  VEk € [1,p], Plax) =ar .
k=1



Sujet S 270

CORRICE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Scit p € R.

On considére une variable aléatoire réelle X 4 valeurs dans N admettant des moments jusqu’a l'ordre 2

et vérifiant :
E(X)=E(X*)=p-

1. [Montrer que p est compris entre 0 et 1. J

V(X)=EBX)-EX)?=p(l-p)20,doa0<p<1

2. lMontrer que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p. J
+o0
Comme E(X?) - E(X) = Z(n2 —n) P([X = n]} = 0, les probabilités P([X = n]} sont nulles

n=2
pour tout entier n > 2,

11 en résulte que X suit une loi de Bernoulli, dont le paramétre est p puisque E{X)=p
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Sujet E 120

EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout 'exercice, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2.

1. Question de cours.
Donner la définition d'une famille génératrice de £. Que peut-on dire de son cardinal ?

Pour tout endomorphisme f de E, on note C'(f) 'ensemble des endomorphismes de £ qui
commutent avec f :

Clfy={g9€L(E)| fog=gof}.

2. a) Démontrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de L(F).
b) Quelle est la plus grande dimension possible pour C(f)?

3. On suppose dans cette seule question que £ = R?,
On note j I'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de R? est J = (8 é)

a) Trouver les matrices Af = (g fl) telles que MJ = JM.

b} En déduire la dimension de C'(5).
4, On suppose dans cette question que f est un endomorphisme de E pour lequel il existe e € F
et ng € N tels que la famille {a, f{a), ..., f™(a)) est génératrice.

a) On note ple plus grand entier strictement positif pour lequel la famille (a, f(a), ..., fP~* (a)}
est libre,
Montrer que (a, f(a),..., f*7!(a)) est une base de E. Que vaut p?

b) Démontrer que, pour tout endomorphisme g € C(f) , il existe (g, ...,on_1) tel que:
n—1
g=> orf*
k=0

¢) En déduire la dimension de C(f).



Sujet E 120

EXERCICE SANS PREPARATION

Une urne contient au départ une boule verte et une boule rouge. On effectue des tirages successifs
selon la procédure suivante : on tire une boule, si elle est rouge, on arréte les tirages, si elle est verte
on la remet dans 'urne en ajoutant une boule rouge. On note X le nombre de tirages effectués.

1. Montrer que X admet une espérance et la calculer.

1
2. Montrer que X admet une espérance et la calculer.



Sujet E 120

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Dans tout P'exercice, & désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2,

1. Question de cours.

' Donner la définition d’une famille génératrice de E. Que peut-on dire de son cardinal 7

On dit qu'une famille (e[, ez, ...,¢e,) de vecteurs de [ est génératrice si tout vecteur de £ est
une combinaison linéaire des vecteurs de la famille :

»
Vze E, (e, o...,0p) ERF, z= Zcxz-ei .
=1
Le cardinal d'une famille génératrice est au moins égal & la dimension de 'espace qu'elle en-
gendre: p>=n.

Pour tout endomorphisme f de E, on note C{f) lensemble des endomorphismes de E qui
commutent avec f :

C(fy={o€L(E)| fog=gof} .

2. a) | Démontrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de £{E).

C(f) est un sous espace vectoriel de £(F) parce que :

— o) C L)

—  C{f) # B car Idg € C(f)

— V{uwNeC()P? xK{v+iw)of=vof+dwef=fov+Afow= fo(v+Aw)

b) | Quelle est la plus grande dimension possible pour C(f)?

La plus grande dimension possible pour C(f) est n?, atteinte par exemple lorsque [ est l'en-
domorphisme nul.

3. On suppose dans cette seule question que £ = R2.

On note j 'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de R? est J = (8 (1]) .

a

—

Trouver les matrices M = (i 2) telies que MJ = JM.

=3 ) 2= %)
= (e <6 8= )

La matrice M = (i g) commute donc avec J si, et seulement si, c =0 et a = 4.

o

Les matrices M telles que M J = JM sont donc les matrices de la forme al; + bJ.



b) [En déduire la dimension de C(j).

Isomorphe a Vect{ls, J}, 'espace vectoriel C(7) est de dimension 2.

. On suppose dans cette question que f est un endomorphisme de E pour lequel il existe ¢« € E
et ng € N tels que la famille (a, f(a}),..., f™(a)) est génératrice,

On note p le plus grand entier strictement positif pour lequel la famille (a, f(a), ..., /7 (a))
a)| est libre.
Montrer que (a, f(a),..., fP~*(a)) est une base de E. Que vaut p?

Par une récurrence facile, on prouve que, pour tout k > p, f¥(a) € Vect (a, f(a), ..., 771 (a)).

En distinguant les cas np < p et ng > p, on en déduit I'inclusion :
Vect (fk(a),k € [0,n0]} C Vect (a,f(a), ...,fp_l(a))

1l en résulte que la famille (a, f{a), ..., f7*(a)) est génératrice. Comme elle est libre, c’est une
base de E.

Par conséquent : .

Démontrer que, pour tout endemorphisme g € C(f) , il existe (ag,...,qn_1) tel que :
~1
b n
) g= > oxf*.
k=0

Scit g € C(f).
gla) se décompose dans la base (q, f(a), ..., [P} (a)) :

n-—1

gla) = > axf¥(a) .
k=0

Deux endomorphismes de E sont égaux si, et seulement si, ils coincident sur une base. Il suffit
donc de montrer que V& € [0,n — 1] h(f%{a)) = g(f*(a))

Soit done & € [0,n - 1].

Comme f et g commutent, f* et g commutent aussi, et en utilisant la linearité de £%, on obtient

g (f*(@}) = 1* (g(a)) = s* (i aif"(a)) = i o [ (a) = B (1*(a)).
i=0 1=0

f=g9

c) | En déduire la dimension de C(f}.

La dimension de C(f) est égale & n puisque (Idg, f,.... f n=1} en est une famille libre et géné-
ratrice.



Sujet F 120

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1. Soit k€ N.
En notant V; I'événement « tirer une boule verte au i-éme tirage », on a :
1
PX>ky=PWN.NV)=———"

On en déduit (ou on démontre directement} que, pour tout k € N*, on a :

1 1 k
d i~ R Y R CER Y
d’on
vy K (kDR (kD411 1 1
kP(X_k)_(k+1)I_ (k -+ 1)! rEN IR TS

1
En utilisant la série exponentielle convergente Z Ik dont la somme est égale 4 e, on en déduit

E20
que X admet une espérance, égale 4 :
+o0
=Y kP(X=k)=e—(e~1)+(e-2) =[e—1].
k=1

1
2. La variable < est bornée et admet donc une espérance, calculable par la formule de transfert

1 = ™=
E(Y)_Z ey ROy R CEEIL



Sujet E 121

EXERCICE PRINCIPAL

Soit 2 un nombre réel strictement positif.
On considére une suite réelle (u, }new- dont tous les termes sont strictement positifs, et, pour tout n € N7,
on pose :

£y = In(n" u,,)

On suppose que la série de terme général w,, est absclument convergente.

1. Question de cours : formule de Taylor-Young.

2. Soit f la fonction ¢ > In{1 +¢) — 1.

a) Préciser le domaine de définition de f et donner un équivalent simple de cette fonction
au voisinage de 0.

1
b) En déduire que la série Z f (E) est convergente.
n>1

, w
3. Démontrer que les séries »  —- et > " (wn)? sont convergentes.
n

nx1 nx1
4. a) Vérifier, pour tout » € N*, Pégalité 1 £, — €, = f(wn — %) + wn + a j(%) :
b) En déduire la convergence de la série Z (€n+1 - En) .
nz1
5. a) Justifier la convergence de la suite (£,)new- .

b} En déduire l'existence d'unréel A > Otel que: 1y ~ -—-

9.4 (2
6. Déterminer la nature de la série Z ___ﬂ '
“1 1-3---(2n+1)



Sujet E 121

EXERCICE SANS PREPARATION

. Indiguer Vallure du graphe de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

. La fonction Seilab « cdfnor » permet de déterminer les valeurs de la fonction de répartition d’une
loi normale et de sa bijection réciproque.

En voici deux exemples d'utilisation :

--> cdfnor("Pg",1.96,0,1)

ans = (,9750021
--> cdfnor("X",0,1,0.975,0.025)
ans = 1.959964

a) Indiquer les sorties Seilab consécutives aux trois entrées suivantes :

--> cdfnor("PQ",0,0,1)
--> cdfnor("%¥",0,1,0.5,0.5)
--> cdfnor("X",0,1,0.025,0.975)

b) Expliquer le script suivant et fournir une estimation de la valeur affectée & p & I'issue de
Pexécution du script.

--> n=1000;

--> X=zeros(n,1)};

--> for i=1:n %(i,1)=grand(1,1,’nor’,0,1)*grand(1,1,’bin’,1,.8); end;
--> p=length(find(X<1.96})/n



Voie E
référence : K 121

CORRIGE DE LEXERCICE PRINCIPAL

Soit a un nombre réel strictement positif.
On considére une suite réelle (un)nen- dont tousles termes sont strictement positifs, et, pour tout » € IN*,
on pose :
wy, = Untl 4, 8
Un n

£, =In(n®uy,)

On suppose que la série de terme général w,, est absolument convergente.

1. | Question de cours : formule de Taylor-Young.

La formule de Taylor-Young, applicable & toute fonction f de classe C? au voisinage d'un
point zg, peut done s’énoncer comme suit :

S (o)

5 (SE — :'L‘o)g + (SC — 20)26(3)

f(z} = flzo) + f(zo)(z — za) +

ot lim &(x)=0.
I—ro

2. Soit f la fonction ¢t — In{l + ¢} —¢.

Préciser le domaine de définition de f et donner un équivalent simple de cette fonction au

voisinage de 0.

~——

La fonction est définie sur lintervalle ouvert | — 1, +o0f.
Par la formule de Taylor-Young appliquée au point zo = 0, on obtient 1'équivalent simple de-
mandé :

s ot 1
b) | En déduire que la série ; f (;) est convergente.
n>1

1 1 . . .
Comme f (4) ity qui est le terme général, de signe constant, d'une série convergente,
n’ n—++oo 7L

1 .
la série Z F(=) est convergente, elle aussi.
nzl n

A . Wy
3. | Démontrer que les séries E — et E {1,)? sont convergentes.
: n
n>1 n>l

. w , .
La majoration L”—' < |wy|, valable pour tout n € IN*, et la majoration (wn)? < lw,|, valable
T

pour n assez prand puisque w,, (en tant que terme général d'une série convergente) tend vers 0



guand n tend vers I'infini, permettent d’assurer par comparaison de séries & termes positifs que
e w
les séries E — et E (wn)? sont (absolument) convergentes.
n
nzl n>l

1
a}| Vérifier, pour tout n € N*, l'egalite : £,41 — = f(wn - %) +wy ta f(a) :

a 1y Un+1 U1 a 1
Pl )+ ra () = (B2 1) - S - D e £ (D)
EENVACSSA NN Ly Ly (Mt ntl
= ln( . ) +n+a(ln(1+ -T;) n) —ln( - ) +a In( - )
=In((n+ 1)%ups1) — In (n"un) = Lngy — &y -
b) En déduire la convergence de la série Z (nt1 — &) -
n>l
{wy — 2)2 2 2
ey L X et Wa UWm O
f(wn n) n—+4+o0 2 2 @ n 2?’!,2

et &y — £y est donc la somme des termes généraux de cing séries convergentes.

Par conséquent, la série Z (£n+1 — En) est convergente.
n=1

a) | Justifier la convergence de la suite (£ )new- . J

La convergence de la suite (£,)nen+ résulte de la convergence de la série Z (€n41 — Ly) et des
nzl
égalités :
n—1
b=+ (fen — ) -

k=1

A

b) | En déduire lexistence d’'unréel A >0 telque: wup ~ -— -
n—+oo N

On vient de constater qu’il existe un réel £ tel que

. a .
nBToo hl(n un) =t

Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit que l}'ll}’_l n%u, = e’ et par conséquent
n—r+oa

A

~ —

n
n-++o00 N

pour A=ef>0.



2.4...(2
Déterminer la nature de la série Z ———ﬁ .
£=13 (2n 1)

) 2-4.--(2n)
b, = NTH
Solt Un = T G+ 1)
Un+1 2n - 2
Up 243
. Unt1 1 1 i 3
la série de terme général = 2l 2 -
Comme la série de terme général w, “ -+ o™ o T3 5 = 3)
absolument convergente, il existe d’aprés ce qui précéde un réel A > 0 que ;
A
" s too plf2 ]
242
La série de terme général u,, = Z T(_Zf—z—ill—)_l) est donc divergente.

nzl



Sujet E 121

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1. |Indiquer 'allure du graphe de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

On n’attend pas une ceuvre d’art!

On exigera une expression intégrale de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite :

T
1 2
x> —— e /2y,
f_oo V2

On pourra demander de situer le point d'inflexion de la courbe {et d'en justifier la présence).
Exiger la preuve qu'il s'agisse aussi d’un centre de symétrie constitue une question indiscréte.

La fonction Scilab « cdfnor » permet de déterminer les valeurs de la fonction de répartition
d’une loi normale et de sa bijection réciproque.

En voici deux exemples d'utilisation :

--> cdfnor{"PQ",1.96,0,1)

ans = (.9750021
--> cdfnor{"X",0,1,0.975,0.025)
ans = 1.959964

a) ﬁldiquer les sorties Scilab consécutives aux trois entrées suivantes :

-->» cdfnor ("PQ",0,0,1)
-->» cdfnor("%",0,1,0.5,0.5)
--> cdfnor("%x",0,1,0.025,0.975)

Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
1
Comme P([Z < 0]) = 3 ©f, pour tout T & R, P([X € —=z]) =1 — P([X < z]|, on obtient :

--> cdfnor("PQ",0,0,1)

ans = 0.5

--> cdfnor("X",0,1,0.5,0.5)
ans = 0.

--> cdfnor("X",0,1,0.025,0.975)
ans = - 1.959964

Expliquer le script suivant et indiquer une estimation de la valeur affectée & p & l'issue de
I’exécution du script.

b

~—

--> n=1000;

--> X=zeros(n,1);

--» for i=1:n X{i,1)=grand(1,1,’nor’,0,1)*grand(1,1,’bin*,1,.5); end;
--> p=length(find(X<1.96))/n



Remarque
Les fonctions « find » et «size » figurent dans le programme de la section E, sans que leur
connaissance soit requise. On a donc rappelé la signification de « find » aux candidat(e)s qui en
avaient besoin. La signification de «length » n’a pas eu besoin d’étre indiquée, car elle est facile
a deviner.

Soit Z1, Z3..., Zn, By, Bs ..., B, des variables aléatoires indépendantes, telles que les Z; suivent
la loi normale centrée réduite et les B; la loi de Bernoulli de paramétre 1/2.

Par la formule des probabilités totales, les variables X; = Z; B; admettent pour fonction de
répartition :

siz <0

Fy iz Fy(z) = (1+ @(m)) sinon

N = O

--> n=1000;
--> X=zeros(n,1);
//matrice-colonne nulle
--» for i=1:n X(i,1)=grand(1,1,’nor?’,0,1)*grand(l,1,’bin’,1,.5); end;
// n simulaticns indépendantes de X=ZB
--> p=length(find(X<1.96))/n
// fréquence relative des simulations inférieures & 1.96

n
Par la loi faible des grands nombres, la fréquence £, = — E 1x,<x) converge en probabilité
n £
i=1
vers Fy(z).

1
On s’attend donc & une valeur proche de 5 (1+ @(1,96)) ~0,9875 .



Sujet E 122

EXERCICE PRINCIPAL

a) Question de cours
Rappeler la définition d’une bijection. Que peut-on dire de la composée de deux bijections?

1
-;3:) définit une bijection de |0, 1] sur [0, +oc[, et

b) Justifier que la fonction & — In {

trouver sa bijeclion réciproque.

. Soit I/ une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur l'intervalle ]0,1].
A1+ U
Onpose: X=In|-—-—F1"
n pose n ( ST )
a) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

b) En déduire que X est une variable aléatoire & densité.

1

c) Justifier la convergence de l'intégrale f In(z) dz et la calculer.
0

d) Justifier que X admet une espérance et la calculer.

¢) Cowpléter le code de la fonction Seilab suivante pour qu’elle permette de créer des
simulations, indépendantes, de la loi de X :

function x=simulX{n)
=zgoros{n,1);
for i=1:n
x(1,1)=777;
end;
endfunction

. Soit By, Ba, X1, X5 quatre variables aléatoires indépendantes telles que B; et B3 suivent la loi
de Bernoulli de paramétre 1/2, et que X; et X, suivent la méme loi que la variable X de la
question précédente,
On pose :

i =B Xy +(1-B1)Xs

Yy = Bi Xy + Ba X

a) Parmi les deux variables aléatoires ¥; et Y3, une seule est une variable 4 densité. Laguclle
et pourquoi ?

b) Les deux variables aléatoires ¥7 et Y2 ont-elles la méme espérance ?

¢} Proposer, pour chacune de ces deux variables, un script Scilab permettant d’en simuler
une réalisation.



Sujet E 122

EXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout nombre réel ¢, on note :  M{a) = (‘; ‘11) .

1. Pour quelles valeurs de @ la matrice M (a) est-elle diagonalisable ?

2, Démontrer que, pour tout a € R, la matrice M (a) est semblable 4 la matrice

vo=(i5)



Sujet E 122

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours

l Rappeler la définition d'une bijection. Que peut-on dire de la composée de deux bijections ?

On dit gqu'unc application f d’un cnsemble £ dans un ensemble F est bijective (ou que c'est
une bijection) si elle vérifie :

VyeF, Alzeek, flz)=vy.

La composée g ¢ f d’une application bijective f de E dans F et d'une application bijective g
de F' dans un ensemble (7 est une application bijective de E dans G.

-I;:E) définit une bijection de ]0,1] sur [0, +oo], et trouver

1
b) Justifier que la fonetion x — In (

sa bijection réciproque.

Bien que le théoréme de la bijection! (ou une preuve directe par résolution de 'équation
y = flz)) soit directement utilisable, la question de cours suggére d’écrire 'application

10,1] — [0, +o0]
= :cr—)ln(l;uw)

) L 1 1 -
comme la composée des applications x +— % + 3 et & — ln(x), dont le sens de variation et
x

les limites sont « évidentes ».
La premiére réalise une bijection {strictement décroissante) de |0, 1] sur [1, +oc[, et la seconde
une bijection (strictement croissante) de [1, +cof sur [0, +o0[.

La bijection réciproque de f est I'application de [0, +oo[ sur |0, 1} définie par :

- 1
V>0, |f 1($):291_1

2. Soit U une variable aléatoire réelle de lol uniforme sur Uintervalle )0, 1].
1+U
On pose : X=ln( + ) :

2U

a) | Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

Comme U(Q) =]0,1], X(§2) = f{U() = [0, +o0].

. . — 1+ T -
1. Le signe de la dévivée 2 — ——— de © — lu( ) assure son injectivité et ses limites aux bornes sa
2(1+ ) 2z

surjectiviteé.



Pour tout x > 0, on a:

1
2e® —1°

PX<al) =Pz f @) =1-f)=1

La fonction de répartition de X est donc donnée par :

0 six <O

wa =
! 2e” - 1) siex >0
2et — 1 -

b} | En déduire que X est une variable aléatoire & densité.

La fonction Fix étant continue sur IR, 2 et de classe C! sur R\ {1} 3, la variable X admet une
densits, que 'on ne demande pas de calculer?.

(]
~

1
Justifier la convergence de l'intégrale / In(z)} dz et la calculer.
0

1
L'intégrale ordinaire (sur un segment) f In(z)dz = [zln(z) — x]i = —1+¢e —eln(e) tend

vers —1 quand ¢ tend vers 0.

1 1
Par conséquent, l'intégrale f In(z) dz est convergente et : ] In{z)dx=-1].
0 0

d) | Justifier que X admet une espérance et la calculer.

La convergence (absolue) de I'intégrale obtenue par transfert assure I’existence de 'espérance
de X et en fournit la valeur :

B(X) = B(m (1;{}0) )= /01 In (1;;’) da = ]01 In(1+2) d:c—fol In(z) de—In(2) = [In(2) |-

e) Compléter le code de la fonction Scilab fournic pour qu'elle permette de créer des
simulations indépendantes de la loi de X :

function x=simulX(n)
x=zeros(n,1);
for i=1l:n
x(i,1)=1log(1/2+1/2/rand()),
end;
endfunction

2. parce que Fx(0)=0= :cl—l)rb]_ Fx(x).

3. Elle n'est en fait pas dérivable en 1.
0 siz <0

: 2e¥ .
4. fx: xH{{z e - gi x> o O ostune
ew_



3, Soit By, Bg, X1, X3 quatre variables aléatoires indépendantes telles que By ct By suivent la loi
de Bernoulli de paramétre 1/2, et que X; et X> suivent la méme loi que la variable X de la
question précédente.

On pose :
i=8BX1+ (1 - Bl)Xz
Yo=DB1X1 + B X2

Parmi les deux variables aléatoires ¥] et Y5, une seule est une variable & densité. Laquelle et
pourquei 7

w
—

Soit z € R.

Comme P([By = Jn{yy < z)) = P([B, = 1)n[X, < 2]) = P({B1 = 1)P([X, < z]
et P([B1 = 0]N[Y1 <z]) = P([B1 =0]N[X; < z]) = P([B1 = 0]) P{[Xz < z], on obtient par
la formule des probabilités totales :

V() = P(11 £ a)) = P(IBy = 1])P([X1 < & + P([B1 = D} P([X1 < 2] = Fx (=) .

Par conséquent, Y] suit la méme loi que X et clle admet une densité,

Quant a Y3, elle n’admet pas de densité, parce que :

P(Ya=0) 2 P(Bi =0]N[B; =0]) = i .

1
Remarque : en fait, P([¥2 =0]) = 7 mais c’est ancedotique.

b) | Les deux variables aléatoires ¥ ct Y3 ont-elles la méme espérance 7

Oui, parce que £(Y)) = B(X) = In{2) et, par indépendance de B; et X; d’une part, de By
et X2 d’autre part :

E(Yy) = B(B1)E(X1) + E(B2) E(Xa) = %E(X) + %E(X) =1n(2) .

Proposer, pour chacune de ces deux variables, un seript Scilub permettant d’en simuler une
réalisation.

o
~—

bl=grand(1,1,’bin’,1,0.5); //simulation de Bl
x1=simulX{1}; //simulation de X1

x2=simulX{1}; //simulation de X2

y1=bl#x1+{1-bl)*x2; simulation de Y1
y2=bl*xl+grand(i,1,’bin’,1,0.5)*x2; simulation de Y2



Sujet E 122

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout nombre réel a, on note :  M{a) = (tlI ‘11) ‘

1. | Pour quelles valeurs de a la matrice M(a} est-elle diagonalisable ? I

La matrice M(a) — Al = (a I g 1 f A

different de 0, puisqu’elle a le méme rang gue la matrice triangulaire

(5 4o Wi x)

obtenue par les deux opérations élémentaires L) ¢ Ly, puis Ly & Ly — (a— A)Ly.
Par conséquent : Sp(M(a)) = {0,a+ 1} .

e Sia £ —1, M(a) cst diagonalisable, puisque c’est unc matrice carrée d’ordre 2 possédant
deux valeurs propres distinctes.

» Si @ = —1, la seule valour propre de M(a) est 0 et le sous-espace propre associé est de
dimension 1. La matrice M (—1) n'est done pas diagonalisable, puisque la somme des dimensions
de ses sous-espaces propres n’est pas égale 3 2.

) est inversible si, el seulement si, A(A — a — 1) est

Finalement, M (a) est diagonalisable si, et seulement si, o est différent de --1.

Démontrer que, pour tout a € R, la matrice M{a) est scinblable & la matrice :
2. 1l a
N{a) = (1 a) .

La matrice N(a) posséde le méme spectre que A (a) (par un calcul similaire, ou toute autre
méthode légale).

¢ Sia # —1, M(a) et N(a) sont semblables, parce qu'elles sont semblables & la méme matrice

diagonale :
0 0
Dia) = (0 a+1) '
¢ Sia = —1, on note f I'endomorphisme dont M{-1) = (_11 —11> est la matrice dans la
fler) = —es tea
flea) = —ei + e

{f(el - 262) =g — ey = (61 — 262) + éep

base canonique (e, ez) de R? :

Dés lors :
f(e'z) = —g) + ey = —(61 - 262) — €9

La matrice de f dans la base (e — 2ep, e3) est done N(—1) = G :i)

Par conséquent M (—1) et N(—1) sout semblables.



Sujet E 122

EXERCICE PRINCIPAL

a) Question de cours
Rappeler la définition d'une bijection. Que peut-on dire de la composée de deux bijections?

1
b) Justifier que la fonction & — In ( 2-;3:

) définit une bijection de ]0, 1] sur [0, +oof, et

trouver sa bijection réciproque.

. Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur I'intervalle |0, 1].
1+U
2U

Onpose: X=I (

a) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
b) En déduire que X est une variable aléatoire & densité,

c) Justifier la convergence de l'intégrale f 1 in(z) dz ot la calculer.
d) Justifier que X admet une espérance eg la caleuler.

¢) Compléter le code de la fonction Scilab suivante pour qu'elle permette de créer des
simulations, indépendantes, de la loi de X :

function x=simulX(n)
x=zeros(n,1);
for i=1l:n
x(i,1)=277;
end;
endfunction

. Soit By, Bz, X1, X2 quatre variables aléatoires indépendantes telles que By et By suivent la lo
de Bernoulli de paramétre 1/2, et que X; et X7 suivent la méme loi que la variable X de la
question précédente,
On pose :

Yi=581X1+{1-B)X,

Yy = B1X1 + B Xy

a) Parmi les deux variables aléatoires ¥] el ¥3, une seule est une variable & densité. Laquelle
et pourquoi ?

b) Les deux variables aléatoires ¥; et Y3 ont-elles la méme cspérance?

¢) Proposer, pour chacune de ces deux variables, un script Scilab permettant d’en simuler
unc réalisation.



Sujet E 122

FXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout nombre réel a, on note :  M{a) = (‘f cf) :

1. Pour quelles valeurs de a la matrice M(a) est-elle diagonalisable ?

2. Démontrer que, pour tout @ € R, la matrice M{a) est semblable & la matrice

ORI IE



Sujet E 122

CORRIGE DE I'EXERCICE PRINCIPAL

1. a) Question de cours

Iﬁappclel' la définition d'une bijection. Que peut-on dire de la composée de deux bijections ?

On dit qu'une application f d’un ensemble E dans un ensemble F cst bijective (ou que c'est
une bijection) si elle vérifie

VyeF AlzeE, fx)=y.

La composée g o f d’une application bijective f de E dans F et d’une application bijective g
de F dans un ensemble &G est une application bijective de E dans G.

1
by | Justifier que la fonction z — In ( tz
) 2

) définit une bijection de ]0, 1] sur [0, +-00f, et trouver

sa bijection réciproque.

Bien que le théoréme de la bijection! (ou une preuve directe par résolution de I’équation
y = f(z)) soit directement utilisable, la question de cours suggére d’écrire ’application

10, 1] — [0, 40

fi= m»—}ln(l—'_w)

1 1
commnie la composée des applications x »— oz + 3 et z - In(z), dont le sens de variation et
x

les limites sont « évidentes ».
La premidre réalise une bijection (strictement décroissante) de {0, 1] sur {1, +o9[, et la seconde
une bijection (strictement croissante) de [1, +oo[ sur [0, +o0|.

La bijection réciproque de f est 'application de [0, +oc| sur J0, 1] définie par :

_ 1
Yz >0, |f 1(:c)=29$_l

2. Soit [/ une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur l'intervalle |0, 1].

1
Ounpose: X =l (—;—UE) .

a) I Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

Comme U{) =]0,1], X () = f(U () = [0, +o0].

- 1+=x T _—
1. Le signe de la dérivée x — ——— de 2 — ln( ) assure son injectivité et ses limites aux bornes sa
z2(1+ x) 2z

surjectivité.



Pour tout x > 0, on a :

PIX<al)= PUZ @) =1- M) =1 55— -

La fonction de répartition de X est donc donnée par :

0 siz <0
Fslz) =
x(e) -1
— 1 T
2r -1 O F=

b) | En déduire que X est une variable aléatoire 4 densité.

La fonction Fy étant continue sur R, ? et de classe C! sur R\ {1} 3, la variable X admet une
densité, que I'on ne demande pas de calculer?.

le]
~

1
Justifier la convergence de lintégrale f In{x) dz et la calculer,
0

1
L’intégrale ordinaire (sur un segment) f In(z)dz = [zIn(z) — a:]: = —1 + ¢ —¢ln(e) tend
€

vers —1 quand ¢ tend vers 04.

1 1
Par conséquent, 'intégrale f In{z) dz est convergente et : f ln(z) dz = -1
0 0

d) | Justifier gque X admet une espérance et la calculer.

La convergence (absolue} de lintégrale obtenue par transfert assure 'existence de l'espérance
de X et en fournit la valeur :

E(X) = E(ln (12+UU) ) - fol In (1;;) da = fol In{1+2) dmufolln(m)da:—ln(Q) =[ln(2)].

e) Compléter le code de la fonction Seilab fournic pour qu'elle permette de créer des
simulations indépendantes de la loi de X :

function x=simulX(n)
x=zeros{n,1};
for i=l:n
x(i,1)=1log(1/2+1/2/rand());
end;
endfunction

2. parce que Fx{0)=0= lim Fx{z}.
r—0_

3. Elle n'est en fait pas dérivable en 1.
0 siz <0

. 2 X
4. fx: xr— { 5 e 1)2 siz>0 en est une,
eCI p—



3. Soit By, By, X1, X2 quatre variables aléatoires indépendantes telles que By et By suivent la loi
de Bernoulli de paramétre 1/2, et que X; et X; suivent la méme loi que la variable X de la
question précédente.

On pose :
1=B1X +(1- B} X,
Yo= B Xy + B X3

2) Parmi les deux variables aléatoires ¥ et Y3, une seule est une variable a densité. Laquelle et
pourquoi 7
Soit z € R.

Comme P([B;, = 1|n[Y; < z|]) = P([B1 = 1yn[Xy £ z]) = P([B; = )P([X1 < =z}
et P{{B; =0]NY, < z|) = P B =0N[X: € =]} = P([By = 0) P([X2 < 2], on obtient par
la formule des probabilités totales :

Fy,(z) = P([Y1 < z]) = P([By = 1)) P{[X1 < x|+ P([B) = ) P([X; < z] = Fx(z) .

Par conséquent, ¥7 suit la méme loi que X et elle admet une densité,

Quant & Y3, elle n”’admet pas de densité, parce que :

P([Y2 =0]) 2 P([B, =0]N[B; = 0)) = % .

1
Remarque : en fait, P([Yz =0]) = T mais ¢’est anecdotique.

b) | Les deux variables aléatoires Yy et Y3 ont-elles la méme espérance 7

Oui, parce que E{Y;) = E(X) = In{2} et, par indépendance de 5y et X7 d'une part, de By
et X, d’autre part :

E(Y2) = E(B1}E(X1) + E(B2)E(X2) = %E‘(X) + —;—E(X) = u(2} .

Proposer, pour chacune de ces deux variables, un seript Sciélob permettant d’en simuler une
réalisation.

(]
~

bl=grand(1,1,’bin’,1,0.5); //simulation de Bl
x1=simulX{1); //simulation de X1

x2=simulX(1); //simulation de X2

yl=bl*x1+(1-bl)*x2; simulation de Y1
y2=bl#xl+grand(1,1,’bin’,1,0.5)*x2; simulation de Y2



Sujet E 122
CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Pour tout nombre réel ¢, on note :  M(a) = ((11 ‘11) .

1. | Pour quelles valeurs de a la matrice M{a) est-elle diagonalisable? J

a— A a
1 1-A
différent de 0, puisqu’elle a le méme rang que la matrice triangulaire

(6 ac i)

obtenue par les deux opérations élémentaires Ly & Ly, puis Ly + Ly — (a — A)L;.
Par conséquent :  Sp(M{a)) = {0,a+1} .

La matrice M(a)} — Al = ( ) esl, inversible si, et seulement si, A(A —a — 1) est

e Sia # —1, M(e) est diagonalisable, puisque c'est une matrice carrée d’ordre 2 possédant
deux valeurs propres distinctes.

e Si @ = —1, la seule valeur propre de M(a) est 0 et le sous-espace propre associé est de
dimension 1. La matrice M (—1) n'est donc pas diagonalisable, puisque la somme des dimensions
de ses sous-espaces propres n’est pas égale & 2.

Finalement, M (a) est diagonalisable si, et seulement si, a est différent de —1.

Démontrer que, pour tout ¢ € R, la matrice M{a) est semblable & la matrice :

: va - (1 5)

La matrice N{a) posséde le méme spectre que M (a) {par un calcul similaire, ou toute autre
méthode légale).

e Sia# —1, M{a} et N(a) sont semblables, parce qu’elles sont semblables 4 la méme matrice

diagonale :
0 0
Dia) = (0 a4 1) '

¢ Sia = —1, on note f Pendomorphisme dont M{—1) = (_11 —11) est la matrice dans la

base canonique (e1,eg) de R? :

fle2) = —es + e

{f(el) =—e1t+ez
‘és lors :

f(el — 262) = €] — €z = (61 — 282) + 5]
f{Cg) =—e1+eg= ~(61 - 262) — €

La matrice de f dans la base {e; — 2eg, e2) est donc N{-1) = G _D

Par conséquent Af(—1} et N{—1) sont semblables.



Sujet E 123

EXERCICE PRINCIPAL

On considere 'endemorphisme f de R* dont la matrice dans la base canonique de R est la matrice

1 -1 -1 1
1o 1 -
M=1_1 1 9

1 -1 -1 -1

1. Question de cours.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable.

2. On note I la matrice identité de M4(R) et N = M + 21.
a) Quel cst le rang de NV ?
b} En déduire une valeur propre de M et la dimension du sous-espace propre associé.

¢} Calculer N2,
d) Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de N et de M 7

3. a) A Paide d’unc propriété de M, justifier que f est diagonalisable.
b) Quelles sont les valeurs propres de f7
¢) Combien existe-t-il de matrices diagonales semblables & M 7

d) Déterminer I'image de f.

4. Soit r un nombre réel strictement. positif.
On considére quatre suites (1n), o Wntnews (Wnlnen €6 (En)pen telles que :

Unel = T{—Up— Uy — Wn+ &)
Upgpl = T{—Up — Up+ Wy — ty)
¥n €N,
Wpy1 = T (_un + Up — Wn — t-n)
\ fny1 = T (wn — v —wn — tn)
M =4rf

a) Vérifier que, pour tout entier p > 0, on a:
M2p+l = 4P M

b) En déduire que si r est strictement inférieur & 1/2, alors les quatre suites (un), cn:
(¥n)nen: (Wn)nen €t (tn),en SONt convergentes et de limite nulle.

¢) Dans quels autres cas, hormis celui ot up = vy = wp = o = 0, les quatre suites sont-elles
toutes les quatre convergentes ?



Sujet E 123

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit X une variable aldatoire suivant une loi normale centrée réduite.

Pour tout 2z > 0, on pose :
flz) =Pz < X < 25]) .

1. a) Justifier la continuité de la fonction f sur |0, +oo[.
b} Trouver les limites de f en 0 et en +oc.

2. a) Justifier I'existence d’une valeur maximale p pour la probabilité P([z < X < 2z]).
b) Trouver a tel que f{a) =p.



Sujet E123

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

On consideére ’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique de R* est la matrice

-1 -1 -1 1
-1 -1 1 -1
-1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1

M:

1. Question de Cours

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme de R* soit diago-
nalisable.

Un endomorphisme de R? est diagonalisable si, ¢t seulement si, la somme des dimensions de
scs sous-espaces propres est égale a 4.

2. On note [ la matrice identité de M4{R) et N = M + 21.

a) l Quel est le rang de V' ?

1 -1 -1 1
-1 1 1 -1
-1 1 1 -1
1 -1 -1 1

Le rang de la matrice N = est égale 4 1 puisque toutes ses colonnes

sont colinéaires (et N # 0).

b) lﬂ déduire une valeur propre de M et la dimension du sous-espace propre associé.

Comme le rang de M + 2] est égal 4 1, —2 est une valeur propre de M et la dimension du
sous-espace propre associé est égale 4 3, par le théoréme du rang.

c) | Calculer N2,

4 -4 -4 4
-4 4 4 -4
-4 4 4 -4
4 -4 —4 4

Remarque

M?=(N-202=N?—-AN t+4I=41I.

d) | Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de IV et de M 7

Comme N? = 4N, X (X — 4) est un polynéme annulateur de N. Les seules valeurs propres
possibles de N sont 0 et 4. Qutre —2, la seule valeur propre possible de M est 2.



3. a) | A l'aide d’une propriété de M, justifier que f est diagonalisable. J

Comme M est symétrique, elle est diagonalisable. Par conséquent, 'endomorphisme f est
diagonalisable.

b) l Quelles sont les valeurs propres de f7? J

Les valeurs propres de f soni —2 et +2, puisque —2 ne peut pas étre la seule valeur propre de
[, sans quoi f ne serait pas diagonalisable.

c) rCOmbie11 existe-t-il de matrices diagonales semblables & M ?

Exactement quatre :

2 0 0 0 -2 0 0 0 -2 0 0 0 -2 0 0 0
0 -2 0 O 0 2 0 0 0 -2 0 0 0o -2 0 0
o 0 -2 0 |'fOo o -2 0 ('O 0 2 0 o 0 -2 0
oo 0o -2 0 0o 0 -2 0o 0o 0 -2 o 0 0 2

d) | Déterminer I'image de f.

Comme 0 n’est pas valeur propre de f, f est bijectif. Son image est donc R*.

4. Soit r un nombre réel strictement posttif.
On cousidére quatre suites (tn),en: (Vn)penr (Wnlnen € (br)pen telles que :

( Upyl = T (*un —Un — Un + tn)
Up4l = T (“‘un — Up + Wy — tn)
¥n €N,
Wpy1 = T (“'U:n + Up — Wy — tn)
L lper = 7 ('“‘n. — Up — Wy — tn)
M = 4P ]

Vérifier que, pour tout entier p > 0, on a :

7]
—

M2+l = 4P A

On peut procéder par récurrence, grace a 'égalité M 2 = 47, qui provient par exemple de N2 = 4N
(et qui a probablement été découverte & I'occasion de la question 2).

b) En déduire que si r est strictement inférieur & 1/2, alors les quatre suites (tn) e (Vn)pen
(Wn)pen €t (tn)pen SONE convergentes et de limite nulle.
5. On pose :
Un
— Un
Xn = W,
tﬂ.

L’énoncé donne X,,11 = rM X,,, d’ot on déduit : X, = r"M"X,.



Sin = 2p, on trouve Xz, = 7P 47 X,
Sin= 2p+ 1, X2p+1 = .,,.'2p+1 4P M XU.

Sir < 1/2, r?P 4P et r?P+1 4P tendent vers 0 quand p tend vers l'infini, et par conséquent
les quatre suites (), en: (Vndners (Wnlnen € (tn)pen sont convergentes et de limite nulle.

Dans quels autres cas, hormis celui ol ug = vy = wp = tp = 0, les quatre suites sont-elles
toutes les quatre convergentes ?

On suppose Xg # &

¢ Sir > 1/2, P 4? tend vers +co quand p tend vers l'infini, et il est impossible que les
quatre suites convergent.

e Sir = 1/2, les quatre suites sont toutes les quatre convergentes si, et seulement si Xo = rM Xo,
autrement dit si (up, vo, wo, o) est un vecteur propre de f associte & la valeur propre 2. Les
quatre suites sont alors constantes.



Sujet £123

C'ORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Seit X une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite. On notera & la fonction de
répartition de X et ¢ sa dérivée.
Pour tout 2z > 0, on pose :

fz) = Pz < X < 2z]) .

1. a) | Justifier la continuité de la fonction f sur |0, +ecf.

Comume @ est continue, en tant que fonction de répartition d'une variable 4 densité, la fonction
x +— ©(2z) — B(x) est continue.

b) | Trouver les limites de f en 0 et en -+oo.

e lim f(z)=0.
3.'.‘—)0+
i, S =0
2. a)l Justifier 'existence d’une valeur maximale p pour la probabilité P([z < X < 2z]).

fy=Pl<Xx<2))>0

Soit € €10, 1] tel que :
vz el0el, flz)<f(1).

Soit A > 1 tel que :
Yo > A, flz) < f(1).

L’iimage du segment [e, A] par la fonction continue f est un segment inclus dans RZ et contenant
le nombre f{1). Son extrémité p est la valeur maximale de f sur R}.

b) l Trouver a tel que f{a) =p.

La dérivée de f est dounée par :

F'@) = 20(22) — (o) = —= (27" 7).

3

2 2In2
S(a) = 0 == 272" :e‘“2/2<=>—2a2+1n2>—% > a = ;1




Sujet E 125

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours.
Quel est le lien entre la continuité d’une fonction et sa dérivabilité ?

2. Soit g la fonction définie sur IR par :

() slnjz| siz#0

:E pom=sg

g 0 siz=0

a) Justifier la continuité de g sur R.

b) En déduire que la fonction i : z — x g{z) est de classe C ! sur R.
¢) La fonction A est-elle de classe C? sur R?

3. Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de IR dans R,
On note F' le sous-espace vectoriel de E engendré par les fonctions fo:wr— 1, firzr— 2
et g
F = Vect (fo, f1,9) -
a) Pour toute fonction f de F, on note ®(f} la fonction dérivée de la fonction  +—» z f(z).
Montrer que ® définit un endomorphisme de F.

b) Prouver que la famille (fo, f1, ) est une base de F et trouver la matrice M de @ dans
cette base.

4, a) Montrer que M est une matrice inversible et déterminer son inverse.
b) En déduire une primitive de la fonction g.
c) Trouver une primitive de la fonction k.



EXERCICE SANS PREPARATION

Soit le programine Scilab suivant :

x:
'y':
eps
for

[1:30];
zeros(1,30);
= 1;

k=1:30

y(k) = eps / k;

eps
end
z:

= aeps*(-1);

cumsum(y) ;

plot2d(x,z,style=-1, rect=[0, 0, 31, 1.2])

Le graphe obtenu par 'exécution de ce programme est le suivant :

08 o
48 +
a7 +
0.6 - +
0.5 +

04 -
0.3 -

02 -

1. Préciser le contenu des variables y et z aprés 'exécution du programmme,

2. a) Ce graphe suggére que deux suites sont adjacentes. Lesquelles ?
b} Démontrer cette conjecture.

Sujet E 125



CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours

Sujet E 125

| Quel est le lien entre la continuité d’une fonction et sa dérivabilité ?

Toute fonction dérivable est continue.
Le jury n'omet pas de demander un contre-exemple pour la réciproque.

. Soit g la fonction définie sur R par :

(z) = zlnfz|] siz#£0
g 0 siz=0

a) | Justifier la continuité de g sur R.

La fonction ¢ est continue sur R* en tant que composée de fonctions continues et, par « crois-

sances comparées »
lim zln|z| = 0= f(0) .
x—0

b) | En déduire que la fonction 4 : z — z g(z) est de classe C* sur R.

e La fonction h est de classe C! sur IR* en tant que composée de fonctions de classe C! et,

pour tout z # 0 :
W(z)=2zIn|z|+ =z .

¢ La fonction h est dérivable et de dérivéee nulle en 0 parce que :

lim M = lim M
z=0- x—0 g0+ -0

=0,

Par conséquent, h est dérivable sur R et on a :
vz eR, A (z) = 29(z) + 2.

Comme g est continue sur IR, k' aussi et & est bien de classe C? sur R.

¢) Ea fonction / est-elle de classe C* sur R?

Pour tout z # 0, on a

STRSEY ) 4 a2
h{z)y - B (0) _ 2g(z) + = — 14 2In
z—0 T

qui tend vers —oo quand z tend vers 0.
La fonction ' n’étant pas dérivable en 0, h n’est pas de classe C? sur R.




3. Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues de R. dans R, et I le sous-espace vectoriel de
E engendré par les fonctions fo:zr— 1, itz r— z et g

a) Pour toute fonction f de F', on note &(f} la fonction dérivée de la fonction z — 2 f(z).

lMontrer que ® définit un endomorphisme de F. i

2

Les fonctions hy : & — zfo(z) = 2, by : = — zfi(z) = z? et h sont dérivables et leurs

dérivées appartiennent & F, puisque :

o =Jo
hy=2f;
b =fi+2¢

11 en résulte que, pour toute fonction f de F, &(f) est un élément de . Comme de plus ¢ est
linéaire, & est un endomorphisme de F'.

Prouver que la famille (fo, f1, g} est une base de F et trouver la matrice M de $ dans cette
base.

b

—

Soit (Ag, A1, ) € R3 tel que : Agfo + A1+ pg = 0p .

Comme Xg fo(0) + A1 f1(0) + pg(0) = Ao, on a nécessairement : Ap=10.

Comme M f1 + pg = O et comme f; et Op sont dérivables en 0 alors que g ne 'est pas, on a
nécessairement : p=0.

Comme A fi = O et comme la fonction f; n’est pas identiquement nulle, on a aussi, nécessai-
rement : Ay =0,

Par conségquent, la famille (fo, f1, g) est libre. C'est done une base de Pespace vectoriel I, dont
elle est par définition une famille génératrice.

D'aprés les calculs faits en a, la matrice de ® dans cette base est :

1 090
M=10 21
0 0 2
4. a) [Montrer que M est une matrice inversible et déterminer son inverse.
1 0 0
Mt=10 1/2 —1/4
0 0 12

b) [En déduire une primitive de la fonction g, puis de la fonction A.

_ 1 1
® 1(9)=*Zf1+§9

1 1
signifie que: g=—-gi + = h'.
4 2
Par conséquent, la fonction
1, 1, ,
1 1 -~z +§:rln[x| siz#D

—~g+c-h z— 4
4 2 0 siz=10



est une primitive de g (sur R).

c) | Trouver une primitive de la fonction A.

est la dérivée de la fonction

2, 9.2 .
x4 3 ln |z 0
Comme g, +3h:x {J + 3z ln|z] six#

sig =

a .
i
{z nlr] siz#0

0 siz=20
une primitive de h (sur R) est la fonction :

1 1

1 8 —=z®+ - 281 iz#0

- —(k(a:)—$): g% t3® njz| siz#0
3 3 0 siz=0



Sujet E 125

CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

Soit le programme Scilab suivant :

X [1:30];

y = zeros(1,30});

eps = 1;

for k=1:30

y(k) = eps / k;

eps = eps*(-1);

end

z = cumsun(y);

plot2d(x,z,style=-1, rect={0, 0, 31, 1.2])

1]

1. | Préciser le contenu des variables y et z aprés 'exécution du programmme,

Aprés exécution du progamme :
o v est un vecteur-ligne dont les 30 composantes sont données par :

Vi e [1,30], y(k) = (’1—;“« :

e z est un vecteur-ligne dont les 30 composantes sont données par :
(T
vk e|[lL30], zk) = - .
[1,30], #(k) = 3

=1

2. a) ’ Ce graphe suggére que deux suites sont adjacentes, Lesquelles ?

Le programme fournit une représentation graphique des trente points de coordonnées (k, z(k-)). 1

Pour tout » € N*, on peut noter :

i=1

D’aprés le graphe fourni, "il semble" que les suites (S2,) ., €t (S2nt1),5, S0nt adjacentes.

b)| Démontrer cette conjoncture.

Posons u, = S,

1. C'est I’affectation a la variable interne « style » d'une valeur négative ou nulle qui permet d’obtenir un tracé point
par point.



2n+2 2
et — 1, = "'Z ( 1 k+1 n (*1)’”‘1 _ (m1)2u+3 (_1)2n+2 _ 1 . 1 o0
wel o =k n+2 on + 1 m+2 I+l
Bilan : la 5u1te (Sgn)n>1 est croissante.
Posons v, = Sont1-
s — o = ZZV‘:& 1)k+1 n+1 (_1)k+1 . (_1)2?1+4 {_1)21L+3 _ 1 B 1 <0
nl T ok n+3 m+2  2a+3 42
Bilan ¢ la sulte (Szn+1) , €st décroissante.
2n ( 1)k+1 2§1 1)k+ (—1)2n+2 1
Up — Up = = - =
Py Pt 2n 1 2n+1

et dong :

lim (up—v,)=0.

n—r+oo

Conclusion : (83,) et (S2n41) sont adjacentes.



Sujet E 129

EXERCICE PRINCIPAL

Deux joueurs A et B s'affrontent dans un jeu de la maniére suivante :

A joue le premier et jette deux dés : si la somme des points obtenus est 5, A gagne.

Le jeu cesse alors,

Sinon, B joue & son tour et jette deux dés : si la somme des points obtenus est 7, B gagne.
Le jeu cesse alots.

Sinon, le tour revient & A et on poursuit comme ci-dessus jusqu’a ce que A ou B ait gagné.

1. Question de cours : formule des probabilités composées.
2. a) Déterminer la probabilité pour que la somme des points lors du jet de deux dés soit
égale & 5.
b) Déterminer la probabilité pour que la somme des points lors du jet de deux dés soit

égale & 7.

3. a) Déterminer la probabilité pour que A gagne au (2n + 1)®*™® jet des deux dés (n = 0).
b) Déterminer la probabilité pour que B gagne au {2n + 2)"*™ jet des deux dés (n > 0).

4. En déduire les probabilités a et b pour que A et B gagnent le jeu.

5. Soit N la variable aléatoire égale au nombre de jets de deux dés pour que le jeu sarréte,
Montrer que NV admet une espérance et la déterminer.



Sujet I 129

EXERCICE SANS PREPARATION

1. a) Donner le domaine de définition de la fonction f: 2 r—> —L(t)— -
VE-1)22 -1
2 In(t)
b} Justifier la convergence de I'intégrale impropre —_— ¢,
1 JE-DA2-¢)

oo u(t)

2. L'intégrale _—
2 JE-12(t-2)

dt est-elle convergente ?



Sujet E 129

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Deux joueurs A et B s’affrontent dans un jeu de la maniére suivante :

A joue le premier et jette deux dés : si la somme des points obtenus est 5, A gagne.

Le jeu cesse alors.

Sinon, B joue & son tour et jette deux dés : si la somme des points obtenus est 7, B gagne.
Le jeu cesse alors.

Sinon, le tour revient & A et on poursuit comme ci-dessus jusqu'a ce que A ou B ait gagné.

1. I Question de cours : formule des probabilités composées.

e Si P(A) £0, P(AN B) = P(A)PA(B).
o S5i P(AinAsn...NA,_1)#0alors :

P (m Ai) = P (A1) Pa, (A2) ... Paynaan.na, - (An)).
i=1

2. a) I Déterminer la probabilité pour que la somme des points lors du jet de deux dés soit égale & 5.
) . 4 1
En dénombrant les facons d’obtenir 5, nous avons | P5 = w9l

b) I Déterminer la probabilité pour que la somme des points lors du jet de deux dés soit égale & 7.J

. . 6 1
De la méme facon, on cbtient : | Py = el
3. a) | Déterminer la probabilité pour que A gagne au {2n + 1)®™° jet des deux dés (n > 0). |

Pour tout entier n, on note As,,; I’événement « A gagne au (2n + 1)*™ jet des deux dés »
et By, 4o Pévénement « B gagne au (2n + 2)*™° jet des deux dés ».

Soit n € N. . —
A2n+1 = Al n Bz Mn...N B?ﬂ. n A2n+} .

En utilisant la formule des probabilités composées :

P(Azns1) = P(A) Py (Ba) - Payrgyn. nms (Aonst)

n n 1 f20\"
P(A‘Zn+1) = (]. - P5) (1 — P7) PS = 6 ﬁ i



b) | Déterminer la probabilité pour que B gagne au (2n + 2)#™° jet des deux dés (n > 0). J

Avec les méme notations, on a :
BZn+2 = A—l n E n..nN B2n n A2n+l M B2n+2

En utilisant encore la formule des probabilités composées, on obtient :

P(B )—(l—P)”“(l—P)“Pfi 20 N
nt+2) = 5 ki 7’—27 97 .

4. | En déduire les probabilités e et b pour que A et B gagnent le jeu.

+00 +oo
a=PF (U A2k+1) = ZP(A%H) .

k=0

Soit IV la variable aléatoire égale au nombre de jets de deux dés pour que le jeu s'arréte.
Montrer que N admet une espérance et la déterminer.

n+1 /20\"
En reconnaissant des séries géométriques dérivées, on constate que la série Z(?n + 1}P(N =2n+1)
est absolument convergente (ACV).
De méme

8 & /20\"
(20 + PN = 20 +2) = (20+ D P(Boniz) = —5r— (ﬁ)

et la série Z(Zn + 2)P(N = 2n + 2) est ACV, donc la série Zﬂ,P(N = n) l'est aussi, et N
admet une espérance.

+o0 n +oo n
n+1 /720 8n+8 /20
50 =3 25 () + 2 5 ()
n=0 n=>0
142 720\ 11X /200"
E(N) = — 22 — =
() 27];”(27) +27n2:%(27)
40 11 51
E = — —_— T
WMy =z+3=73




Sujet E 129

C'ORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

In(#) ‘
e

Donner le domaine de définition de la fonction f :axr—

o]
-

Dy=11,2].

In(t)

V(t-1)2(2—1)

2
b) | Justifier la convergence de l'intégrale impropre f dé.
1

L'intégrale i o [ ROy -
grale impropre d¢ est convergente parce que !
1 V(=122 -1
In(t
o la fonction f:t+— __n()__ est continue sur Pintervalle |1, 2[
- 122 1)
3/2 In(t
s lintégrale ~—n()—— dt est faussement impropre parce que f{f) tend vers 1
g
V=SV I

quand t — 1

In2 2 1
#) ~ ——— quand t — 2_ et 'intégrale de référence ] ——— dt est (absolument
o f(t) \/2—_EC1 e grale de référ A (absolument)

convergente.

+oo In{f)

2 - Dt 2)

In(t)
V{E—1)2(t - 2)
In(t)
T -2
. 3 In(t)
o 'intégrale f ————7_____ dt est convergente parce que f(£) ~
2

VE=1?(t-2)

3
et I'intégrale de référence f
2

1
N
In{t)

1 oo
o f(t) ~ vl O(ts_/i) quand ¢ —+ +co et lintégrale de référence /& ——dt est

L'intégrale dt est-elle convergente ?

+o0
L’intégrale impropre f dt est convergente parce que :
2

o la fonction f: ¢t~ est continue sur intervalle |2, +oo[

quand ¢ — 24

in2
ViE—2

dt est {absolument) convergente.

t5/4
{absclument) convergente.
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Sujet T 30

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : définition d'une valeur propre d'une matrice.

Soitget bdesréels telsque 0 <a<let0<b<1. Onpose: s=1— (a-+b).

Soit A la matrice carrée d'ordre 2 définle par: A = (1 ; ¢ 1 E b) .

2. a) Etablir Vencadrement : —1 < s < 1.
b) Montrer que le polynéme Q@(X) = X2 — (1 + s).X + s est un polynéme annulateur de la
matrice A.
c} Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de A7

d) Montrer que les vecteurs (z) et (_1

1) sont des vecteurs propres de A associés aux deux

valeurs propres de A,
e) La matrice A est-elle diagonalisable?
3. On rappelle que par convention, on pose A® = I, o1 1 est la matrice identité d'ordre 2.
a) Exprimer pour tout entier naturel n, la matrice A™ sous forme de tableau.

b) Calculer en fonction de a et b la matrice L = ET A", clest-3-dire la matrice carrée
k) o0

dont les coefficients sont les limites des coefficients de A™ lorsque n tend vers +oo.



Sujet T 30

EXERCICE SANS PREPARATION

ze ™ sixz>0

Soit f la fonction définie sur R par: Vz € R, f(z) = .
0 siz <0

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

On note T une variable aléatoire de densité f.

2. a) Calculer 'espérance de T

b) Déterminer la fonction de répartition I de la variable aléatoire T



Suget T 30

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. | Question de cours : définition d’une valeur propre d'une matrice.

On appelle valeur propre d'une matrice carrée A tout nombre réel A tel qu’il existe une matrice
colonne non nulle X vérifiant :

AX =)0X .

Soitaet bdesréelstels que 0 <a<let0<b<1 Onpose: s=1—(a+b).
Soit A la matrice carrée d’ordre 2 définie par: A= (1 —a b ) :

a 1-b

2. a)|Etablir Pencadrement : —1 < s < 1.

CommeO<a<letlO<b<lonal<a+b<2etdone, —1<s<1.

b)

Montrer que le polynéme Q(X) = X% — (1+s)X + s est un polynéme annulateur de la matrice
A

D’aprés le cours, si B = (2 Z), alors le polynome X2 — (a4 d)X + ad — be est annulateur de

Ici,ona:a+d=1+setad—bc =5, et Q(X) = X2 — {1+ 5)X + s est un polynéme annulateur

de A,

c)lQue peut-on en déduire concernant les valeurs propres de A7

On sait que I'ensemble des valeurs propres de A est inclus dans 'ensemble des racines de Q.
La résolution de I'équation @{X) = 0 donne deux solutions 1 et s qui sont donc des valeurs
propres possibles.

Au passage, on remarque que ce sont deux racines distinctes car s < 1.

Remarque

Comme A— 1T = (_3 _f;)) n’est pas inversible, 1 est valeur propre de A.

De méme, comme A — s = (2 2) n’est pas inversible, s est valeur propre de A.

=

(o)

b 1 .
Montrer que les vecteurs (a) et (_1) sont des vecteurs propres de A associés aux deux

valeurs propres de A.

= (2), donc le vecteur non nul (z) est un vecteur propre de A associé & la valewr

propre 1.

De méme, A (_

5,

1

1) = § (_11), donc (_11) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre




€) | La matrice A est-elle diagonalisable?

b1 10
Onpose.P—(a _1) etD—(O 5)

On vérifie que AP = PD, d'ott D = P71 AP, et par définition, la matrice A est diagonalisable,

a)IExprimer pour tout entier naturel n, la matrice A™ sous forme de tableau.

Ona A" = PDnp-L,

1
Les calculs donnent P! = 11 et
a+bl\a —b

n _on
g L (ab+as b(1 s))

T a+b\a(l-s")  a-+bst
b Calculer en fonction de ¢ et b la matrice L = ET A", c'est-a-dire la matrice carrée dont les
n o0

coefficients sont les limites des coefficlents de A™ lorsque n tend vers +oco.

1
Puisque |s|<1l,ona: lim s"=0et L= lim A"= (b b).
n— +oo n— +oo a+ bla a



CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

ze ® siz=0

Soit [ la fonction définie sur R par : Vo € R, f(w) = { i
0 siz <0

Sujet T 30

1. |M0ntrer que f est une densité de probabilité.

La fonction f est positive, continue sur R. et vérifie :

/+mf(ﬂ:)dac: /(:rma:e_mda:—l

)

car c’est I’espérance d’une loi £(1).!

On note T une variable aléatoire de densité f.

2. a) I Calculer 'espérance de T'.

+oo
E(I) = f rle T dz =2
0

car ¢’est le moment {non centré) d’ordre 2 d’une loi £(1).

b) | Déterminer la fonction de répartition F de la variable aléatoire T.

Pour z < 0, on a F(z) =0 et pour x > 0, 4 I'aide d’une intégration par parties :

T
F(z) :f te~tdt=1-(1+z)e ™.
0

1. On peut utiliser avec profit les propriétés de la loi exponentielle de parameétre 1.,



Sujet T 31

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : définition d’une densité de probabilité.
2. Boit r un réel tel que r # —1 et soit g la fonction définie sur [0, 1[ par :
1
vz € [0,1], = ———(1—z)"*.
2 € (0,1], gla) =~ (1 -2)

a} On note g’ la fonction dérivée de g.  Pour tout z € [0, 1], calculer g'(z).

1
b) Calculer 'intégrale f V1 —zdz.
0

1 1
3. On pose Iy = f V1 — x dz et pour tout entier n > 1, I, = ] ™1 — 2z dx.
0 0

a) A I'aide d’une intégration par parties, établir, pour tout n € N, I'égalité :
2(n+1) ! :
Int1= Hntl) ; )] 2"(1-x)? da .
0

b) En déduire la relation () suivante :

2(n+1)

YmneN, Inp1 = m

n

c) A Vaide de la relation (x), compléter les lignes (2}, (4) et {5) du script Scilab suivant
afin qu’il caleule et affiche I, pour une valeur de n entrée par I'utilisateur.

1 n=input {’donner une valeur de n:’)
P

(2) ICEIEEE Y

(3) for k=1:n

(4) S
(B) -

(6) disp(I)
d) Calculer Iy.

4, Soit f la fonction définic sur R par :

15
Za zyvl—x si0€zx <l
fz) =
o sinon
a) Montrer que f est une densité de probabilité.

b) Déterminer la fonction de répartition F d’une variable aléatoire de densité f.



Sujet T 31

EXERCICE SANS PREPARATION

1 1
1
Soit A la matrice carrée d’ordre 2 définie par : A = 3
2 2
1. a) Montrer que le réel A est valeur propre de A si, et seulement si, il vérifie I'équation :
Mox=0.

b) Quelles sont les valeurs propres Ay et Aa (A > Az) de A7

2. a} Déterminer les vecteurs propres de A, associés aux valeurs propres A; et Ag respective-
ment.

b) Montrer que A est diagonalisable,



Sujet T 31

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. | Question de cours : définition d’une densité de probabilité.

Une fonction f définie sur R est une densité de probabilité si elle est positive, continue sauf au
plus en un nombre fini de points et si elle vérifie :

[;mf(w)dw=1.

9. Soit 7 un réel te} que r # —1 et soit g la fonction définie sur [0, 1[ par :

Va € (0,1, g(z) = — — (1 - o)

r+1

a) fOn note ¢ la fonction dérivée de g.  Pour tout z € [0, 1], calculer g'(z).

On trouve : g'(z) = (1 — x)".

b

T

1
Calculer Vintégrale f Vv1—xdx.
0

1 ! 2 ar 2
Avecr—E,ona,./‘O \/l—mdx——g[(l—w) ]0__3_.

1 1
3. On pose Iy = f V1 —x dz el pour tout enlier n 2 1, I, = f "1 — x da.
0 0

A D’mide d’une intégration par parties, établir, pour tout n € IN, l'égalité :

2 1 :
) I = h(n?’ﬁ/ z™{1 —I)% dzx .
o

1
Onaly= / "1 -z dx.
1 . . N
En dérivant x — z™*! et en utilisant une primitive de £ ~— {1 — 2)%, une intégration par

2 31! 2 1
parties donne : [np = [ -3 o - )3 (n +1) j :r:) dx, soit encore :

1 3
Iy = _n_~|—_)/ (1 — ) de.
3 0

En déduire la relation (*) suivante :

2(n+1)

V?‘LEN, In+1: m+5 n -




Soit n € IN.
En utilisant les égalités 27(1 — 2)7 = a™(1 — 2)2(1 — 2) = 2™(l — 2)7 — 2""'(1 — 2)%, on
parvient i

puis :

2(n+1)

Ips1 = 3 (In - In-H)
2n+1
I = ‘9551?) Tn

A Paide de 1a relation {*), compléter les lignes (2), (4) et (5) du script Scilab suivant afin qu'il
calcule et affiche I, pour une valeur de n entrée par l'utilisateur.

(1) n=input (’donner une valeur de n:!)
(2) I= ceveennnn

(3) for k=1:n

(4) I= cccevnnnn

(5) oeoes

En complétant les lignes (2), (4) et {5}, on obtient :

{1) n=input {(’donner une valeur de n:’)
(2) 1=2/3
{3) for k=1:n
{4) I=(2%(k+1}/ (2¥k+5) ) *I
{5) end
{6) disp(I)
d)[ Calculer 13.
Powrn=0et Iy = %, la relation () donne : ) = 1% .
15 .
T Vi-z si0<z<l1
4. Soit f la fonction définie sur R par:  f(z) = .
0 sinon

a) | Montrer que f est une densité de probabilité.

oo 15

La fonction f est continue sur R, & valeurs positives et f flz)de = T L =1

-0

b} | Déterminer la fonction de répartition F d'une variable aléaléatoire de densité f.

’

0 siz <0
3 2

On trouve : F(z) = 1—(1+§$)(1—x)2 sid<e<l -
1 siz>1




Sujet T 31

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1
Scit A la matrice carrée d’ordre 2 définic par : A = ~

Montrer que le réel X est valeur propre de A si, et seulement si, il vérifie 'équation :
Lo A _A=0.

Le réel X est valeur propre de A si et seulement si la matrice A — AT est non inversible (cours),
ce qui donne A2 — A = 0 {on utilise, par exemple, 1a nullité du déterminant d'ordre 2).

b) I Quelles sont les valeurs propres A; et Ag (A > A2} de A7

Ar=1
A2=10

a) | Déterminer les vecteurs propres de A, associés aux valeurs propres A; et Ay respectivement. l

. 1
s Les vecteurs propres de A associés & la valeur propre A; = 1 sont les vecteurs U = o (2)
avec a 7# 0.

s Les vecteurs propres de A associés 4 la valeur propre Ay = 0 sont les vecteurs ¥V = 3 (_11)
avec B # 0.

b) [Mcmtrer que A est diagonalisable. !

1 1 1 0
Onpose.P:(2 —l) etD=(0 O)'
AP_(I 0)
2 0
pp_ (10
20

Comme P est inversible, P~'AP = D et la matrice A est donc diagonalisable.
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Sujet BL 30

EXERCICE PRINCIPAL

. Question de cours : définir le maximum d'une fonction réelle de une ou deux variables.

z(l—t) siz<t

Pour tout couple (t,z) € [0,1]?, on pose : K({t,z) =
ple (t,2) € [0,1] P (t,2) {t(l—m) six>t

. Résoudre I'équation K(t,z) = 0.

. Soit ¢ €]0, 1] et &, la fonciion définie sur [0, 1] par : ky(x) = K(¢,z).
a) Etudier les variations de la fonction k.

b) Montrer que la fonction k; présente un maximum gue l'on déterminera en fonction de ¢.

. En déduire lexistence d’un couple (to,z¢)} € [0,1)? vérifiant pour tout couple (t,z) € [0, 1]%,
linégalite : K (tg, zg) > K{t, z).

. On note E lensemble des fonctions f continues sur [0, 1] vérifiant f(0) = f(1) = 0. A toute
1
fonction f € E, on associe la fonction f définie sur [0, 1] par : f(t) :/ ki(z) f(z) dx.
0

a) Soit f € E. Montrer que fekE.

b) Montrer que sur lintervalle [0, 1], F admet une dérivée seconde F" que I'on exprimera en
fonction de f.

¢) Soit g € E. Déterminer I'ensemble des fonctions f € E qui vérifient f = g.



Sujet BL30

EXERCICE SANS PREPARATION

Seit X une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de paramétre p vérifiant 0 < p < 1.

On pose : ¥ = e¥,

1. A quelle condition sur l'entier » > 1, le moment E{Y™) d’ordre r de la variable aléatoire Y
existe-t-il ?

2. Calculer alors FE(Y).



Sujet BL 30

CORRIGE DE LEXERCICE PRINCIPAL

1. |Question de cours : définir le maximum d’une fonction réelle de une ou deux variables. J

On appelle maximum d'une fonction réelle f de une ou deux variables la plus grande valeur
gu’elle prend sur son domaine de définition D.

Autrement dit, f atteint son maximum en un point xg de D si, et seulement si, on a :

Yee D, flz} < flzo) .

x2{l ) siz<t

Pour tout couple (¢, z) € {0, 1]%, on pose : K(¢,x) =
ple (t,2) € {0, 1 P (t) {t(im) siz >t

2. [Résoudre Péquation K({t,z) = 0. |

K{t,x)=0<= (z=0,{=1)ou {(z =1, =0).

3. Soit ¢ €]0,1[ et k; la fonction définie sur [0, 1] par : ki(z) = K (¢, z).

a) | Etudier les variations de la fonction k.

Si e [0,t], k(z) = z(1 — ) et k; est croissante sur [0,¢].
Sixc 1], ki(2) = {1l — z) = —tz + t et k, est décroissante sur [t, 1].

b)lMontrer que la fonction k; présente un maximum que Pon déterminera en fonction de ¢.

Par suite, la fonction k; définie sur [0, 1] présente un maximum au point & = £ et ce maximum
vaut ¢(1 — £).

En déduire I'existence d'un couple (g, o) € [0,1}? vérifiant pour tout couple {¢t,z) € [0, 1%,
l’megahte . K(t(), xg) > K(t, .’L‘).

K{t,z) = Hl -6 =1/4.
e oy KO = ey -0 =Y

En effct 1a fonction ¢ — ¢{1 — ) admet un maximum sur |0, 1] atteint pour ¢ = 1/2.
Donc, pour tout couple (t,z) € [0,1]2, on a K({,z) < K{{,t) = t{l —t} < K(1/2,1/2).
Finalement, le couple (g, ) = {(1/2, 1/2) convient.



5. On note E I’ensemble des fonctions f continues sur [0,1] vérifiant f(0) = f(1) = 0. A toute
1

fonction f € F, on associe la fonction fdéﬁnic sur [0, 1] par : f(t) = f k(2) f{z)dz.
0

a) | Scit f & E. Montrer que f € .

1 ¢ 1
Pour tout ¢ € [0,1], on a f(t) = f kyz)flxyde = (1 — £)/ zf(z)dz + tf {1 —z)f(z)dz.
. _Jo 0 t
On voit aisément que f{0) = f{1} = 0 et la dérivabilité (donc la continuité) de f résulte de la

continuité de f.
Done f € E.

by [Montrer que sur lintervalle [0,1], 7 admet une dérivée seconde f7 que l'on exprimera en
fonction de f.

Ona:
_ t 1
f’(t):t(l—t)f(t)—/o a:f(m)dx+ft (1 —z)f(xrde — (1 —t)f(2)

s0it encore

. ¢ 1
f’(t):—fD :cf(a:)d:c—f—/; (1 —z)f(z}dx

et finalement

Pty =~/ — (1= 0F(t) = —£) -
Done, " = —f.

c) i Soit g ¢ E. Déterminer I’ensemble des fonctions f € £ qui vérifient ¥ = g.

Si g € F, on vient de voir que f = —g vérifie f” = g ().

Soit f, une autre solution de (x). Alors, (f1 +§)" = f{' + ()" = g — 9 = 0; dong, il existe des
réels @ et b tels que, pour tout £ € [0,1], om a fi (1) = —g(t) +at + b.

De plus, £,{0) = f1(1) = 0 de méme que §(0) et §{(1). Par suite, a=a+b=0,donca=56=20.

Bilan : la seule solution de I’équation (x) dans E est —g.



Sujet BL 30

CORRIGE DE L’EXERCICE SANS PREPARATION

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de paramétre p vérifiant 0 < p < 1.

On pose : Y = e¥,

1. A quelle condition sur l'entier » > 1, le moment E(Y7") d’ordre = de la variable aléatoire ¥’
existe-1-il 7

Pour tout entier » > 1, on a Y7 = "X et par le théoréme de transfert, E{Y") est la somme de
la série de terme général u, = e™p{l — p)*~ ! si elle converge.

11 s’agit d’une série géométrique de raison e"(1 — p).

Ainsi, E(Y") existe <= r < — In(1 — p}.

2. |Calcule1‘ alors E(Y').

L'espérance E(Y) existe si et seulement si ~In{l —p} > l+<=g=1—p < /e

1_ &P
1—eq

+oo
Sous cette condition, on a: E(Y) = Z e"pg"T
n=1
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