Rapport et sujets, oral HEC, Mathématiques (S)

Juin-juillet 2021

Dans leur grande majorité, les candidats montrent de belles qualités de logique et de présentation. Bien stir, il
y a une large diversité entre eux, les notes s’étalant de 2 a 20.
Les candidats les plus faibles ont montré d’importantes lacunes de cours et de grosses faiblesses en calcul.
A contrario, les meilleurs candidats étaient brillants dans leurs connaissances et dans leur finesse de raisonnement.
La moyenne est de 11,21 et ’écart-type est de 3,93.
Le jury aimerait insister sur certaines fautes récurrentes :
— L’énoncé du théoréme central limite est parfois surprenant et n’a souvent rien a voir avec celui du programme.
— Le jury insiste sur le role du tableau : il doit étre utilisé comme un support et doit permettre & ’étudiant
de commenter son travail mais il n’est pas nécessaire d’y voir tous les calculs. Un juste équilibre doit étre
trouvé, certains candidats veulent recopier l'intégralité de leur brouillon, d’autre ne rien écrire.
— Les étudiants pensent souvent & tort qu’une limite existe toujours et utilisent le symbole lim a mauvais
escient.
— Il est utile de connaitre les lettres grecques. 1l est parfois difficile de suivre les étudiants lorsqu’ils confondent
deux lettres de leurs énoncés.
— 11 est important qu’un étudiant sache dessiner les fonctions usuelles et connaissent 'interprétation géomé-
trique de ’algébre linéaire et bilinéaire.
— Nous avons fortement apprécié les étudiants qui remarquaient des incohérences dans leurs calculs, par
exemple :
— La variable est & valeurs de [0, 1] et mon calcul me donne une espérance de 2.
— La fonction est positive et son intégrale est négative...
Nous félicitons ceux, nombreux, qui se sont accrochés jusqu’au bout, essayant diverses méthodes, proposant des
idées.
L’exercice sans préparation a trés bien rempli son role et & permis de sauver des oraux mal commencés, ou de
confirmer une prestation remarquable.

Voici quelques sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur le fait que ces
corrigés sont indicatifs, ont été écrits a 'intention des membres de jury et ne correspondent pas toujours exactement
A ce que l'on peut attendre des éléves.



SUJET S1

Exercice principal S1

Soient n € N* et p € [0, 1].
Soit S, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramétre (n,p) et © > 0. On pose ¢ = 1 — p.
1. Question de cours : inégalité de Markov.

2. Soit A > 0. Montrer que :
E(ek(sn_np))

P(S, —np > nx) < v

3. Montrer que E(e 5 mP)) = (per 4 ge=*P)",
4. On admet pour Uinstant que, pour tout réel ¢, ¢! < e'” + t.
Montrer, en utilisant cette inégalité, que :

P(S, —np = nx) < en(¥*=aa),

puis en déduire que :

7L£L'2
P(S, —np>nx)<e 1

5. Expliquer comment on démontrerait de la méme fagon que :

’!LIL'2

P(S, —np < —nz) < e~

“(

Comparer avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

6. En déduire :

nz?

S
— P
n

> x) < 2e”

7. Dans cette derniére question, on revient sur 'inégalité admise & la question 4. Etudier la fonction f : ¢ +—
2
e 7t 4 te”t et en déduire I'inégalité admise a la question 4.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS1 2013 p. 24.
2. Soit A > 0. Comme x — ¢ est une bijection strictement croissante :

P(S, — np > nx) = P(e*5—"P) > oni)

puis par l'inégalité de Markov :

E(ek(sn_np))

P(S, —np > nx) <

enAz
3. Par le théoréme de transfert :
n
E(e/\(sn—np)) — Zek(k—np)p(gn =k)
k=0
— Z (Z)Z)kqn—ke/\(k—np)

k=0
= e (pe* + ¢)" par la formule du binome

= | (pe? + ge™ )"

comme demandé.



4. On applique 'inégalité admise avec t = Ag et t = —Ap. On en déduit :

2 2 2
AP p(eX' " +2g) + (X" — Ap)
pe)\2q2 + qe)\2p2
pe’\2 + qe>‘2 car p? <let > <1
2

e carp+qg=1

pe + ge~

NN NN

Alors E(e*Sn—mP)y < e d’ot finalement :

P(S, —np = nx) < en(3?—Az)

Cette inégalité, dont le premier membre ne dépend pas de A est vraie pour tout A. Or, & = > 0 fixé, la

x x
fonction A — A2 — Az atteint son minimum pour la valeur Ay = 5 et ce minimum vaut alors I On en
déduit donc :

P(S, —np 2 nx) <e 1

5. On démarre de la méme fagon en écrivant :

E(ek(np_sn))

P(S, —np < —nx) =P(A(n — S,) = Anzx) < v

11 suffit alors de reprendre les calculs précédents en remplagant A par —\ et on obtient le méme majorant a
Iarrivée.
6. 11 suffit d’écrire :

Sn_p‘ >x> = P(|S, —np| > nz)

= P(S, —np=>=z)+P(S, —np < —nx)

naz?

< 2 T4
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne simplement :

]P,(Sn V(2)  p(l-p)

—_— — > < =
n p‘ - x> e nx?
L’inégalité de Bernstein |est nettement meilleure‘ pour les grandes valeurs de n puisque ’exponentielle va
plus vite vers zéro.

7. On revient sur la preuve de I'inégalité utilisée dans la question 4. Cette preuve a été reportée en fin d’exercice
car elle est essentiellement technique.

On suit I'indication de ’énoncé et donc, soit f : ¢t — e’"~! 4 te™". La fonction f est dérivable et, pour t € R :
F) =2t —1)e" Tt + (1—t)e ™t = [(2t — el + (1 —t)]e

Le signe de f'(t) est donc le méme que celui de ¢(t) = (2t — 1)et2 + (1 —t). La fonction ¢ ainsi définie est
dérivable sur R et, pour tout t € R :

Q) = (42 — 2t +2)e’” — 1

1 7
La fonction t +— 4t* — 2t + 2 admet un minimum en ty = 1 et ce minimum est égal a 1 On en déduit que :

Vit e R @’(t)>£et2—1>£—1>0

La fonction ¢ est donc croissante. Or ¢(0) = 0 donc ¢ est négative sur R_ et positive sur Ry. Il en est donc
de méme pour f’ et la fonction f admet donc un minimum en ¢t = 0. Or f(0) = 1. On en déduit donc que :

VteR f(t)>1soit|VteR e <el +t¢




Exercice sans préparation S1

Soit f définie sur Rt par .
Vr e Rt f(x) = sup x—'
neN T
1. Donner une expression de f(z) en fonction de z.
2. Dessiner le graphe de f sur [0,4].

3. f est-elle continue sur R 7

Solution :

n

1. Soient k € Net « € [k, k+ 1] (on a ainsi k = |x]) . Notons pour tout n € N u,(z) = x—'
n!

Un(z) Suppi(z) on+l<asen<r-—1en < |z
Donc up(z) < ur(z) < ... <uk() > ups1(z) > upg2(x)......
ak zl®]
0= =
2. Sur le dessin, on voit la continuité mais pas la dérivabilité .
f
10 A
8 -
> 61
4 -
2 .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
X
3. f est continue et C' sur R™ privé de N*. Etude en k
kk kk_l kk_l
lim f(z)=—= et lim f(z)= = f(k).
IRONEL T T (6= 1)1

T <k x>k




f est bien continue sur R.

On peut faire aussi chercher les dérivée & droite et & gauche
k—1 kk—Q

=] et = sik>2et0etlsik=1)

(qui valent respectivement



SUJET S2

Exercice principal S2

Soit f une fonction continue sur [0, 1], non identiquement nulle, et & valeurs positives.
Pour tous polynomes P et ) de R[X], on pose :

1
o(P.Q) = / FHPOQ(t)t

1. Question de cours : Définition de I'ordre de multiplicité d’une racine d’un polynoéme.
2. Justifier que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].

3. Montrer que pour tout n entier vérifiant n > 1, il existe une base orthogonale (Fy, Pi,...,P,) de R,[X]

telle que :
deg(Py) = k
et P, est unitaire

Yk € [0,n], {

4. Montrer que P; admet une racine dans [0, 1].

5. Soit k > 1. On souhaite montrer que P, admet exactement k racines réelles simples, toutes dans [0, 1].
Soit j € [0, k], et supposons que P, admette exactement j racines distinctes dans [0, 1] qui soient d’ordre
de multiplicité impaire, notées (dans le cas ot j > 1) ay,aq,...,a;.
J

On note alors Q(X) = H(X —a;)sij#0et Q(X)=1sij=0.
i=1

(a) Etudier le signe de t — Py (t)Q(t) sur [0, 1].

(b) Montrer que P, (X)Q(X)=0s5sij < k.

(c) Conclure.

6. Montrer que pour tout k£ > 1, le polynéme (P;C)2 + 1 n’admet que des racines complexes, toutes simples.

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 7.

2. e L’application ¢ est clairement bien définie, symétrique, et bilinéaire par linéarité de l'intégrale.
1
o Soit P € R[X]. Alors o(P, P) = / £(6) (P()? dt.
0

Comme t — f(t) (P(t))” est continue positive, et que les bornes d’intégration sont dans le bon ordre, on
a bien p(P, P) > 0 par positivité de I'intégrale.

e Soit P € R[X] tel que (P, P) = 0.
La fonction ¢ — f(t) (P(t))? étant continue positive d’intégrale nulle, elle est alors nulle sur [0, 1].
On a donc : V¢ € [0,1], £(t) (P(t))* = 0.
Comme f n’est pas identiquement nulle : il existe au moins un réel ¢ € [0, 1] tel que f(c) # 0.
Comme f est continue en ¢, il existe € > 0 tel que Vt € [0,1] N [c—¢e,c+¢€], f(t) # 0.
Ainsi, Vt € [0,1] N [c—¢,c+¢€], P(t) = 0.
Le polyndéme P admet donc une infinité de racines, donc est nul.

¢ est donc bien un produit scalaire. ‘ Notons dans la suite || - || la norme associée.

3. On procéde par récurrence, en appliquant la ’ méthode d’orthonormalisation de Schmidt | & partir de la base
canonique.

e Notons Py = : Py est un polynoéme de degré 0.

1
[



e Soit k > 0.

Supposons qu’on ait défini une base orthonormée (Fy, . .., Py) de R;[X] telle que : V& € [0, n], deg(Py) = k.
k

Notons ex1 = X*T =3 " o(X**1, Py Py

§=0
Alors efy1 est de degré k + 1, donc n’appartient pas a Ry [X] = Vect(Fo, ..., Pk).
De plus7 Vi € [[Oa k]]a @(ek-ﬁ—hpi) = SO(Xk+17 PZ) - @(Xk—H,Pi)‘P(Piy Pz) =0.
Ainsi, e est non nul, et orthogonal a (Po,...,Pp).

[lexs1ll 1||
de cardinal k + 2 = dim(Ry41[X]), donc ’ une base orthonormée de Ry11[X]. ‘
4. On sait que 1 €Vect(FPy), donc P; L 1 : on doit avoir (1, P;) = 0.

Ainsi, en posant P11 = la famille (PO, .oy Pg, Pr11) est une famille orthonormée de Ry 1[X],

1
vt € [0,1], / F@®)PL(t)dt = 0.
0
La fonction P; est continue sur [0, 1], donc est bornée et atteint ses bornes.
Comme Yt € [0,1], m[ln](Pl( uw)) < Pi(t) < m[%ﬁ](Pl(u)), en multipliant par f(f) > 0 et en intégrant
€0 ue|0,
(positivité de l'intégrale), on obtient :

min (P;(u)) /01 ft)dt <0< max (Pi(u / f(t)

w€[0,1]

Comme f est positive non identiquement nulle, on a / f()dt > 0, donc nécessairement :

min P, < 0 < max P;.
[0,1] [0,1]

Par Théoréme des Valeurs Intermédiaires, ‘Pl s’annule donc au moins une fois sur [0, 1] ‘ (et c’est la seule

racine réelle puisque deg(P;) = 1)

5. Soit k>1
(a) Remarquons que pour tout k > 1, P, 1 1 donc comme dans 4, P;, admettra toujours au moins une racine
dans [0, 1].
Notons ay, ..., a; les racines d’ordre impair de P, dans [0, 1], de multiplicités respectives aq, ..., ;.
Notons by, ..., by, les (éventuelles) racines d’ordre pair de Py, dans [0, 1], de multiplicités resp. S1, ..., Bm.

Remarquons qu’on peut factoriser Py sous la forme

P =[(X —ag - TT(X —0)" - Re(X),

i=1 i=1

ou Ry, est un polynome n’admettant pas de racines dans [0, 1] donc de signe constant sur [0, 1] car continu.
Alors, on a :

Pe(X)Q(X) = [[(X —a)™ - [[(X =) - Ri(X)

i=1 i=1

Ainsi, Py (t)Q(t) est toujours du signe de Ry(t) sur [0,1], donc toujours ‘ de signe constant. ‘
(b) Supposons j < k. Alors Q(X) € R;[X] =Vect(Fy, ..., P;). Donc P est orthogonal & Q.

o(Pr, Q / f@)Pe(t)Q(t)dt = 0

Or, la fonction ¢t — f(t) Py (t)Q(¢) est continue, de signe constant, d’intégrale nulle, donc est nulle sur [0, 1].

Comme 4 la question 1, on montre que ‘ le polynome P.Q) ‘ est nul car admet une infinité de racines.

(c) Or, Py est de degré k > 1 et on a toujours @ # 0, donc c’est absurde d’avoir P,@ = 0.
Ainsi, on a nécessairement j = k. Ainsi, P, admet exactement k racines réelles dans [0, 1], d’ordre de
multiplicité impaire, donc toutes ses racines d’ordre de multiplicité 1 nécessairement, donc

‘toutes simples, et toutes dans [0, 1]. ‘




6. Soit k> 1.
Déja, pour tout réel t, on a (Py(t))? + 1 > 0, donc P? + 1 ne peut pas avoir de racines réelles.

Supposons que P,? + 1 admette une racine au moins double a € C \ R. On aurait :
2P (a)Pl(a) =0

Donc « serait racine de Py, ou racine de Pj.
Or, P, admet k racines réelles uniquement, donc Py () # 0.

De plus, en notant toujours a; < --- < aj les racines de Pg, en appliquant Rolle sur chaque intervalle
[ai,ait1] (i € [1,k —1]), P}, s’annule déja au moins k — 1 fois (une fois sur chacun de ces intervalles), en
étant de degré k — 1.

Donc P} admet exactement k — 1 racines, toutes réelles.

Ainsi| P? + 1 ne peut pas avoir de racine double.




Exercice sans préparation S2

On dispose d’un dé & 6 faces non pipé.

Proposer une méthode pour effectuer un tirage au sort équitable entre 24 individus (c’est & dire un tirage uniforme
entre 1 et 24) en au plus 3 lancers.

Implémenter la méthode avec Scilab et proposer un programme qui affiche un histogramme permettant de valider
la méthode proposée.

Solution :

On lance le dé 6 fois, on modélise par X1, ..., X3, 3 variables aléatoires indépendantes suivant des lois uniformes
sur [1,6].

On divise les 24 résultats possibles en quatre "lots" de 6

On utilise les deux derniers lancers pour déterminer quel sous ensemble choisit parmi les quatre, en fonction de
la valeur de ces deux derniers lancers par rapport & 3.

X=X +12% ]1[X2<3] + 6 * ]1[X3<3]-

On peut écrire le programme Scilab suivant :

Ntest=50000;
test=[];
for i=1:Ntest
de=grand(3,1,"uin",1,6);
choix=de(1);
if de(2)<4 then choix=choix+de(2)*12
end
if de(3)<4 then choix=choix+de(3)*6
end
test=[test,choix];
end;
histplot(0.5:25,test)



SUJET S3

Exercice principal S3

Soit m un entier supérieur ou égal & 2. On munit R™ de sa norme euclidienne canonique.
+oo
Pour tout z = (z1,...,2,) € R", on pose f(x) = / e (14 2yt + ot + -+ x,t™)? dt.
0
1. Question de cours : Donner une condition suffisante pour qu’une fonction de plusieurs variables admette
des extrema globaux sur un ensemble donné.
2. Montrer que la fonction f est bien définie.
3. On note M € M, 1(R) la matrice définie par M = ((4 + j))o<i,j<n
1
i
Soit © = (x1,...,2n) € R",onnote u= | . | € Mp111(R)
Ty
Montrer que f(z) = ‘uMu
4. (a) On admet que pour tout u € M,,411(R), si u # 0 alors "uMu > 0
Montrer que les valeurs propres de M sont toutes strictement positives.

(b) En déduire qu’il existe un réel A strictement positif tel que pour tout = € R" :

f(z) = Allzl]”

5. En déduire que f admet un minimum global.
On notera a = (ay,...,a,) un point ot ce minimum est atteint.
6. (a) Montrer que, pour tout k € [1,n], k! + (kK + Dlay +--- + (k +n)la, = 0.
(b) Onpose P(X)=1+a1(X+1)+a(X+1)(X+2)+ - F+a, (X +1)(X+2)--- (X +n).

Montrer que P(X) = (n__:)ln)l(X DX -2)--- (X —n).

(c) Montrer que f(a) = P(0) = %

Solution :

1. Programme officiel ECS2 page 19.
2. Soit z = (z1,...,z,) € R™.
Soit la fonction g : t + e (1 + z1t + xot* 4 -+ + 2,t™)? est continue et positive sur [0, +oo[. De plus,

1 . ) L L.
g(t) Ml o) 5} par croissances comparées, donc ‘ lintégrale f(x) converge ‘ par domination.
—r 00

3. Par linéarité (toutes les intégrales convergent par le méme raisonnement qu’a la question précédente), on



trouve que :

+o0
f(z) :/ e_t(1+$1t+$2t2+...+xntn)2dt
0

:/+°<> _tdt+22$k/ tkke_tdt—i——&—ZZx xj/ titie=t d¢
0 =1 j=1
—1+2Zk'xk+ZZz+j'xxJ

=1 j=1
n n
= Z (i 4 j)lz;z; en notant zo =1
1=0 j=0

=uT Mu

+o00

Remarque : / t'"He~tdt = (i + j)! en utilisant la densité d’une loi (i + j), ou éventuellement par
0

récurrence.

4. (a) Soit X\ une valeur propre de M et u un vecteur propre associé
Comme u est non nul, u” Mu = X|[u||> > 0.

Donc ‘ Toutes les valeurs propres de M sont strictement positives.

(b) La matrice M étant symétrique réelle, elle est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral et il existe

donc une matrice diagonale D = diag(\1,...,\,) (on peut supposer 0 < Ao < Ay < -+ < A,) et une
matrice orthogonale P telle que M = PD'P. On peut alors écrire avec les notations précédentes, en
posant v = *Pu = (vg,...,v,) :
n n
f(z) ="uPD"Pu="vDv = Z)\kvz > Ao sz = Xol[v]I® = Xollul|} = Moz
k=0 k=0

5. D’apreés la question précédente, il existe un réel r > 0 tel que pour tout = € R”, |z|| > r = f(x) > f(0).

La fonction f étant polynomiale, elle est continue sur la boule fermée bornée B = {z € R" | Hx|| r}. Elle
admet donc un minimum m sur B. Par construction de r, on a : Vo € R™\ B, f(z) > f(0) >

‘La fonction f admet donc un minimum global sur R". ‘

6. (a) Puisque la fonction f est polynomiale, donc C, sur 'ouvert R™, le point a est un point critique, i.e. :

of

k

8f For (@ ):2k1+2iak(k+i)!.

=1

Or, pour tout k € [1,n],

Pour tout k € [1,n], k! + Zak(kJri)! =0.

i=1

(b) Pour tout k € [1,n], k!P(k) = k! + Z ar(k +1)! = 0. Le polynome P est de degré inférieur ou égal a n
i=1
et admet n racines distinctes. Il existe donc A € R tel que P(X) = A (X —1)--- (X —n).
(=n"

Puisque P(—1) = 1, on trouve A = CFEIk

P(X):(E;_l)ln)!(X—l)--(X—n).

(c) On a, par linéarité (toutes les intégrales convergent) :
+oo
f(a) z/ e H(1 4 art + agt® + - + a,t™)*dt
0

+oo +oo
:/ e t(1+ art + agt® 4+ - - - + ant") dt+Zak/ UL+ 2yt 4 2ot® 4 -+ ™) dE.
0



Or:

+oo
Vke[[l,n]],/ the (14 a1t 4+ agt?> + -+ ant™) dt = Kl 4+a1 (k+ 1)+ az(k+2)!+- -+ an(k+n)! = 0.
0

Ainsi :

+o0 n 1
f(a) :/ e M1+ ait +agt? + - Fant")dt =1 +Zakk! = P(0)=—|
0 k=1 &




Exercice sans préparation S3

On tire (avec remise) une boule d’une urne contenant n boules distinctes. On note V' la variable aléatoire égale au
numéro du tirage ol pour la premiére fois, chaque boule a été tirée au moins une fois. Calculer I’espérance de V' et
trouver un équivalent quand n tend vers l'infini.

Proposer un programme Scilab pour tester ce résultat.

Solution :

Soit T; le numéro de tirage lorsque ¢ boules différentes ont été tirées au moins une fois. En notant V; = T; —T;_4
et Vi=1,onaV =V, +..4+V,. Or, V; est égal au nombre de tirages pour tirer une des n — (i — 1) boules qui
n’ont pas encore été tirées. V; suit donc une loi géométrique de parameétre

n—(i—1)

Pi =

D’ou

1 1 n
EV)=EWV)+.4+E\V,)=—+..— = _
(V) = BE(V) 00 = o+ = | o wmiT

En particulier | E(V) ~ nlnn | quand n tend vers linfini.
On peut proposer le programme Scilab suivant :

n=30;
Ntest=10000;
esp=0;
E=0
compt=0;
for i=1:Ntest
A=zeros(1,n);
while sum(A)<n
u=int (n*rand()+1);
if A(u)==0 then
ACu)=1 ;
end
compt=compt+1;
end
end
E=compt/Ntest;
esp=E/(n*log(n));
disp(esp)



SUJET S4

Exercice principal S4

1. Question de cours : matrice hessienne en un point x.
2. Soit n € N* avec n > 2. On considére la fonction f définie sur R™ par :

n n 2 n
v(x17"'7xn)€Rn f(xl77zn):2$i+ (Zxk> 7Zxk
k=1 k=1 k=1

Montrer que f est de classe C? sur R™ puis calculer les dérivées premiéres et les dérivées secondes de f.
3. (a) Déterminer le seul point critique (a1, ...,a,) de f sur R™.
(b) Vérifier que la hessienne de f en ce point est la matrice 4,, = 2(I,, + J,,) ou I, est la matrice identité de
M, (R) et J, la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
4. Déterminer le rang de J,.
En déduire le spectre de J,,, puis celui de A,.
5. Montrer que f admet un minimum local en (a1, ...,a,) et préciser la valeur de ce minimum.

6. Dans cette derniére question, on va retrouver et préciser le résultat précédent par une méthode différente.
n

n
Pour r € R", on note C, la contrainte d’équation Zxﬁ =r’et S, = {(a:l, oo Zy) €RY Zazi = 7’2}.
k=1 k=1
(a) Montrer que f admet un minimum global et un maximum global sous la contrainte C,..
On note respectivement m(r) et M(r) la valeur de ce minimum et de ce maximum.

(b) On admet que :

(n+1)r?—ryn si0<r<

m(r) = 1 1

1
2V o M(r) = (n+1)r*+ryn
r?— - sir >

4 2y/n
En déduire que le minimum local obtenu & la question 5. est un minimum global.

(c) Prouver le résultat admis a la question précédente.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2014 p. 19.
2. Soit n € N* avec n > 2. On considére la fonction f définie sur R™ par :

n n 2 n
Vn € R™ f(xl,---ﬁn):ZI%‘F(Zka) —Zxk
— k=1 k=1

k=1

La fonction f est de classe C? sur R"™ car elle est polynomiale. Un calcul immeédiat donne :

n
Vie[l,n] 0if(xi,...,zn) =2xi+22xk—1:4xi+22mk—l
k=1 k#i

puis

. 4 sij=3i
v Ln]* 07, ey Tp) =
(17.7)6[[ 7”]] z,]f(Ila ,$) {2 Sll?é]




3.(a) Le point (aq,...,a,) est un point critique de f si et seulement si 9; f(ay,...,a,) = 0 pour tout i € [1,n].

Le n-uplet (aq,...,a,) est donc solution du systéme linéaire dont la matrice augmentée est :
4 2 2 ... 21
2 4 2 ... 21
A=12 2 4 2 1
2 2 ... 2 41

En faisant successivement pour ¢ variant de 1 & n — 1, les opérations L; < L; — L;;1, on trouve a; =

as = ... = a, puis la derniére équation donne a,, = ———.
Finalement 'unique point critique de f est :

(ai,...,ap) = <Q(nl+1),.”,2(”1+ 1))

(b) On note a = (aq,...,a,). Le résultat demandé découle directement du calcul des dérivées secondes. On
remarque d’ailleurs que la hessienne ne dépend pas du point ce qui est normal car f est un polynome de
degré 2 en les xy.

On a donc :

[ Vf(a) = 2L + Jn)]

4. La matrice J, a toutes ses colonnes égales. Elle est donc au plus de rang 1. De plus, elle est non nulle. On
adoncrg J, = 1.

Par le théoréme du rang, on en déduit que dim Ker (J,) = n— 1. Ainsi 0 est valeur propre et le sous-espace
propre associé est de dimension n — 1.

1 n
On remarque par ailleurs que J,, - | : | =

1 n

Ainsi, n est valeur propre de J,,. Comme le sous-espace propre associé & 0 est de dimension n—1, la dimension
du sous-espace propre de J, associé a la valeur propre n est nécessairement 1 et alors, par argument de

dimension, | Sp J,, = {0,n} |

Soit X € M, 1(R) et A € R. Alors :

I X =AX & (I +J)X = (1+ )X & A, X =2(1+ V)X

On en déduit donc que ‘ SpA4, ={2,2(n+1)} ‘

5. La matrice hessienne de f en a = (aq,...,a,) n’admet que des valeurs propres strictement positives donc f
admet un minimum local en ce point. Ce mininum est alors :

n n

2
1 1 ~ 1 n
f(a)zzm+ (;mm> *Zm“) T A1)

k=1 =1 k=1

6. (a) Chercher les extrema globaux de f sous la contrainte C, revient & chercher les extrema de la restriction
de f a S,. Or S, est une partie fermée bornée de R" et f est continue sur R".

‘La fonction f admet donc un minimum global et un maximum global sur 5.

(b) On remarque que R™\{(0,...,0)} = U S, et que S, NS]. = @ pour r # 1’ avec r et r’ dans RY.
r>0
Comme, pour tout = € Sy, f(x) > m(r), il suffit de montrer qu’il existe 1 > 0 tel que m(ry) < m(r)
pour tout r» > 0 pour montrer que la fonction f admet un minimum global.

1 5 1
—, m
2y/n’

1
Or, pour r > ry = (T)=T2—72r0—1.
On peut par ailleurs remarquer que :

4

1
r%—zz(n—&—l)rg—rm/ﬁ



Maintenant la fonction r — (n + 1)7"2 — ry/n est une fonction polynomiale de degré 2 qui admet un
minimum en
1 /n

S 2n+1
On peut vérifier que I'on a bien 0 < r; <rgcarn+ 1> n.
Ainsi, pour tout r €]0,79] : m(r1) < m(r). En particulier : m(r1) < m(rg) et donc :

T1

1 vn
Vr >0 < ur =—
r m(ry) < m(r) ou rq a1

m(rl):(n+1)rf—r1\/ﬁ:1n+1 ~ 5T :7171_5_1

En particulier m(ry) < 0= f(0,...,0).

. On retrouve bien la valeur

Ainsi, la fonction f admet un minimum global sur R™ égal a | ——

obtenue & la question 5.
n

On note g(z) = Z r7. La fonction g ainsi définie est de classe C! sur R™.

k=1
Les points z = (z1,...,x,) € R" ou les extrema de f sous la contrainte C, sont atteints sont nécessaire-
ment ceux pour lesquels g(x) = 2 et pour lesquels il existe X € R tel que :

Vie[l,n] 0if(z) = AN0ig(x)

soit :
Vie[ln] 22-MNz+2) zp=1
k#i

La matrice augmentée de ce systéme est :
2(2-)) 2 2 e 2 1
2 2(2-X) 2 e 2 1
B - 2 2 2(2 - \) 2 1
2 2 e 2 22-X) 1

On suppose d’abord A # 1. Sous cette hypothése, on peut résoudre le systéme par les mémes opérations
élémentaires sur les lignes et colonnes que pour le systéme de la question 3.(a) et on obtient de méme
que T1 = ... = Ty.

On a alors 2(n + 1 — A\)zy = 1 et donc nécessairement, pour qu’il existe une solution, A # n + 1. Alors :

1
T1=...=Tp=——""—
! T (n+1- )
La contrainte g(x) = 72 donne alors la condition :
n _ 2

4n+1-XN)2

soit :
A:A1:n+1+@ou)\:)\2:n+1f@
2r 2r

On remarque que A\; #n+ 1 et A2 #n + 1. De méme A; # 1. Par contre :

1
M=l<—r=——

2vn

Pour la valeur r = rg = la valeur Ay est donc & éliminer.

1
2y/n’

De plus, pour A = \q, alors :

xl:---zl‘n:—% et f(x1,...,2,) = (n+1)r* +ryn



tandis que pour A = A, alors :

xlz...:mn:%et f(@1,..,z0) = (n+ D)r* —ryn

Regardons maintenant ce qui se passe dans le cas ot A = 1. Le systéme ne contient alors qu’une seule
n n

1
équation : Z Tk = 5 A cela s’ajoute la contrainte Z r3 = r?. Sl existe un x = (zy,...,z,) qui vérifie

k=1 k=1
ces deux équations, on a donc nécessairement :

2
f(l'lv"'axn):”j"‘() — - =" — =
Ar ﬁXé, on peut remarquer que :

r? —

<(n+Dr?—ryn < (n+Dr* +rvn

AN

1
2y/n’

Il est donc essentiel de savoir §'il existe un x = (x1,...,x,) vérifiant les deux conditions :
n n
1
E Ty = 3 et E x% =r?
k=1 k=1

Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

avec égalité dans la premiére inégalité si et seulement si r = rg =

Ainsi, si un z vérifie les deux contraintes demandées, nécessairement :

1 1
<ryn soit r> ——
Vi NG

N |

1
Pour r =1y = on remarque que r = ( ) vérifie les deux conditions et par homothétie

1
2y/n’ 2n" "7 2n
on pourra trouver un tel z pour r > rq.

Comme déja remarqué, a r fixé :

2

- <(n+Dr*—rvn<(n+Dr’+rvn

AN

Comme on sait déja que m(r) et M(r) existent, on peut affirmer & partir des calculs précédents que :

1
(n+1)r? —rvn siO<7‘<72
m(r) = , 1 1 Vi g M(r) = (n+1)r* +ryn
r _Z Sl?"/ﬁ

Remarquons que les calculs précédents permettent également de retrouver que le minimum est atteint

ma= <2(n1+1)""’2(n1+1))'




Exercice sans préparation S4

Le métro automatique de la ligne 14 s’arréte a 9 stations numérotées de 0 & 8.

Il démarre a la station 0.

Quand il arrive a la station n® 8 ou & la station n? 0, il fait demi tour, et poursuit un mouvement de balancier
entre ces deux stations.

On suppose qu’il s’arréte 1 min & chaque station avec un temps de trajet négligeable entre deux stations. (a la
minute 1, il est a la station 1, a la minute 2, il est a la station 2, a la minute 8, il est a la station 8, 4 la minute
9, il est la station 7)

Un voyageur s’endort a la station n? 0. Son temps de sommeil 7', compté en minute suit une loi géométrique
de paramétre p € |0, 1[. On note X le numéro de la station a laquelle il se réveille.

Déterminer la loi de X

Solution :

X(Q) =To,8].
Le métro fait un aller-retour en 16 minutes et sa position est donc 16-périodique.
Onnoteg=1—p

too 15
c— Pq
P(X = 0) = P(T € 16N*) Z]P’ =16k) = ¢'%'p= g0
k=1
oo “+o0 pq7
P(X =8) =P(X € 1I6N+8) = > P(X =16k+8) =Y ¢'%p= s
Pour i € [1, 7], lors de son premier aller-retour, le métro sera a la station ¢ aux minutes i et 16 — i.
o0 +oo
P(X =i)=P(T € 16N +i) + P(T € 16N+ 16 — i) = Y P(X =16k + i)+ Y P(X = 16k + 16 — i)
k=0
16k+i—1 16k +16—i~1, pg ' pg't
Zq p+Zq =1 g T T

Idée de questlon supplementalre écrire un programme SCILAB simulant le trajet du métro jusqu’au réveil du
voyageur et donnant la valeur de X

function x=X(p);
position=1;
sens=1;
a=rand() ;

While a>p

if (position=0) or (position=8)
then sens=(-1)*sens
end;
position=position+sens
a=rand ()
end
x=position;
endfunction



SUJET S5

Exercice principal S5

Soit a un réel de ]0, 1] qu’on suppose inconnu. Soit X une variable aléatoire réelle telle que :

P(X <a)) = 5.

N =

la
la

- Q

. Montrer que la variable aléatoire X est & densité, dont une densité fx est donnée par :

. 1
. Etablir que ’'on a - <V[X]< -
e

loi conditionnelle de X sachant [X < a] est la loi uniforme sur [0, a].
loi conditionnelle de X sachant [X > a] est la loi uniforme sur [a, 1].

uestion de cours : Enoncer le théoréme central limite.

1

2a

Vr eR, fx (:L') = 1
2(1—a)
0 sinon

si0<zr<a

sia<z<1

. Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer en fonction de a.

1

8
n considére (X;);>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, toutes de méme loi

que X.

1 &
On note pour tout n > 1, X,, = — ZXk'
"=

(a)

1 1
c) Soit « €]0,1[. Montrer que |1}, — —, T, + ——
(©) Soit a €lo.1] awe |1 o Ty

Déterminer deux réels 3 et v (8 # 0) tels que T,, = 3X,, + ~y soit un estimateur sans biais de a.

Montrer que 7,, est un estimateur convergent de a.
] est un intervalle de confiance de a au niveau de
confiance 1 — a.

) On pose pour tout a €]0, 1], uq = &+ (1 - %) ot ® désigne la fonction de répartition de la loi nor-

1 1
male centrée réduite. Monter que l'intervalle {Tn — ——Uq, I + ——=1u, | est un intervalle de confiance

Van Van

asymptotique de a au niveau de confiance 1 — a.

Solution :

1. Programme officiel ECS2 page 29.
2. D’apres la définition de X, on voit que X () C [0, 1] presque-stirement.

e Pour z <0, Fx(x)=0.
e Pourz > 1, Fx(x) = 1.
e Soit z € [0,a]. Alors :

[N
Q8
8

Fx(z)=P(X <2)=P([X <a]N[X <7]) =P(X < a)Pxcaq)(X <) =

Fx(z)=P(X <z)=P([X <alUla< X <z])=P(X <a)+P(X >a|N[a< X < z])
1l z—a 2z+4+1-2a

2 1-a 201-a)

[

I
+
gac
>
v
>
e
>
V
8
=
A

~
N
=

|

+



0
X
. . . 2a
Ainsi, la fonction de répartition de X est donnée par : Vo € R, Fx(z) = 11— 2a
2(1—a)
1

siz<O0
si0<r<a

sia<z<1

six>1

La fonction de répartition Fy est clairement continue sur R, de classe C' au moins sur R\ {0,a,1} ce qui
suffit, donc X est bien une variable aléatoire & densité. On peut donner comme densité par exemple la

fonction fx donnée par :

1
—_ si0<z<a
2a
V$ER7 fX(x): # sia<zxz <1
21— a) h
0 sinon

3. La variable aléatoire X est bornée puisque X (2) = [0, 1], donc X admet bien une espérance et une variance.

! ¢t Lot 1 a? 1 1-a?> a 1
X /O Eix(t)dt /0 2adt+/a 2(1—a)dt 2a 2 T31=a) 2 T

Par théoréme de transfert :

+a_1—|—2a
4 | 4

+ a? _ 1+ a+ 2a?

1 a 42 1 2 3 3 2

t t 1 a 1 1—a a® l4a
EX? = | £fx@t)dt= [ —dt / = gp=—ty - —

= /0 Fx(®) 7l T S S P T +

Donc :

2 _ 1+a—|—2a2_(1+2a)2 _

1—a) 3 6 6

6

8(1+a+2a%) —3(1+4a+4a®) 5—4a+4a® (2a —1)? +4

VIX] = E[XZ}_(]E[XD 6 16 48 48

4. D’aprés ce qui précéde, on a :
(2a —1)2+4 J4 1

xj=e-rt, 4
VXl 48 48 12
“ 2a—1)2+4 144 6
a—1)"+ + 1
X R’ 48 S’
5. (a) Par linéarité de I’espérance,
1 & 1+ 2a
E|X,| =— E(X.] = E[X,]| =
0] = 5 3 Bl =B = 1
4X, —1
On voit donc qu’en particulier E ["2] =a.

1
11 suffit donc de poser | T,, = 2X,, — 3 pour obtenir un estimateur sans biais de a.

+ 2a

(b) D’aprés la loi faible des grands nombres, X,, converge en probabilité vers

est continue donc | T}, converge en probabilité vers a.

48




>1- 0
(7)
=1-2naV[T,]

4
=1-2n«a (V[Xﬂ) (lesX; sont indépendants)
n

=1- SV[Xl]OZ
>1—«
T, ! T, + ! ] est un intervalle de confiance de a au niveau de confiance 1 — «
n- T —tn T Vi Vv — Q.
V2na V2no
% _ 2a+1
(d) En utilisant le théoréme central limite \/ﬁ% converge en loi vers N < N(0,1). Donc
o
X _ 2atl
RETM]P vn nO'(X)4 € [~Un,ua) | =1 -«
- 2T, +1
Or X,, = Znt? don
. T, —a
(8 ) -1
lim P (Tn —a€ l—ua\/ 4V(X),ua\/ V(X) ) =1—«
n—-+oo n n
1
Or V[X] < 3 donc

(1o [ T ) < (1 [ o 2]

1
[Tn — \/Tum T, + ua} est un intervalle de confiance asymptotique de a de niveau 1 — a.
n

V2n




Exercice sans préparation S5

Soit A € M3(R) une matrice non nulle telle que A% = 0.

Montrer que la matrice A est semblable & la matrice B = puis déterminer la dimension de ’espace

o O O
S OO
S O =

vectoriel C4y = {M € M3(R), AM = MA}.

Solution :

Notons f ’endomorphisme de R® canoniquement associé & A. On vérifie sans peine que C4 est un sous-espace
vectoriel de M3(R) (en tant que noyau de I’endomorphisme M — AM — M A).
Puisque A% = 0, f2 = 0, et ainsi Im f C Ker f. Puisque f # 0 (car A # 0), le théoréme du rang assure
nécessairement que rg f =1 et dim Ker f = 2.
Soit (e1) une base de Im f. En ajoutant un vecteur es € Ker f\ Im f, on obtient une famille libre donc une base
de Ker f. Soit ez un antécédent de e; par f. Puisque ey # 0, e3 ¢ Ker f. La famille B = (eq, 2, e3) est alors une
famille libre de cardinal 3 = dim R® donc une base de R®. Dans cette base la matrice de f est :

0 0 1
B=10 0 0| =P AP
00 0

en notant P la matrice de passage de la base canonique 4 la base B.
A et B sont semblables.
Remarquons que :

M €Cy 4 AM = MA < PBP™'M = MPBP™' < B(P"'MP)=(P"'MP)B

Les matrices N € M3(R) vérifiant BN = N B sont les matrices de la forme

N =

o o e
[eoRRSTNS S
SIS

On en déduit une famille génératrice de C4 :

a b
Ca=<{P|0 d P! (a,b,c,d,e) € R® b = Vect (My, My, M3, My, Ms)
0 0

L O O

1 00 010 00 1 000
ou My =P[0 0 o]|P Y, My=P|0O 0 O|P Y, Ms=P|0 0 O|P Y, My=P|0 1 0|]P tet
0 0 1 000 000 0 0 0

My =P

o O O

0
0
0

O = O

) P~!. On vérifie sans probléme que (Mj, ..., Ms) forme une famille libre, i.e.



SUJET S6

Exercice principal S6

1. Question de cours Rappeler la définition d’un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E.

2. Soient [ et k deux entiers de [1,n]. Soit E;; la matrice de la base canonique de M, (R) dont tous les
coefficients sont nuls, sauf celui situé sur la /-iéme ligne et la k-iéme colonne qui vaut alors 1.

Soit A € M, (R).
Exprimer Tr(Ej ;A) en fonction d’un coefficient de la matrice A.

3. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit F' Papplication bilinéaire symétrique définie par

(A, B) —  Tr(A)Tr(B) — Tr(AB) °

(a) Montrer que si, pour tout X de M, (R) on a FI(A,X) =0, alors A = 0.

F .

(b) Soit u une application de M, (R) vers M, (R) telle que :

Y(X,Y) € (Ma(R))?, F(u(X),Y)=F(X,u(Y)).

Montrer que u est linéaire.

(c) L’application F est-elle un produit scalaire sur M, (R)?

4. Soit M une matrice de GL,(R).
Soit f l’endomorphisme de M, (R) défini par :

. M,(R) — M,(R)
f X = MXM™'-

On pose I’équation suivante pour h un endomorphisme de M, (R) :
V(X,Y) € (Mn(R))?, F(f(X),Y)=F(X,h(Y)) ()
(a) Montrer que f est bijective et expliciter f~'.

(b) Montrer que f~* est I'unique endomorphisme de M, (R) vérifiant I'équation (*).

(¢c) Montrer qu’une condition suffisante pour que f soit égal & f ~1 est que la matrice M soit diagonalisable
et que Sp (M) C {1; —1}. Cette condition est-elle nécessaire ?

5. Soit ’endomorphisme g de M>(R) défini par :
M,R) — Ms(R)
g: (a b a+c b+d—a—c
c d c d—c
(a) Déterminer M € M3(R) telle que VA € My(R), g(A)M = M A.
(b) Déterminer tous les endomorphismes k de Ms(R) tel que, pour tout X et Y de M5(R) on ait :

Tr(g(X)Tr(Y)—-Tr(X)Trk(Y)) = -Trk(Y)X)+Tr(Yg¢(X)).

Solution :



1. Programme officiel ECS2 page 7.

2. On note (a; ;)1<i,j<n €t (@i j)1<i,j<n les coefficients respectifs des matrices A et Ej

Avec la formule du produit matriciel : Tr(A.E; ) Z Z a; ;25,i)
=1 j=1
Mais x;; = 0 seulement si j = et i = k, donc
‘TI‘(AEl,k) = ak,l ‘
3. (a) Soit A telle que pour tout X € M, (R), F(A,X) =

En prenant X = Ej; on obtient
Sil=k:Tr(A)x1—a;; =0etsil #k,0—ay,; = 0. Les a;; sont tous égaux, on doit avoir Tr(A) = nTr(A)
ce qui donne Tr(A4) = 0.

(b) Soient « et (3 réels et des matrices X, Y et T de M, (R) on a :

F(u(aX +8Y) —au(X) = fu(Y),T) = F(u(aX+pY),T) - F(u(aX),T) - F(u(BY),T)
FlaX + Y, u(T) — F(aX,u(T))) — F(BY,u(T))
(
o,

FlaX 4+ 8Y —aX — 8Y,u(T))
wT)) =0

Comme cette propriété est vraie pour tout 7', d’aprés a) on a u(aX + BY) — au(X) — pu(Y) =

= F(0

‘l’application u est linéaire.

010 0 100 0
1 00 0 010 0
(c) Non : en effet si on note | C = 0 00 0f,c2=(0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Et F(C,C) =Tr*(C) - Tr(C?*) = -1<0
‘F n’est pas un produit scalaire. ‘
4.(a) Soit Y € M,,(R), f(X)=Y ssi MXM ' =Y ssi X = M~ 'Y M.
| Pour tout ¥ € M, (R), f(Y) = M"Y M|
(b) * Montrons que f~! vérifie (*) ie T((M XM 1Y) —Tr(f(X))Tr(Y) = Te(X MY M)-Tr(X)Tr(fY).
On a déja Tr(X) = Tr(f(X)) et Tr(f~1(Y)) = Tr(Y). De plus Te(M. XM ~'Y) = Te(XM Y. M),
on a bien I'identité voulue.
Ainsi V(X,Y) € (M, (R)?, F(f(X),Y)=F(X,f 1 (Y)) et f! verifie (*)
* Supposons qu’il y ait un autre endomorphisme h de M, (R); alors, pour tout X tout Y de M, (R) on
aurait F(X,h(Y)) = F(X, f~1(Y)) d’oit pour tout X de M, (R) on aurait F(X,h(Y)— f~1(Y)) =0
d’ou d’aprés 1) a) pour tout Y de M, (R)) ona: h(Y)— f 1 (Y)=0douh=f""

1 est Punique endomorphisme de M,, (R) vérifiant la relation demandée

(c) Si la matrice M est semblable & une matrice diagonale D ne contenant que des 1 ou des —1 sur la
diagonale on a D? =T et par suite M2 =T donc M =M ‘et h=f \ La condition est bien suffisante

Cette condition ‘ n’est pas nécessaire ‘ car si on choisit M =2l on a h = f.

B
)

5. (a) On détermine cette matrice M = <?; ) en écrivant 1’égalité Mg(A) = Ag(M) pour des matrices de

la base canonique.

fa 0y [(a—vy B-=9
Pour E171 5 ("}/ 0) = ( 0 0 ) .
Pour E172 <8 :) = (g g)

On trouve ainsia = =4Jdet v=0



(11 , L a b\ (a+c b+d\ _ [(a+c b+d—a—c
OnposealorsM—(O 1) etlontrouvebwn.M(C d>_< . d )—( c d—c )M

(en fait tous les multiples non nuls de M conviennent)

(b) La matrice M trouvée est inversible, donc ’endomorphisme g est de la forme g(X) = MXM " avec M =

( (1) } ) Alors d’aprés 4. on sait que "endomorphisme k existe et est unique; il est défini par : k(X) =

M~YXM cest a dire puisque M ! = ( L1 ) ona: k(( a b ))Z (

a—c a—c+b—d
0 1 c d ’

c c+d




Exercice sans préparation S6

On dit qu’une variable aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) suit la distribution de LEVY—
PARETO si :
— 1l existe € > 0 tel que
— P(X >¢)=1;
— pour tout > ¢, P(X >n) > 0.
— pour tous 71, 72 > ¢, la loi de — conditionnellement & I’événement {X > n;} est la méme que celle de E

m 2
conditionnellement & 1’événement {X > 19}, ce qui équivaut a dire que

X X
VmGRIP’(>x|X>771):IE”(>x|X>772>.
T M2

Déterminer la forme de la densité d’une telle variable aléatoire.

Solution :

X
11 suffit de voir que ’hypothése implique que Z = In — posséde la propriété d’absence de mémoire (ECS1 p.24)
€

et donc que Z < £()\) pour un certain A > 0.
On détermine la densité cherchée en déterminant la fonction de répartition de z (et en la dérivant a la fin) :

x
Soit > ¢ (et donc In— > 0), on a
€

P(X <z) = P(lnX glnx>
3 g

- -ep(and) -1 (%)

On obtient par dérivation (la f.r. obtenue, valant 0 sur | — oo, e[ est bien continue sur tout R, de classe C* sur
R\ {e}) la densité de X :

5)\

De 14, on peut enchainer sur des questions d’existence d’espérance et de variance, de lois du min, du max, etc...



SUJET S7

Exercice principal S7

On se place dans un espace euclidien E de dimension n > 1.
1. Question de cours : réduction des matrices symétriques réelles.

2. Soit (e, ...,ey,) une base orthonormée de E. Montrer que :

n

VreE lal =Y (e

k=1

3. On s’intéresse maintenant a la réciproque du résultat précédent. Soit donc une famille de vecteurs (eq, . ..

de F telle que :

m

veeE |z|]® = Z(m, ex)?.

k=1
On suppose en outre que les vecteurs ey, ..., e, sont tous de norme 1.
(a) Montrer que la famille (eq,...,e,,) est une famille orthonormée de E.
(b) Déterminer (Vect(ey, ..., em))" et conclure.

4. On considére désormais une famille de n vecteurs (eq,...,e,) de E (ou n = dim F) telle que :

n

vreE il =Y (5 e

k=1
On ne suppose plus que les vecteurs eq,...,e, sont de norme 1.
(a) Pourquoi la famille (eq, ..., e,) est-elle encore une base de E avec ces hypothéses ?

(b) Montrer que, pour tous z et y dans E :

(@ y) = (w5 ex)(ys ex).

k=1
(c) Soit G la matrice de M, (R) définie par :
(e1; e1) (ex; ea) ... (e en)
oo (e2; e1) (e2; ea) ... (e2; €n)
(eni e1) fens e2) o {ens en)

Autrement dit : G = ({e;; €;))1<i j<n-

Pourquoi la matrice G est-elle diagonalisable dans R ?
(d) Prouver que G% = G.

En déduire que G = I, et conclure.

,€m)

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2013 p. 18.



2. C’est encore un résultat du cours. Si la base (eq, ..., e,) est orthonormée, le vecteur = se décompose sous la

forme :
n

x = Z(m, k) ek

k=1
d’ou par bilinéarité du produit scalaire :
n n n
2
lall* = (25 ) = D0 (s e)(ws ej)(ess e5)| =Y (w; ex)?
i=1 j=1 k=1
car la famille (eq,...,e,) est orthonormée.

3. (a) On applique "hypothése avec x = ¢; pour 1 < i < m. On obtient ainsi :

m

L=l =D (e er) =1+ > (ei ex)?

k=1 ki

Ainsi : Z(ei; ex)? = 0. Mais c’est une somme de termes positifs donc chaque terme est nul :
ki

V(i k) € [L,m] i# k= (e;; ex) =0

Les vecteurs étant unitaires, \la famille est donc bien orthonormée. \

(b) Soit z € (Vect(ey,...,em)) . Alors, pour tout k € [1,m], (z; ex) =0 d’ou :

m

lle|[* =D {w; er)” =0

k=1

Donc z = 0. Ainsi :
(Vect(eq, ... em))" = {0}

Mais alors Vect(ey,...,e,) = E et donc la famille (ey, ..., e,,) est génératrice. Elle est libre car ortho-

normée et c’est donc bien ‘une base orthonormée de F. ‘ En particulier, cela prouve que m = n.

4. (a) L’argument utilisé a la question 3.(b) pour montrer que la famille (e, .. ., e, ) est génératrice reste valable.
De plus, comme on sait désormais que le cardinal de la famille est égal & la dimension de F, on peut

affirmer que ‘ la famille (eq,...,e,) est une base de E. ‘

(b) D’une part :
2 2 2
lz 4+ yllI” = [l=[” + 2{z; y) + [yl

et d’autre part, en utilisant I’hypothése sur la famille (eq,...,e,) on peut également calculer :

n

Z(w +y; ex)’

k=1
= Z(@; ex) + (yi ex))”
k=1
= > (wen)+2) (e en) + Y (y5 ex)’

k=1 k=1 k=1

2
||z + yl|

2 2
= |l +2) (5 en)(y; ex) + [yl
k=1

En comparant les deux expressions on en déduit :

n

(@ y) =D (w5 ex)(y; ex)

k=1

(c) La matrice G est diagonalisable dans R car c’est une matrice ‘ symétrique réelle.




(d) On note A = G? = (a; j)1<i j<n- Alors par définition du produit matriciel, pour (i,5) € [1,n] :

n

i =Y (ess ex)lens e5) = Y (e en)(esi exn) = (es; ;)

k=1 k=1

par la question 4.(b). Mais cela signifie exactement que

La matrice G définit donc un projecteur.
Montrons que G est inversible. 11 suffit pour cela de montrer que ses colonnes forment une famille libre.

On note C4,...,C), les colonnes de G. Soient \q,...,\, des scalaires tels que Z)\jCj = 0. Alors, pour
j=1
tout i € [1,n] :

Z)\j<6j; 6i> =0
j=1

soit encore par bilinéarité du produit scalaire :
n

(D Ajejs e) =0
j=1

Mais alors cela signifie que Z)\jej € (Vect(er, ... en))" = {0} et donc Z)\jej = 0. Mais alors, par
j=1 j=1

liberté de la famille (ey,...,e,), on obtient Ay = ... = A, = 0. Cela prouve que la matrice G est

inversible.

En multipliant 1’égalité G> = G par G~! on obtient alors G = I,,. Mais cela signifie exactement que

(es; ej) =0sii#jetque(e;e)=1: lla base (e1,...,ey,) est orthonormée. ‘




Exercice sans préparation S7

function y=g(x)
X=grand(1,10000,"unf",0,1/2);
Y=grand(1,10000,"unf",0,1/3);
S=0;

for k=1:10000

if X(k)+Y(k)<=x then S=S+1;
end

end

y=S/10000;

endfunction

function graph2()
X=linspace(-0.1,1,101);
fplot2d(X,g)

endfunction

1. Commentez les fonctions Scilab.

2. Dessiner le graphe de sortie la fonction graph2

Solution :

1 1
1. g représente la fonction de répartition de X +Y ou X — U([0, 5]) et Y — U([0, g])

2. X et Y sont indépendantes. Posons Z = X + Y, le produit de convolution donne une densité de Z

+oo 3
h(Z) = 6/ 10<t<0~5]]'0<2—t<% dt = 6/ ]]'Z— <t<z dt
0 0

1
3

1 1 z
i gfa - _27
513<z 2h(z) G/Z,Ldt
13
5 3
s17<z§6,h(z): / dt =3 — 6z + 2= 15— 62,
=3
1
Calculons la fonction de répartition : si z < 3 H(z),
1 1 1 # 1
i <:<-H(z) =H|= o dlf =22 — - |,
si 3 <2< (2) (3>+/§ 2= 3
1 5 1 : , 13
- < 2 — - _ _ _ _ -
512<z\6H(z) H(2>+/§(5 6t)df = 5z — 3z 2 |

5
siz<OH(z)=O,etsiz>E,H(z)zl.
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SUJET S8

Exercice principal S8

Pour tout réel ¢ de [0,1], on définit la fonction f; sur ]0, +oo[ par :
1
Vz €]0, 400, fi(z)=In(z)—In(z+1)+ e

1. Question de cours : Convergence en loi d’une suite de variables aléatoires & densité.

2. (a) Soit t € [0,1].
Montrer que 'équation f;(x) = 1, d’inconnue z €]0, 400, admet une unique solution dans |0, +oo[ que
Pon note ¢(t).

1 1
(b) Calculer ¢(0), et montrer que 3 < (1) < 3

(c) Montrer que ¢ est strictement, décroissante sur [0, 1].
3. Pour tout réel ¢ de [0, 1], on note g¢; la fonction définie sur R par :

0 six < p(t)
Ve eR, gi(z)= t+x —tx .

e > ot

x?(x+t) siz > elt)

Montrer que g; est une densité de probabilité.
4. Soit ¢t un réel de [0,1]. On considére dans la suite une variable aléatoire X; admettant g; pour densité.
Les questions (a), (b) et (c) sont indépendantes.
(a) On admettra provisoirement que ¢ est continue en 0.
On note pour tout n > 1, Z, = X;,,. Montrer que la suite de variables aléatoires (Z)n>1 converge en
loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.

(b) Montrer que X; admet une espérance si et seulement si ¢ = 1, et vérifier que : E[X;] = o0 1
¥
(c) On note Y; = f:(X;). Montrer que Y; suit une loi uniforme sur un intervalle [a, b[, ot a et b sont deux
réels & préciser.

5. Montrer que Vt € [0; 1], ¢(t) > 1 — t. En déduire que ¢ est continue en 0.

Solution :

1. Programme officiel ECS2 page 22
2. (a) Soit t € [0,1]. La fonction f; est dérivable sur |0, +oo[. De plus,
1 1 1 z@+t)—a?—a—t at—1)—t

! R —
Ve >0, file) =2 - -5 22(x +1) 22(z +1)

Comme t—1<0et —t<0,0n aVz >0, f(xr) <0et f/ ne s’annule jamais.
(st z(t — 1) + (—t) = 0, on a nécessairement (tout est négatif) x(t —1) = —t = 0,donc t =1 et t =0,
absurde).

Ainsi f; est strictement décroissante sur ]0, +ool, et continue. Donc f; réalise une bijection de ]0, +oo]
vers f¢(]0, +oo[) =] lim ful(i)glft[-

| 1
Or, en 07, fy(x) = ehn(@) +1_ In(x +t) — +oo car zln(x) — 0 par croissance comparée.
T z—0t z—0t
T 1 1 1
E =In|—— - =1 - — 0.
n +o0, filw) n(x+t)+x n(1+i)+1‘$—>+oo

Finalement : 1 €]0, +oo[= f+(]0, +o0[), donc‘il existe un unique réel ¢(t) €]0, +o0[ tel que fi(p(t)) = 1. ‘




(b) fo(z) = 1, donc fo(z) =1<= 2z =1:o0n a donc p(0) = 1.

fil)=—~+In (xL)
(

On a fi <;) =2+1n ;)Z =2—1In(3) <1 (car In(3) > In(e) > 1).

i:juem h (;) =3+ (ig) —3—1In(4) =3—2In(2) > 1 (car In(2) < In(e) < 1).
f (;) < hlp() < fi (;) Al 2 <o)<y

(c) Fixons 0 <a<b< 1.
Alors :

Falo()) = In(p(B)) — In(p(B) + @) + < = (1 + In(p(B) + b)) — In(p(b) + @) = 1 + In (*”(b”b) -1

1
o(b) o(b) +a

Ainsi, f,(p(b)) > fa(p(a)), et f, est strictement décroissante, donc nécessairement p(b) < ¢(a).

La fonction ‘ ¢ est donc strictement décroissante sur [0, 1]. ‘

3. La fonction g; est clairement continue au moins sur R\ {p(¢)}.
De plus, comme ¢ € [0,1],on a Ve > ¢(t), t +z —te =x(1 —t)+¢ > 0.
La fonction g; est donc bien positive.
De plus,

VA >0, /pi) gi(z)dx = [Oi)(—f{(x))dm = [— ft(x)} =1-fi(A) — 1

—+oo —+oo
Ainsi, lintégrale / gi(z)da = / gt(z)da converge et vaut 1.
w(t)
‘La fonction g¢; est donc bien une densité de probabilité. ‘

— 00

4. (a) On note pour tout n > 1, Z,, = Xy ,,.
Pour tout n > 1, on a :

0 siz < 0 six <o

Ve eR, Fz (z) =

SI=3|-
|
SI=3|-

1= fin(z) siz>op

1 1
1ln(x)+1n<x+> siz >
x n

1
Comme ¢ est décroissante et ¢(0) = 1, pour tout n € N*, ¢ () < 1 donc :
n

1 1
pour x < 1, alors comme lim ¢ (> = 1, pour n assez grand, z < ¢ <> et donc Fz (z) =0 — 0.
n

n—-+oo n n—-+oo

1 1 1 1
Pourx>1,0nap0urtoutneN*,x>124p() etFZn(gc)zl——ln(gc)—f—ln(x—l—) — 1——.

n x n ) n—+oo x
0 sizx <1

La fonction z — { est continue, C' sur R\ {1}, croissante, de limites 0 en —oo et 1

1
1—— siz>1
T

en +oo : c’est donc la fonction de répartition d’une variable aléatoire Z et ‘ (Z,,) converge en loi vers Z.

+oo
E[X:] < 400 < / xg¢(x)dx converge (absolument)

Or,
11—t 1-t
rgy(r) = oL -tz +t) ~ Bz sit#l
I .
5= sit=

Par critére d’équivalence de fonctions positives, par comparaison avec les intégrales de Riemann, on a
donc bien que :

\E[Xt] existe <t =1




Danslecasout=1,0n a:

‘ -

+o0 A
E[X,] = / #daﬁ = lim ([ln(x) —In(z + 1)} > =0—(In(p(1))—In(p(1)+1) =

1) z(z+1) A—rtoo e(1)

—_

e(1)

(c) Vu lexpression de g¢, on voit déja que X¢(Q2) = [p(t), +ool.
La fonction de répartition de X; est alors donnée par :

0 siz < (t)

Vr €R, Fx,(z)= { 1— fi(z) siz>t)

Comme f;([p(t), +o0[) =]0,1], on a donc ¥;(R2) =|0,1].

De plus,

Vo €]0,1], Fy,(2) =P(Y; < 2) = P(fe(Xy) <) =P(X; > f () = 1= Fx,(f7'(2)) =1-(1-2)=x
(la variable X, étant a densité, P((X; = f; *(z)) = 0)

‘Ainsi, Y; suit bien une loi uniforme sur ]0, 1]. ‘

5. Soit t € [0,1[. p(t) =1 —tssi fu(p®)) < fr(1—1t)ssi1<In(l—1¢)+ T3

o 1 , -1 1 x
On définit sur [0;1] = — In(1 —x)—i—m, g (z) = — + (e = T
g est bien croissante sur [0; 1] et g(0) = 1, donc en particulier g(¢t) > 1 et 1 > ¢(t) > 1 —t.

©(0).

Par encadrement lim o(t) =
t—0

@ est continue en 0. ‘




Exercice sans préparation S8

Soit a un réel strictement positif.

1. Etudier la nature de la série Z (arctan(n + a) — arctann).
neN

1
2. Proposer un programme SCILAB permettant d’en donner une valeur approchée a 0.001 prés quand a = 3

On rappelle que atan(x) renvoie la valeur de arctan(x)

Solution :

1. Soit n € N. La fonction arctan est dérivable sur [n,n + a], donc, en vertu du théoréme des accroissements
L. . arctan(n + a) — arctann 1 .
finis, il existe un réel u,, €|n,n + al tel que ( ) =21 On en déduit que
a u2

[¢ a

arctan(n + a) — arctann = — ~ 5
uz +1 n—otoo n

. L. a L.
Puisque la série E — converge, la série E arctan(n + a) — arctann converge.
n

n=1 n>1
a 1
2. 11 s’agit donc de calculer Z (arctan (n + 2) - arctan(n)) pour un N tel que
n=0
+oo 1
Z (arctan (n + 2) - arctan(n)) < 0.001
n=N+1
400 1 400 1
Z (arctan (n + 2) — arctan(n)) ‘ = Z (arctan (n + 2) - arctan(n))
n=N+1 n=N+1
—+oo +oo
1 1
S S
2 2
n=N+1 2(un + 1) n=N+1 2n
X1 1
P i érie intégral = S o
ar une comparaison série intégrale n;ﬂ 577 S 5N

II suffit donc de calculer Ssog.

S=0;

for n=0:500
S=S+atan(n+1/2)-atan(n);
end;

disp(S)
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Exercice principal S9

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -) et soit F = (vy, ..., v,) une famille de vecteurs unitaires
de F.

1. Question de cours : énoncer le théoréme de Pythagore.
2. Soit (z,y) € E?. Exprimer (z,y) a l'aide de ||z + y||* et de ||z — y|*.
3. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi donnée par :
1
P(X;=1)=P(X;=-1) = 3
On pose U = Xjv1 + - - + X, v,. Calculer I'espérance de ||U]|2.
4. En déduire qu'il existe (e1,...,e,) € {—1;1}" tel que |le1v1 + - + epvn || < V1.

5. Montrer que la famille F est orthogonale si, et seulement si :
V(e1,...,en) € {=1;1}", |le1v1 + - + envnl| = V1.

6. Montrer que si F n’est pas orthogonale, il existe (g1,...,&,) € {—1;1}" tel que |leqv1 + -+ + e vn|| > V1.

Solution :

1. Programme officiel ECS2 page 7.
2. Soit (z,y) € B> Alors : ||o +yl* — ||z — y|* = [l«]® + 2(z, ) + lyl* — (l2]* - 2(z, ) + ly]*) = 4{z, ).

1
¥(z,y) € B2, (z,9) =  (lz+yll* = llz = wll)

3. Pour tout w € Q, on a :
2
1U ()] ZZX w)(vi, v5)-
i=1 j=1
Par linéarité de ’espérance puis indépendance des Xy,..., X, on trouve :

n

E(IUP) = 3 3 E(XX,)(0i,0y) = > Bl =)

1=1 j=1 =1

4. Supposons le contraire par I'absurde. On aurait alors : Vw € Q, [|U(w)||> > n et donc E (||U(w)[|*) > n, ce

qui est absurde. Il existe donc w € Q tel que ||U(w)||* < n, i.e. :

‘ il existe (e1,...,e,) € {—1;1}" tel que ||le1vy + -+ 4+ €pvn|| < \/71‘

5. Supposons la famille F orthogonale. Soit (e1,...,e,) € {—1;1}". La famille (e1vy,...,&,v,) reste orthogo-
nale, donc le théoréme de Pythagore assure que :

n
levor + - +envall® = Y lexl?lloe]® =

On a donc bien |g1v; + -+ + epv,|| = Vn.
Supposons réciproquement que, pour tout (&1, ..

En) € {=1;1}", |lervr + -+ + eqvn|| = V/n. La variable
aléatoire ||U||* est donc constante égale & n.



Soient i € [1,n] et (;);2 € {—1;1}""*. D’aprés une égalité de polarisation on a :

1
<vi,Z€jvj> = 1

J#i
Pour j # i, on peut écrire :

1
v =7

2

2 2

viJrZejvj - vi—ZeEjvj :i(n—n):

i i

vj+2vk — —Uj—|—Z’Uk

ki, j ki, j

Le vecteur v; s’écrit comme combinaison linéaire de vecteurs orthogonaux a v;, il est donc lui-méme ortho-
gonal a v;. La famille F est donc orthogonale.

La famille F est donc orthogonale si et seulement si V(e1,...,e,) € {—1;1}", |le1v1 + -+ + envn|| = V1. ‘

. Si F n’était pas orthogonale, il existerait (e1,...,e,) € {—1;1}" tel que |le1v1+- - - +&,v,]| # v/n. Supposons
par I’absurde que, pour tout (£1,...,&,) € {—1;1}", ||e1v1 4+ - -+envn|| < v/n. La variable aléatoire |U||* —n
serait alors une variable aléatoire finie, négative et d’espérance nulle, donc presque-stirement nulle, ce qui

est absurde pas hypothése.
On en déduit donc que :

‘il existe (e1,...,&n) € {=1;1}" tel que ||e1v1 + -+ + epvnl| > V1. ‘




Exercice sans préparation S9

Soit (u,) la suite définie par : ug € Ret Vn € N, upi1 = |u, — nl.

A T’aide de Scilab, on calcule (ug,u1,...,u19) pour certaines valeurs de ug. On obtient le tableau suivant :
Ug Calcul de (ug,u1,-..,u15) par Scilab
-3 -3. 3. 2. 0. 3. 1. 4, 2. 5. 3. 6. 4, 7. 5. 8 6.
4 4. 4. 3. 1. 2. 2. 3. 3. 4. 4. 5. 5. 6. 6. 7 T.
6 6. 6. 5. SE 0. 4, 1. 5. 2. 6. 3. 7. 4, 8. 5 9.
9 9. 9. 8. 6. 3. 1 4 2. 5. 8o 6. 4. 7. 5. 8 6.

Déterminer un équivalent de u,, lorsque n — +o0.

Solution :

Ce qu’il faut conjecturer, c’est qu’a partir d’un certain rang, on aurait : Vn € N, u,10 = u, + 1.
(Regarder une case sur deux, suivant les couleurs du tableau.

La suite (u,) est clairement positive (& partir de wu1), et décroissante sur ses premiers termes (& partir de u;
puisque :

up = lugl, wg=u;—1, uz=u; —1-2 ug=u3 —1—-2-3,...
Plus précisément tant que u, < n, on a u,+1 — U, = —n et la suite est
n
. nn+1 . . ) .
Siup > E k= %, alors la suite finie (uq,...,u,) est strictement décroissante.
k=0

Il existe nécessairement au moins un rang ng ol on aura Un, — 1o < 0

Pour ce rang ng, on a alors t,,+1 = |tn, — No| = Mo — Uny = 0.

Et donc upy+1 < no+1
Donc : tngi2 = [tng+1 — (o + 1) = (no + 1) — Ung+1 = (N0 + 1) — (ng — Uny) = Un, + 1.

On a une relation de type arithmétique entre u, 12 et u, ,a condition que u, < n.

Par récurrence immédiate, pour k € N, "uy 1ok = tUn, +k < ng + 2k et upgro26+1 = Ung+1 +k < no + 25+ 1"

A partir du rang ng, suites (uax) et (ugr41) sont arithmétiques de raison 1. On a donc, pour 2r pair supérieur
ou égal a ng :

Ugg = Ugy + (kK — 1) te k

et

Ugkt+1 = Uzs41 + (K — 5) k

~Y
k—4oc0

Ainsi :

n n—-+4oo 5
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Exercice principal S10

1. Question de cours : Somme de deux variables aléatoires a densité indépendantes ?

2. Soit A > 0. La variable aléatoire X suit une loi de Cauchy de paramétre A, noté X ~ C(A) si X admet pour
densité la fonction définie sur R par :

On pose Z =In|X].
Vérifier que Z est définie presque stirement et en déterminer une densité.

3. On considére maintenant deux variables indépendantes X et Y suivant une loi de Cauchy de paramétre 1.
Posons U =In | XY|.

(a) Vérifier que U est définie presque sirement et montrer qu’elle admet la fonction g comme densité ou :

4 T 1
g:x— P — zER*

On pourra remarquer, au cours du calcul a effectuer, que :

1 1 1 1
S. 0 = J—
e #0, (y+1)(y + e2) 62“—1<y+1 y+€2”>

(b) Etudier la continuité de g sur R.

o . . o Int s
4. (a) En utilisant le fait que g est une densité, montrer que / 21 dt = T
0 _
1 2
Int ™
b) En dédui —dt = —.
(b) En euureque/oﬂi1 3

5. (a) Montrer que, pour ¢ € [0,1] :

Int N~ . tnt g,
tLl:—kZ_ot It + 7 (t) ot 7y () = 57,

1
(b) Prouver que / rn(t) dt — 0 quand n — +o0.
0

1

(¢) En déduire la valeur de Z +o0 =

k=0

puis celle de Z 400

1
2
2k +1) 2

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2014 p. 14.
2. La probabilité P(X = 0) est nulle donc Z est définie presque stirement. De plus, Z est & valeurs dans R et



pour z € R, en notant Fz la fonction de répartition de Z :
Fz(z) = P(Z<x)
P(ln |X| < x)
= P(]X| < €e") par croissance de ’exponentielle
P(—e” < X < €%)
A

c 1
- SN
/_ez7T>\2+t2

2 /em A dt ité
= — - ar parite
Vs 0 )\2 + t2 p P

2 e*
= ;Arctan ()\>

En particulier F; est C' sur R. On en déduit que Z est une variable aléatoire & densité et une densité est la
fonction :

@

s 't'—>2)\ et
A T A2 4 e2t

3. (a) U est définie dés que XY #0, or :
P(XY =0)=P{X=0}U{Y=0}) <P(X=0+PY=0)=0
donc U est définie presque siirement.

De plus, U = In|X| + In |Y| et donc par indépendance de X et de Y, si on note respectivement f; et fo
des densités de In | X| et de In|Y], la variable U admet comme densité la fonction g définie par :

+o00

o) = / F1(8) fale — 0) dt
— 0o

On va mener le calcul en utilisant le résultat de la question précédente. Soit x € R*

4 400 et er—t
s@) = i
e 1+e2t1+ e2(z—t)

2

4 +o00 ot
= 72/ 5 57 o th dt

7 J_ (L+e2)(e?t +e27)

2 +00 617 d ¢ 2t (b t. . ¢ Cl)
- w2 TN 1 oz dY €l posant y = € 1Jjection croissante

2 0 (1+y)(y+62$)

2e% +oo 1 1 1 §
- ?/0 ezz1(y+1—y+62x)dycare"”;«élpourx;éo

2 1 y+1 ]t
= — In

’/T2 er 4 e~ y + €2w

4 x

ﬁ et —e %

(b) 1l suffit de calculer la limite quand x tend vers 0 de I’expression trouvée ci-dessus. Or :
4 x 4 z 2

2L 2L _ 4
m2er —e~T 0 w2 2x w2

On en déduit donc que ‘ g n’est pas continue en 0. ‘

4. (a) Comme g est une densité définie sur R :

+oo +oo 2
/ g(z)dx =1 donc / P qz=T

T _ p,—X
oo oo € e 4

Or en effectuant le changement de variable t = e¢* — valide car défini par une bijection croissante de classe

C' — on obtient par ailleurs :
2 +oo +oo
T Int
== / ———dr = / - dt
4 o € —e® o t?—1

d’ou le résultat demandé.



(b)

Il suffit d’écrire par la relation de Chasles :

T Int L oInt T Int
——dt = dt ——dt
/0 21 /0t2f1 +/1 21

1
et en effectuant le changement de variable u = n dans la seconde intégrale — changement de variable 1&

encore valide car toujours défini par une bijection décroissante et C' — on obtient :

“+o00 0 1 1
/ Int dt:—/ In (1) %:/ Inu du
1 t271 1 (%)2_].“2 0 U271

1 2 1 2
Int Int
d’ot 2/ ZL dt = = et donc finalement : / =T
0o t2—1 4 o 2—1 8
Pour t # 1, par la formule pour les sommes géométriques :
it% _rea
2 -1
k=0
d’otr :
t2n+2

Z t2k

puis finalement :

t2n+21 t
Zt%lnt—f— - Zt%lnt—i—rn t)

tint
avec 1, (t) = 711 1t2"+1
tint . . . .
On pose ¢(t) = 21 Alors la fonction ¢ est continue sur ]0,1[. De plus, par croissance comparée :
lim () =0
tandis qu’au voisinage de 1 :
tt—1) ¢
t ~ = —
PO T T i
1

d’ou : lim o(t) = 5 Ainsi la fonction ¢ se prolonge par continuité sur [0, 1] en posant ¢(0) = 0 et

(1) = 3 On continue de noter ¢ la fonction ainsi prolongée.

Alors, la fonction ¢ est continue sur le segment [0,1] et elle y est donc bornée. 11 existe donc M > 0 tel
que :
vt e [0,1] [p(t)] < M.

Remarquons que la continuité de ¢ sur [0, 1] implique que la fonction r, est bien intégrable sur [0, 1] et
on peut donc parler de son intégrale sur ce segment.

Alors :
1 1
/ Tn(t)dt‘ < [ intlar
0 0

1
< M| &
0
M

2n + 2

~

Par théoréme de comparaison, comme

M2 — 0 quand n — 400, on en déduit que :

1
/ rn(t) dt = 0 quand n — 400
0




(c) Remarquons que pour tout k € N, la fonction ¢ +— t2*Int est intégrable sur [0,1]. Cette fonction est
en effet continue sur |0, 1] et, pour k > 1, se prolonge en continuité par 0 car, par croissance comparée,
lim ¢** Int = 0.

t—0
Dans le cas o £ = 0, t — Int est bien intégrable au voisinage de 0, par exemple par comparaison &
une intégrale de Riemann convergente, ainsi |Int| = o (\/’E) au voisinage de 0. On peut aussi calculer

explicitement une primitive (c’est le calcul fait ci-dessous).
Cela remarqué, on peut intégrer terme a terme sur |0, 1] ’égalité obtenue & la question 5.(a), ce qui

donne :
/1 lnt i 1 ok 1 ()
——dt = — /t lntdt+/ r,(t)dt
o -1 —Jo o
1

On pose [, = / t?** Int dt pour k € N. En intégrant par parties, toutes les fonctions étant de classe C*

0
sur ]0, 1], on obtient :

J $2k+1 1 1 2k .
= — | ——dt
k {Qk—i— lnt}0 /02k+1
_ ot
2k +1)2
Ainsi :
/1lntdt—§n:1+/1r(t)dt
o t2—1 (2k +1)2 "
d’ou :

n 1 L Int L 2 1
S dt — n(t)dt = — — n(t) dt
kZ:O(2k+1)2 /0t2—1 /OT() 8 /OT()

Par la question précédente, on en déduit en passant a la limite que :

2

1 T
Z(2k+1)2 Y

k>0

On remarque alors, en séparant les termes d’indice respectivement pair et impair, que :
2 (2k) 2k +1)2 kz2 2k +1)2
k=1 k>1 k>1 k>0

d’ou :

_ 1 . 1 _7r2
> —§ZT+1> it |\ 5=

E>1 k>0 k>1




Exercice sans préparation S10

Soit f une fonction continue sur R telle que

z+1

Vz € R, f( 5

) = [f(x).

Montrer que f est constante.

Solution :

Soit z € R.

U 1
On considére la suite (u,,) définie par ug = z et Vn € N,y = — + .

Si z < 1 alors (u,) majorée par 1 [récurrence| et croissante |signe de f(z) — z|.
Si > 1 (uy), on montre de méme que (u,) est minorée par 1 et décroissante.

Ainsi dans tous les cas, (u,) converge. Elle converge donc vers 'unique point fixe 1.

(on peut aussi calculer explicitement w,, en remarquant que c’est une suite arithmético-géométrique :

‘v’neN,unzl—F(;)n(x—l))

Par récurrence, Vn € N, f(u,) = f(x) par continuité et unicité de la limite f(z) = f(1) et ‘ f est constante |




SUJET S11

Exercice principal S11

Soit n > 2. On munit I’espace vectoriel M,, 1(R) de son produit scalaire canonique, défini par : (X,Y) = 'XY.

1

T2
1. Soit Z = . un vecteur non nul de M,, 1(R) et on note H = Z 'Z.

Ty
(a) Montrer que H est diagonalisable et vérifier que Ker(H) = (Vect(Z))*.
(b) Montrer que Z est vecteur propre de H et préciser la valeur propre associée.

Dans la suite de ’exercice, on considére X1, Xs, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes, toutes
définies sur un méme espace probabilisé (2, .4, P), suivant toutes une loi normale centrée réduite N (0, 1).

1
On admet également la valeur suivante : I' 5= V.

2. Question de cours Lois v : densité et stabilité par une opération & expliciter.

3. Soit i € [1,n]
2

(a) Donner la fonction de répartition de la variable V; = en fonction de @ la fonction de répartition de

la loi normale centrée réduite.
Justifier que V; posséde une densité et proposez-en une.
Reconnaitre alors une loi 7 dont on précisera le paramétre.

n
(b) Donner la loi suivie par Z V.
i=1
X1
Xo
4. On note encore Z = ) le vecteur aléatoire de M,, 1(R) obtenu et la matrice aléatoire H = Z 'Z.
Xn
Soit F' un sous-espace vectoriel de M, 1(R). On note pp la projection orthogonale sur F'.
(a) Calculer la probabilité que Z soit le vecteur nul.
(b) Déterminer la loi suivie par la valeur propre aléatoire || Z||* de la matrice H.
U1
(¢) Soit u = : un vecteur normé de F.
Un
Montrer que la variable aléatoire (u, Z) suit une loi normale dont on précisera les paramétres.

(d) On admet que pour tout k € [1,n], si (v1,...,v) est une famille orthogonale de M,, 1(R), alors les
variables aléatoires (vq, Z), (ve, Z),..., (v, Z) sont mutuellement indépendantes.
Vérifier que les variables aléatoires ||pr(2)|| et ||Z — pr(Z)|* sont indépendantes et déterminer leur loi.

Solution :

1. Programme officiel ECS2 pages 12 (définition) et 14 (stabilité par la somme)
2.(a) '"H="(2'2)=7"'Z = H, donc H est ‘ symétrique réelle donc diagonalisable. ‘
De plus, pour tout 7' € M,, 1(R).

TeXKer(H) <= HT =0<= Z('ZH)=0<= (Z,H)Z =0 = (Z,H) =0 <= |T € (Vect(Z))™*




(b)

3. (a)

Le vecteur Z est biennon nulet : HZ = Z 'Z7Z = Z((Z,Z)) = || Z||*Z.
Ainsi, ‘ Z est vecteur propre de H pour la valeur propre || Z||* # 0. ‘
X;(9) =R, donc V;(Q) = R™.

e pour z < 0, Fy,(x) =0;

e pour x > 0,

Ainsi :
0 siz <0

Vz € R, Fw(x):{ 20(v2z) —1 siz >0

La fonction ® étant de classe C' sur R et vérifiant ®(0) = 1/2, on voit que Fy, est continue sur R et de
classe C' au moins sur R \ {0} ce qui suffit pour affirmer que V; est une variable 4 densité.
Comme densité de V;, on peut proposer :

0 siz <0 0 siz <0 0 siz <0

fv(l‘) = \/5 / . = 1 —x : = 1 1/2—1_—=x .
' = >0 >0
2 2\/5(1) (V2z) siz>0 \/7?336 six F(I/Q)x e six

‘ On reconnait donc une loi v de paramétre 1/2. ‘

Les V; étant mutuellement indépendantes de loi y(1/2), leur somme W = Z V; suit donc une loi | v(n/2).

i=1

Z=0] = ﬁ[xk:()]c[xlz()]
k=1

Ainsi, 0 < P(Z = 0) < P(X; = 0) =0, donc | P(Z = 0) = 0.

n

Ona|Z|*= ZX? = 2W, avec W la variable aléatoire calculée & la question 2(b). On a donc :
i=1

vz e R, P(|Z]? <$)2P<W< g) =fw (g)

Par composition, || Z||* est donc encore une variable & densité, de loi :

1 x 1 1 n_q _g
Ve € R\ fiz2(2) = 5 fw (5) =3 ez e g oof(@)

n
La variable aléatoire (u, Z) = E u, X}, est une combinaison linéaire de variables aléatoires indépendantes

k=1
de loi normale, elle suit donc encore une loi normale. De plus,

E[(u, Z)] = Zn: wE[X),] = 0
k=1

et

Vi, 2)] = S VX = S uf = Jluf? = 1
k=1

k=1

Ainsi, ‘ (u, Z) suit une loi normale centrée réduite. ‘

Notons r la dimension de F'.
Notons B = (v1,...,Up, Upt1,--.,Uy) une base orthonormée de M, 1(R) telle que (v1,...,v,) soit une

base orthonormée de F' (et (v,41,...,v,) une base orthonormée de F1).
T n

Alors : pp(Z) = Z(vk,Zﬁ;k et Z —pp(Z) = Z (vg, Z)v.
k=1 k=r+1



T n
Par théoréme de Pythagore, on a donc ||pg(Z)|* = Z((vk, Z)2 et | Z —pr(2)|? = Z ((vg, Z))?
k=1 k=r+1
On sait d’aprés (a) que chaque (vg, Z) suit une loi normale centrée réduite, et elles sont indépendantes.
d’aprés le résultat qui a été admis.
Par le lemme des coalitions, on voit donc que |[pr(Z)||? et ||Z — pr(Z)||* sont indépendantes.

lpr(2)]1?
2

De plus, en adaptant la méthode du (2.b), on voit que suit une loi gamma v(d/2) | et que

1Z - pr(2)|?
2
On en déduit ainsi la loi de |[pr(Z)||* et de ||Z — pr(Z)||* par transformation affine.

suit une loi gamma y((n — d)/2).




Exercice sans préparation S11

Soit une suite réelle (un)nen telle que

lim (u, —u
n—>+oo( "

On suppose que (uy,)nen ne tend pas vers 0.

1. Aton lim w,=17
n—-+4oo

2. La suite (uy,)nen est-elle bornée ?

Solution :

1. pour la question. Prendre u,, = 0 si n pair et 1 sinon

2. pour la question. Comme il existe M > 0 tel que pour n assez grand — M < u, —ui, soit ufb —up—M <
0, la suite (uy)nen se situe entre les 2 racines du polynome X 2 _ X — M et est donc forcément bornée.



SUJET S12

Exercice principal S12

Soit n € N*. Notons P, le polynome (X2 — 1)" et L, = P\, sa dérivé n-ieme.
1. Question de cours : énoncer le théoréme d’intégration par parties.

2. A l'aide d’intégrations par parties successives, montrer que :
1
V@ € R,_1[X], / Q(z)Ly(z)dz = 0.
-1

3. On note x1,...,x, les (éventuelles) racines de L,, d’ordre de multiplicité impaire.
On définit alors le polynéme Q par :

Q=(X—-=z1)--- (X —x,) siP admet des racines d’ordre de multiplicité impair
Q=1 sinon

A laide du polynome Q et de la question précédente, montrer que L,, admet n racines simples appartenant

a lintervalle | — 1, 1][.

4. Pour tout k € [1,n], on note

Rn_[X] — R . 1
g9 p L Py T p =+ [ Pads

Montrer que f est nulle sur ﬂ Ker gx.
k=1
5. Montrer que la famille (gx)1<k<n est libre dans L£(Ra,—1[X],R).

6. On admet provisoirement que si (¢1,...,@mn) est une famille libre de m formes linéaires sur un R-espace
vectoriel F, il existe des vecteurs uy,. .., u,, tels que pour tout (z,7) € [1,m], pi(u;) = 1 et @;(u;) = 0 si
i .
Déduire des questions précédentes qu'il existe (aq,...,a,) € R™ tel que :

YQ € Ron_1[X], /1 Q) dz = 3 wQ(n).
- =1

7. Montrer la propriété provisoirement admise par récurrence sur m.

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 12.

2. Par intégration par parties (les polyndomes sont C* sur [—1,1]), on trouve :
1 1 1
| @@t @ = [PrY@ew)| - [ @@rr e de
-1 -1 1
Remarquons que 1 et -1 sont racines n-émes de P,,, donc racines simples de P,(L"*U. On trouve alors :



En intégrant n — 1 fois de plus par parties, on trouve :

[1Q(I)Ln(x) dz = —[1Q’(m)P£”’1)(x) dr= - = (—1)"[1Q(”)(z)Pn(x) def = 0]

la derniére égalité étant obtenue puisque Q™ = 0.

1
. Sip<n—1,lerésultat de la question précédente assure que / Q(x)L,(x)dx = 0, ce qui est absurde puis
-1

le polynéme QL,, est par construction de signe constant et ne s’annule que sur les racines de L,,, qui sont
en nombre fini.

On en déduit que p = n, i.e. ‘Ln admet n racines dans | — 1,1[. ‘

Puisque deg L,, = n, toutes ces racines sont simples.

n
. Soit R € ﬂ Ker gr. On a alors R(z1) = -+ = R(z,) = 0. Puisque les réels z1,...,x, sont deux-a-
k=1
deux distincts, le polynome (X — z1)...(X — x,) divise R, donc L,, divise R. Il existe donc un polynéme
R e R,,_1[X] tel que R = QL,. La premiére question assure alors que :

F(R) = /_ 11 R(x)dz /_ 11 Q(2) L () dz = 0

n
f est nulle sur ﬂ Ker gy.
k=1

. Soit (A1,...,An) € R™ tel que Ayg1 + -+ + Apgn = 0, c’est-a-dire :
VQ € Ry 1 [X], MQ(z1) + -+ + XQ(2) = 0.

n

H(X — .231)

=1
i#k

Pour tout k € [1,n], on pose Ry = € Ryp—1[X]. On a Ri(zx) =1 et Ri(z;) =0sii # k.

n

[Tk — =)

=1
i#k

L’évaluation en Q = Ry, assure alors que A\, = 0 pour tout k € [1,n]. ‘La famille (gx)1<k<n est bien libre. ‘

. La question revient & montrer que f € Vect (g1,...,gn)-
Supposons par ’absurde que f ¢ Vect (g1,...,g%). La famille (g1, ..., gn, f) serait alors libre. Il existerait
alors Q € Ry, —1[X]tel que g1(Q) = -+ = gn(Q) = 0 et f(Q) = 1, ce qui est absurde puisque Q € ﬂ Ker gy.

k=1

1 n
Il existe (aq,...,q,) € R™ tel que : VQ € Ry, —1[X], / Q(z)dx = Z%Q(%)
-1 i=1

. Montrons le résultat par récurrence sur m € N*,
Pour m = 1 : o1 est une forme linéaire non nulle (car elle forme une famille libre), donc il existe z; € E tel
que @1(x1) = 1. La propriété est donc initialisée.
Soit m > 1 et supposons une famille de vecteurs (z1,...,2z,—1) déja construite.
m—1

Puisque la famille (¢1,...,¢m) est libre, la forme linéaire ¢ = ¢, — Z ©m(ug)pr est non nulle. Il existe

k=1
donc y € E tel que ¢(y) = 1.
m—1
* On pose u,, =y — or (y)ug.
k=1
m—1
Comme 9(y) = 1, om(y) = > @r(ur)r(y) et om(up,) =1
k=1

De plus, si j < m, ¢j(um) = ¢;(y) —¢;(y) =0 (seul le terme en j = k est non nul dans la somme.)
* On pose k € [1,m — 1], uj, = ur, — @m(ug)ul,
Sijel,m—1], ;(ur) = @;(ur) = 0k ;. Bt om(u}) = om(ur) = om(ur) =0

La famille (u},...,u.,) convient donc.

s Ym



Exercice sans préparation S12

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans |0, +o00[ et telles que In X et InY suivent des
lois normales N (0, 1).

Calculer la densité de Z = (X.Y)%.

Solution :

En passant au logarithme :
1

V2

et donc In Z est CL de deux variables normales indépendantes.

InZ = (InX +1nY)

E(lnZ) = 0; V(In Z) = 1,

et donc In Z < N(0,1).
On cherche maintenant une densité de Z = exp(lnZ). Soit ® la fonction de répartition de la loi normale
normalisée et F' la fr. de Z : Soit z €]0, 4+o00].

Fz)=P(Z<z) = P(lnZ<Inz)=o(lnz)

Pour 2 <0, F(z) =0.
La fonction F est CY sur R (remarquer le bon recollement en 0 du fait que ®(x) — 0 lorsque Inz = 2 — —o0),
C! sur R* et sa dérivée est une densité de Z :

0 siz<O0

Fl(z)={|1 1 1
(2) —®'(Inz) = S 37| G20
z z




SUJET S13

Exercice principal S13

Une puce se déplace sur un axe gradué d’origine O par bonds successifs d’une ou de deux unités suivant la procédure
suivante :

e au départ la puce est en O;

e si, & un instant, la puce est au point d’abscisse k, a I'instant d’aprés elle sera soit au point d’abscisse k + 1,

1
avec la probabilité > soit au point d’abscisse k + 2, avec la probabilité 5

e les sauts sont indépendants.

1. Question de cours : formule des probabilités totales.

2. Soit n € N. On note S, la variable aléatoire égale au nombre de sauts & deux unités effectués par la puce
au cours des n premiers sauts.
Déterminer la loi de S,,, son espérance et sa variance.

3. Soit n € N. On note X,, la variable aléatoire égale & ’abscisse de la puce aprés n sauts. Exprimer X,, en
fonction de S,. En déduire ’espérance et la variance de X,,.

4. Soit n € N*. On note Y,, la variable aléatoire égale au nombre minimum de sauts nécessaires pour atteindre
ou dépasser (au cas o on ne s’y arréterait pas) la case d’abscisse n.

On définit Y comme la variable aléatoire certaine égale a 0.
(a) Déterminer les valeurs prises par Y,.

(b) Montrer que pour tout entier n > 2 et pour tout entier k > 1 :
1 1
P(Y, =k) = §P(Yn—l =k-1)+ §P(Yn_2 =k-1)
(¢) En déduire que, pour tout entier n > 2 :

1 1
E(Y,) = iE(Yn_l) + iE(Yn_g) +1

(d) Déterminer un réel a tel que la suite (u, )ney définie par u,, = E(Y;,) —na vérifie une relation de récurrence
linéaire d’ordre 2.
Déterminer alors u,, puis E(Y;,) en fonction de n.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS1 2013 p. 14.

2. On note Z;, pour i € N* la variable de Bernoulli égale a 1 si le i-éme saut est de deux unités et & 0 8’il s’agit
d’un saut d’une unité. On a donc Z; ~ B(1/2).
n
Alors S, = Z Z; et comme les Z; sont indépendantes, puisque par hypothése les sauts le sont, on en déduit

i=1
que :

Sp ~ B(n,1/2)

En particulier :
E(Sh) = 5 et V(Sa) =

~] 3



3. De maniére immédiate, comme S,, est le nombre de sauts de deux unités, et que les n — S,, sauts restants
sont de une unité, et que la puce est situé au point d’abscisse nulle au départ :

X = 5,0+ 25, s [T =7 5]

On en déduit par linéarité de ’espérance que :

4. (a)

La plus grande valeur prise par Y,, est n, dans le cas ou 'on effectue que des sauts de une unité. L’autre
cas extréme correspond & des sauts qui valent tous deux unités et en ce cas, on atteint, ou dépasse la

1 1 1
case d’abscisse n en VL;J sauts (si n = 2k, {n * J = k tandis que si n = 2k + 1, {n;— J =k+1).

n+1
2

Ainsi : Y,(Q) C |H J ,n]‘ . Comme tous les cas intermédiaires sont possibles, I'inclusion réciproque

1
est également vérifiée et I'on en déduit finalement : | Y,,(Q) = |Hn;r J ,nﬂ )

On considére ce qui se passe au premier saut via la variable de Bernoulli Z; introduit a la question 1 :
Z1 =1 si le premier saut fait deux unités et 0 sinon. Alors, par la formule des probabilités totales :

P(Y,=k) = P(Y,=k2Z =0P(Z =0)+P(Y, =k|Z = 1)P(Z, =1)
1 1
= JP(YVa=HZ1=0)+ 3P(Ya =kZ = 1)

De plus : P(Y,, = k|Z; = 0) = P(Y,,—1 = k— 1) car une fois effectué un premier saut de une unité, il reste
& parcourir une distance de n—1 & atteindre en k—1 sauts car au départ on voulait parcourir une distance
de n unités en k sauts. C’est l'indépendance des sauts et I'invariance du probléme par translation sur
I’axe gradué qui assure la validité de ce raisonnement.

De méme : P(Y,, = k|Z; = 1) = P(Y,,_2 = k — 1) puisque si le premier saut est de deux unités, il reste
n — 2 unités & parcourir en k — 1 sauts.

Ainsi :

1 1
B(Y, = k) = 5P(Yao1 =k = 1)+ SP(Ya s =k = 1)

11 suffit de calculer en revenant a la définition de ’espérance et en utilisant la relation établie & la question
précédente :

E(Y,) = Y kP(Y,=k)
k:LH;IJ
= 1
= Zk]P)(Yn =k) car P(Y, =k) =0 pour k € |[17 VL; J - lﬂ
k=1
1 n
= 3 S kP =k—1)+P(Y, o=k 1))
k=1
_ 1y kP(Y, —k—1)+1§n:k]1ﬂ>(y —k—1)
= 5 2 n—1= B Z n—2 —

(k=1DPY,_1=k—1)+ P(Y,_1=k—1)

Il

N =
[]=
N =
[]=

1 n
3 Z FP(Yp1 =k —1)

=
Il

1

1 1
= 3 kP(Y,_1=k)+ 5 car Y,-1(2) C [0,n —1]



et de méme :

KP(Yy_g =k —1)

N | =
R

On en déduit donc finalement :

n

(k—1D)P(Yp_a=k—1)+ % > P o=k-1)

Il
N |
-

k=1 k=1
1 1
= 5 k]P)(Yn,Q = k) + 5 car Yn,Q(Q) C [[O7n — 1]]
k=0
= EY,—2)+ =

(d) On cherche a tel que :

o3 .
ce qui revient a —ia + 1 =0 soit

2
Alors, en posant u, =E(Y,,) — ga, on obtient pour n > 2 :

1 1
Up = Eunfl + 5’11/”,2
. L . s 1 1 . .. L.
Le trindme caractéristique associé est x“ — 535 —3 qui a deux racines distinctes, dont une évidente :

Ainsi, pour tout n :

avec A et B des réels.

rr=1 et 7“2:—5

1 n

De plus, de maniére immédiate, Y, et Y; sont des variables aléatoires certaines avec Yo = 0 et Y7 = 1,

1
d'ot E(Yp) = 0et E(Y1) =1et up =0 et uy = 3 et donc A et B sont déterminées par le systéme

d’équations :

Finalement :

et donc :

1 1




Exercice sans préparation S13

Soit f une fonction continue sur R.
On définit par récurrence la suite de fonctions f™ par f' = f et pour tout n de N*, f"*1 = fo fm.

Ainsi, f" = fo fo---0 f, ou la fonction f apparait n fois.

1. On suppose qu’il existe n € N* tel que f" admette un point fixe. Montrer que f admet un point fixe.
2. Proposer une fonction définie sur R qui n’admette aucun point fixe.

3. Proposer une fonction définie sur R qui admette une infinité de points fixes.

Solution :

1. Par I’absurde, on fait faire un dessin au candidat. (Comme f est continue, c’est en fait une conséquence du
TVIL si f n’admet pas de point fixe, le graphe de f est au dessus ou au dessous de la premiére bissectrice)
Supposons que le graphe de f soit au dessus de la premiére bissectrice alors

Vr e R f(z) > x.

Mais alors
Vr e R (@) =" M) > ) > ) > o>

C’est absurde.
‘ f admet un point fixe. ‘

2 [roe1]

3. |z — xsin(x)




les points fixes

20 A

10 +

_1{] -

_2{] -

_3{] -

—20

T
=10

10

20




SUJET S14

Exercice principal S14

Soit A un réel strictement positif.
On considére X et Y deux variables aléatoires indépendantes, définies sur un méme espace probabilisé, suivant
toutes les deux une loi exponentielle de paramétre .

1. Question de cours : Rappeler la définition et les propriétés de la fonction de répartition d’une variable
aléatoire & densité.

2. Soit p > 0.
(a) Montrer que la variable Z = —uX est une variable aléatoire & densité, et en donner une densiteé.

(b) On note S, la variable définie par S, =Y — uX.
Montrer que S, admet pour densité la fonction f,, définie par :

exp(—Az) siz>0

A ex (Ax> six <0
TP\ K

3. On considére le polynome @ a coefficients aléatoires défini par :

VeeR, fulx)=

Pourtoutrelt, Q(t) =1*>+tX —Y.

(a) Vérifier que le polynéme @ admet, avec probabilité 1, deux racines réelles (aléatoires) distinctes, notées
S et T telles que :
S<0LT.

(b) Justifier que, pour tout réel ¢ positif, on a :
[T <t]=[Y —tX <t}

(c) En déduire que la variable aléatoire T' admet une densité, et en donner une.

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 20.

2.(a) On a Z(Q) =] — 00,0] et pour = < 0, P(Z < z) = P (—uX < z) P(X > x) =1-Fx (x)
0 0
py iz <0
On obtient alors que, pour tout réel x, on a : Fz(z) = eXp i Str
1 sixz>0
Aag
, . 1 " ., ) —en siz <0
Fz étant continue sur R, C* sur R*, Z admet une densité f; donnée par :| fz(z) = L
0 sinon

(b) Les variables aléatoires Y et —uX étant indépendantes, & densité, la variable aléatoire S, admet bien
une densité, donnée par le produit de convolution :

Julw) = / " b0 ot — tydt = / +°° )Ae‘” (*) er @t gy

—o0 max(z,0 12



oo 1 A
esiz<0,ona: f,(z)= )\e%z/ Zemw (Mg — Nen® = ein®

o H L+p |1+p

oo A
esiz>0,ona: f,(x)= /\e%w/ ZemwHmigy — Neu® S e

x M +p L+p

3.(a) Ici,ona A = X% 4+4Y >0
De plus, P(A =0) = P(X? =0,Y =0) = P(X = 0)P(Y = 0) = 0, donc presque-siirement, A > 0 et on
a donc \ deux racines réelles distinctes\ S et T. On note S la plus petite.
Puisque ST = —Y < 0, les deux racines sont de signes distincts, donc m
(b) On sait que le polynéme @ est positif sur | — oo, S] et sur [T, +o0].
Donc en particulier, pour ¢ positif, on a Q(t) < 0sit € [0,T] et Q(t) > 0sit € [T,4o0[. Ainsi :

WeRT, [[T<=[Q()>0]=[+tX-Y>0]=[Y —tX <’

(c) Remarquons déja que T étant positive, on a T(Q) C R™.
esit<0,P(T<t)=0.

t? 0 t?
A
esit>0, P(T<t)=PY —tX <t?) :/_Oo f,g(:zc)doc:/_oO 1+te%7”dx+/o me_de
0 t?
_ A [t +L _Loal n L1 e 1
e (A | Tl AT, T T4t 1+t 1+t 1+t
0 sit<0
Ainsi on a pour tout réel t : Fp(t) = 1_1_1“56_/\9 §t>0

Fr étant continue sur R et C' sur R*, T admet bien une densité, par exemple :

0 sit<0
tes 8 1T4H2X+ 202 2

it>0
1112 St




Exercice sans préparation S14

On rappelle que pour 7 € N, f(i) est la dérivée i-éme de f.
On définit pour chaque n entier naturel la propriété P, suivante :

P, :"Vf € C*R,R), JacRtel que ] (a) >0
i=0
1. Les propositions Py et P; sont-elles vraies?
2. Soit f € C*°(R,R) telle que pour tout z € R, f(x)f (z)f"(x)f® (z) < 0.
Montrer que f et f” sont toutes les deux & valeurs dans R™* ou toutes les deux & valeurs dans R™*.

3. En déduire que la proposition Ps est vraie.

Solution :

1. ‘PO et P; sont fausses‘ : il suffit de choisir fo: 2 — —e” et f1 : z — exp(—zx).

2. Remarquons que f, f/, f” et f”' qui sont continues sur R, sont de signe constant car sinon elle s’annulerait
ce qui est contraire & ’hypothése ff'f” f" < 0.

Si f” >0 alors f est convexe, donc sa courbe représentative C; est au-dessus de ses tangentes.

En particulier au-dessus de la tangente en 0 , d’équation y = f'(0).z + £(0).
Comme f'(0) est non nul (f’ ne s’annulant pas), y tend vers +oco quand x tend vers oo, selon le signe

de f'(0).

Donc f(x) est positif quand z tend vers o0, donc partout (f est de signe constant) :  f>0.

f"” <0 implique que f est concave, et un raisonnement analogue montre que : f <0.

Donc ‘ f et £ ont donc toujours le méme signe, et ne s’annulent pas sur R. ‘

3. Raisonnons par I’absurde : supposons que de méme qu’en 2) que f.f".f"”.f"" < 0, alors les fonctions f’ et
1" sont de méme signe ( méme preuve avec f’ et f au lieu de f et f”.)

Il en résulte que : f.f . f". f”>0; donc contradiction ; par suite :

JacR tel que: f(a) f'(a) f’(a) f"(a) >0, P3 est vraie.‘




SUJET S15

Exercice principal S15

1. Question de cours : Enoncer le théoréme de Rolle

2. Montrer que, pour tout a = (a1, az,as,as) € R*, il existe un unique polynéme P, € R3[X] tel que P,(0) =
ay, P;(O) = as, Pa(l) = a3 et P(;(l) = Q4.

3. On note (e, eq, e3,e4) la base canonique de R*. Déterminer P,
On pourrait montrer que P, = X (X —1)? P, = (—2X +3)X?% et P, = X*(X — 1).

Soit f une fonction réelle de classe C* sur [0, 1]. On note a(f) = (f(0), £/(0), £(1), f'(1))
On note alors Qy = Py (s, I'unique polynéme de R3[X] vérifiant

Qr(0) = £(0), Q%(0) = f(0), Qs (1) = f(1) et QF(1) = f'(1).

! 1 1, 1 1,
4. Montrer que /0 Q(t)dt = fif(()) + ﬁf (0) + if(l) - ﬁf (1).
5. Soit x €]0; 1] fixeé.

Notons C' = 4!%. En considérant la fonction g : ¢t — f(t) — Qf(¢) — %ﬁ(l —1)2
2?(1— )

montrer qu’il existe £ €]0, 1] tel que f(z) — Q¢(x) = Tf(4) (©).

6. Montrer qu’il existe M une constante que 1’on exprimera en fonction des propriétés de f telle que :

M
720°

(0= (~3/0+ 157 O+ 510 - 7w ar)| <

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 12.

2. Considérons I’application ¢, qui & tout P € R3[X] associe (P(0), P'(0), P(1), P'(1)) € R*. C’est une appli-
cation linéaire. Etudions son injectivité : un polynéme P € R3[X] appartient au noyau de ¢ si, et seulement
si 0 et 1 sont racines (au moins) double de P, i.e. si et seulement si P divisible par X?(X — 1)?; puisque
deg P < 3, cela revient a affirmer que P = 0. L’application ¢ est injective. Puisque R3[X] et R* sont deux
espaces vectoriels de méme dimension, ¢ est un isomorphisme.

On en déduit donc que pour tout a = (ay,as,as,as) € R* :
‘ il existe un unique polynome P € R3[X] tel que P(0) = a1, P'(0) = ag, P(1) = a3 et P'(1) = ay. ‘
3. On cherche P; € R3[X] tel que P;(0) =1 et P{(0) = P1(1) = P/(1) =0.
1l est donc de la forme (X — 1)%(aX + b). Puisque P;(0) = 1 et P{(0) = 0, il vient que b = 1 et a = 2, i.e.
| P = (2X + 1)(X — 12 ]

On trouve de la méme maniére| P = X(X —1)2, Py = (~2X + 3)X% et P, = X*(X — 1).|

4. Qp = ¢ Ha(f)) = f(0)6 (ex) + f'(0) ™" (e2) + f(1)¢ " (e3) + f'(1)¢ ™" (eq) par linéarité de ¢~
Ainsi Qf = f(0)P1 + f'(0)P> + f(1)Ps + f'(1) P,

On en déduit que, par linéarité de l'intégrale :

1 1 1 1 1
/OQf(t)dt:f(O)/O Pl(t)dt+f'(0)/0 Pg(t)dtJrf(l)/O Pg(t)dtJrf’(l)/o Pi(t) dt

1 1, 1 L.,
== f0) + 5 F(0) + 5£(1) = 5 /'),




. Remarquons que g est de classe C* sur [0, 1]. Puisque g(0) = g(1) = g(z) = 0, on peut appliquer le théoréme
de Rolle & g sur les intervalles |0, z[ et ]z, 1] : il existe a €]0,x] et b €]z, 1] tel que ¢'(a) = ¢'(b) = 0.
On a de plus ¢'(0) = ¢'(1) = 0.

‘ ¢’ s’annule au moins 4 fois dans [0; 1] ‘ En appliquant successivement le théoréme de Rolle a ¢/, ¢” et ¢,

on montre que g’ s annule s’annule (au moins) trois fois sur ]0, 1], puis ¢ s’annule au moins deux fois sur

10,1[, et enfin que g = f* — C s’annule au moins une fois sur ]0, 1.

22(1 —2)?
4!

Il existe donc € €]0,1] tel que f4(€) = C, ie. f(z) — Qf(x) = F@ ().

. Notons M = m[%§]| 4(x)| (M existe par continuité de f® sur [0,1]). D’aprés la question 5.(b), on a :
e
22(1 —2)?

M.
4!

Vo 6]07 1[v |f($) - Qf($)| <

Par continuité de f et Qf en 0 et 1, cette majoration est toujours valable en 0 et en 1. L’inégalité triangulaire
assure alors que :

zzc)da:—/o1 Qf(x)d

1 —x)2 M M
= M = = | —.
/ |f(z) = Q(@)] dz = / dr = 30521 = | 720




Exercice sans préparation S15

Donner la finalité du progamme suivant :

N=100000;S=0;
for i=1:N
u=rand () ;
S=S+4/Nx1/(1+u~2) ;
end
disp(S)

Solution :

4

X2 ou X

Le programme donne une moyenne empirique d’un échantillon de variables ayant la loi de ¥ =
suit une loi uniforme sur [0,1].

1
1422
Le programme permet donc ‘ d’approcher 7 en utilisant la loi des grands nombres. (méthode de Monté-Carlo) ‘

Question : subsidiaire : vaut-il mieuzr utiliser cette méthode ou une méthode des rectangles a 100 termes pour
approcher w %

1
Par la loi des grand nombre, ce programme approche E(Y) = 4/ dz
0




SUJET S16

Exercice principal S16

1. Question de cours : Somme de deux variables aléatoires & densité indépendantes.
2. Soit (Xj)r>1 une famille de variables indépendantes suivant chacune une méme loi exponentielles de para-
meétre A > 0.

n
On pose S, = ZXk pour n € N*,
k=1
Montrer qu’une densité de S,, est la fonction f,, définie par :

)\nxn—le—/\a;
fulz) = (n—1)!

0 siz <0

sixz >0

3. On note, pour n € N*, F, la fonction de répartition de S,,. Montrer que, pour t > 0 :

n—1
Fot)=1—e <1+)1\!t+...+8‘t11)!)

4. Soit ¢ > 0. On désigne par N (t) le plus grand entier n tel que S, < t.
Si S; > t, on pose N(t) = 0.
Déterminer la loi de N ().
5. On considére maintenant une variable aléatoire R de loi géométrique de parameétre p €]0, 1[. On pose ¢ = 1—p.
R
On suppose que R est indépendante de chacune des variables X, k € N* et ’on pose S = ZXk'
k=1
(a) Déterminer la fonction de répartition de S.

(b) En déduire la loi de S et montrer que E(S) = E(X;1)E(R).

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2014 p. 14.

2. On va prouver le résultat par récurrence sur n.
Pour n = 1, de maniére immédiate :

Ae ™™ giz >0
fl(x)_{o siz<0

et le résultat est vrai.
Soit donc n > 1 tel que le résultat demandé soit vrai au rang n. Alors, par le lemme des coalitions S,, et
Xn+1 sont indépendantes, S, 11 est & densité, et :

+oo
fus () = / fult) o — ) dt

— 00



Compte-tenu du support des densités f, et f, fntr1(x) =0 pour x < 0 et, pour z >0 :

fuea(2) / O fi(e — ) dt

B /I e e 2@ gy
0 (n—1)!

n+l_—Az * tn_l
AT e —dt

n
)\n+lef)\:r£
n!

et le résultat est vrai au rang n + 1.

. On démontre la encore le résultat par récurrence sur n.

Pour n = 1 le résultat est vrai car F}(t) = 1 — e~ est bien la fonction de répartition d’une loi exponentielle
de parameétre \.

Soit donc n > tel que le résultat soit vrai au rang n. Alors, pour ¢ > 0 :

Fn+1(t) = n+1 < t)

P(S
= [tz
0

t )\n—i—lxne—)\ac
L[,
0 n.

. " t t Angpn—leg—Az o ) )
—A\e M — + ———r dz par intégration par parties
n 1o Jo (n—1)

tn
_)\ne—Atﬁ + Fn(t)

IV At A (A
= 1-e? <1+1!+...+Enzl)!+(n? )

par hypothése de récurrence.
Le résultat est ainsi prouvé.
On peut également dériver la fonction F,, dont I’expression est donnée dans I’énoncé et vérifier que F = f,,.

. Soit n € N. Alors : P(N(t) =n) =P(S, <t,Sp+1 > t) car les variables X}, sont & valeurs positives.
De méme toujours par positivité des Xy, :

{Snt1 >t} ={Sn >t} U{S, <t,Sny1 >t}
et 'union des deux événements dans le second membre est disjointe. On a donc :
P(S, <t,Sp+1 >1t) =P(Spy1 > t) —P(Sp, > t) = F.(t) — Fa(t)

Finalement, compte-tenu de la question précédente :

P(N(t) =n) = e_’\t%

On reconnait une loi de Poisson de paramétre At. En particulier, cela prouve que N () est presque stirement
fini.



5. (a) Par la formule des probabilités totales :

P(S <

x)

> Pp_r(S < 2)P(R=r)

r>1
> P(S. <z)P(R=r)
r>1
r—1
e Az)P\
3 (1 G
r>1 k=0 ’
r—1 k
— Az (AIIJ) r—1
Lope™™ ) Y S5ia
r>1k=0

Az)* . . .
1 — pe A Z Z ( k') ¢" ! en intervertissant ordre de sommation
k>0r>k+1 ’

k k
1 _pe—AQZ Z ()\.’L’) q

| _
= kKl 1—gq
A k
l—ef)‘xz(q;) car l—g=p
k>0 ’

1— e—/\weq)\w

1 —e P

(b) On reconnait la fonction de répartition ‘ d’une loi exponentielle de paramétre Ap |

En particulier

E(S5)

1
3 = ECER).




Exercice sans préparation S16

Soient n € N* et A € M,,(R) une matrice diagonalisable. On pose B = A® + A + I,,.
Montrer qu'il existe un polynome @ € R[X] tel que A = Q(B).

Solution :

La fonction f : « — 2® + x + 1 est strictement croissante sur R donc injective.
Notons Aq,..., Ay, les valeurs propres de A, de multiplicités respectives mq, ..., mp. Il existe alors une matrice P
inversible telle que A = PDP~! ou :

ML, (0)
D= = diag(A1Lmy, - -5 Aplm,)-
(O) >\plmp

On a alors B = f(A) = Pf(D)P~' = PAP™! o :
A= dlag(f(Al)Imm veey f(AP)Imy)

Pour tout 4 € [1,p], notons u; = f(A;).

p
Puisque f est injective, les réels p1,. .., ptp sont deux-a-deux distincts. Le polynéme Q = Z AiL;, ou
i=1
p
H(X — k)
hZ!
Li=—
H (i — )
k=1
k#i

vérifie Q(y1;) = \; pour tout i € [1,p]. On a alors : Q(B) = PQ(A)P~* = PDP~! = A.
’il existe un polynome @ € R[X] tel que A = Q(B). ‘
On pourra demander auz plus rapides si la propriété est-elle toujours vraie lorsque A € M, (C).
Le résultat n’est plus vrai en toutes généralités si A € M,,(C) : la fonction f : z — 23 + 2z 4+ 1 n’est pas injective

sur C. Il existe donc deux complexes distincts a et 3 tels que f(a) = f(8)(= 7). Si A = (g g), alors B =

(f(oa) f(()ﬁ)) = ~I5. La matrice B est donc scalaire alors que A ne 'est pas.

’ La propriété est fausse lorsque 1’on choisit A € M,,(C), sauf si n = 1. ‘




SUJET S17

Exercice principal S17

1. Question de cours : définition de la convergence absolue d’une série. Lien avec la convergence.

n
2. Soit x un réel. Montrer que la série Z T converge.
(n!)?
n=0
On note alors :
+oo "
n=0

3. Soient x et y deux réels positifs. Notons z = max(z,y). Montrer que :

|f(@) = f(y)] < €|z —y

En déduire que f est continue sur [0, +oo].

4. Montrer que pour tout > 0,on a: f(x) > 1let que : f(z)—1 ~ =x.

z—0

5. On pose pour tout = > 0,
1

g(x) = / ——dt.
A ARTVIO)
(a) Justifier que g est bien définie sur ]0, +o0[.

(b) Montrer que :
g(x) ~ In(z)

z—0
Solution :
1. Programme officiel ECS1 page 18.
2. Soit z un réel. Alors : Vn >0, 0 < (S!)2 = (|§'|)2 < %
|z["

Comme la série exponentielle E —|- converge, on en déduit par critére de majoration de suites positives
n!

n
2. x
que | la série E W converge absolument, donc converge.
n
n=0

3. Soient z et y deux réels positifs. On a (toutes les séries étant bien convergentes) :

n—1
oo (@ —y) X aty T F
k=0

—+oo n_ .n +o0 n—1 +o n
F@) = ()] = Z‘”(n—,)y =12 I <\x—y|21”(;!)2 <"’”‘y'§%:

(on peut aussi appliquer I'TAF a ¢t — ¢" dans lintervalle [z;y] ou [y; z])

Comme & z fixé, y — max(z,y) est continue, on a bien : lim emax(@.) |t —y| =0
y*)flf

Pour tout réel x positif, on a donc : lim |f(z) — f(y)| = 0 par encadrement.
Yy—x

Autrement dit, ‘ f est continue en tout réel z de [0, +oo]. ‘




4. Soit z > 0. Remarquons que f(z —1+x+z 2/1+at>1

De plus, pour z proche de 0, z non nul, on a

f(x)—l_lJroo s _+°°xn—1_+°° o
v _z;(my_;(nwz_z((kﬂ +Z k:+1 B
Or,
+oo k
||
< -1
S e
+o00o k
D d t, 1 —— =0, et bien :
onc par encadrement, lim Z ESDE , et on a bien
-1
limleﬁ fl)—1 ~ zx
z—0 X z—0
1
5. (a) Soit x > 0. Alors la fonction ¢ — o est continue sur [1,z] (ou [z,1]) puisque f est continue et ne

s’annule pas sur [1,z] (ou [z, 1]). Ainsi, ‘ g(z) est bien défini pour tout réel z > 0. ‘

(b) Remarquons alors que :

St T T (f()? Lr) -1 f (t)
9(z) —In(z) = /1 t(f(t))zdt /1 tdt o /1 t(f )2 ))
Or, remarquons que : f(t)ti ! tioi 1 d’apres 4, et ngct()t;; 0F

-1
Ainsi, la fonction ¢ — f(t)t JESI()t)) est prolongeable par continuité en 0.
IR YIORS!

L’intégrale / est donc convergente car faussement impropre. En notant I sa valeur,
0

on a donc :

(f(#)?

gx)—In(x) =1+ o (1) = g(x)=ln(x)+I+ o (1) =|g(x) ~ In(z)

z—0 z—0 z—0




Exercice sans préparation S17

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé et (X,Y") un vecteur aléatoire défini sur Q tel que :
— (X, Y)(2) ={(0,0),(0,1), (1,1)} U{(n,0)|n € NN [2, +00[}
1

— X suit une loi de Poisson de paramétre —

V3

1
— Y suit une loi de Bernouilli de paramétre —

V3

1. Les deux variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ? Déterminer la loi du vecteur (X,Y).

2. Montrer que P(X #Y) <

Wl o

3. Soit A une partie de N. Montrer que :

IP(X € A)—PY € A) |<

W o

Solution :

1. Les variables X et YV ’ne sont pas indépendantes ‘ eneffet P(X =1NY =0)=04P(X =1)P(Y =0) .

Notons p = \/ig
On a, par définition des lois marginales : ‘]P’((X, Y)=(1,1))=P(X=1)=pe? ‘
et P((X,Y)=(0,1))+P((X,Y)=(1,1))=P(Y =1)=pdou:|P((X,Y)=(0,1)) =p—pe™? ‘IP’((X, Y)=(0,1))+

P((X,Y)=(0,0)) = P(X =0) =e P d’ou ‘ P((X,Y) = (0,0)) = pe™? + e~ P — p | Enfin pour tout n supé-

rieur ou égal & 2 on a : ‘IP’((X, Y) = (n,0)) =p"e?/nl|

Mais attention : pour prouver que qu’une telle loi existe il faut vérifier que la somme des proba vaut 1 :

“+oo
pe P +p—pe P +pe? —pt+e P+ Zp”efp/n! =1

2. On a:
PX#£Y)=1-PX=Y)=1-P((X,Y)=(1,1)) - P((X,Y)=(0,0))=1— (e P +pe?—p+peP)

or, par convexité de la fonction f(x) =e *ona:e P >1—p. Dou:

2
IP’(X%Y)1+pep(2p+1)§1+p2p(1p)2p2

3. PXeA)=P([X eAn(Y € A) +P([X € A|n (Y € A]) et de méme

P(Y € A)=P([X € Aln(Y € A]) + P([Y € A]N (X € A]) d’ot par soustraction

IP(X € A)—P(Y € A)| = |P([X € A|n(Y € A]) = P([Y € A]n (X € A])| < P([X € AN(Y € A)+P([Y € AIN(X € A])

or I'événement [X € AN (Y € AJN[Y € A]N (X € A] C [X #Y] et donc :

P(XeA)-PY e A)|<PX#Y) <

Wl N




SUJET S19

Exercice principal S19

On considére I’équation :
1 -5z =22"Inx (E)

1. Question de cours : énoncer 'inégalité des accroissements finis.

1 5
2. Soit ¢ définie sur |0, +o00[ par p(z) = PR 2Inz.

1
En étudiant ¢, montrer que ’équation (E) admet une unique solution « et justifier que o € ]0, 3 [

3. Soit f définie pour z €]0, 00| par :
_1l—z— 222 Inx

fla) = "=
(a) Montrer que I'on peut prolonger f par une fonction continue et dérivable sur [0, +oo[. Préciser alors f(0)
et f/(0).
(b) On rappelle que 0.69 < In(2) < 0.7. Etudier les variations de f’ et de f sur [0, 1].
4. Le but de cette question est de déterminer une valeur approchée de a.. Pour cela on définit la suite (un)n>0
par :

1
uo = et Upt1 = f(uy) pour n >0

(a) Justifier que : Vn € N |upq1 — af < =|u, — af.
(b

)

) En déduire que la suite (uy)n>0 converge.

(c) Comment utiliser cette suite (u,) pour obtenir une valeur approchée de o & 1075 prés?
)

(d) Ecrire un programme Scilab qui permette d’obtenir une telle valeur approchée a 10™° prés.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS1 2013 p. 12.
2. La fonction ¢ est dérivable sur son ensemble de définition et, pour z > 0 :

2 5 2 _2x2—5x+2__(2m—1)(x—2)

/ = —— _—— = =
v(z) = 3 +x2 x 3 3

1 1
On a donc ¢'(x) = 0 si et seulement z = 2 ou z = 5 De plus ¢'(z) > 0 si et seulement si z € ] 2 2 [

La fonction est donc strictement décroissante sur |0,1/2], strictement croissante sur [1/2, 2] puis & nouveau
strictement décroissante sur [2, +o0].

9
On remarque que ¢(2) = —= —21n 2 d’ou, par ’étude des variations, le fait que, pour tout = > =, p(z) < 0.

DN =

1
En particulier, ¢ ne s’annule pas sur [2, 400 [
. . . . 1 . . C 1
Par ailleurs, ¢ est continue strictement décroissante sur |0, 5| elle induit donc une bijection de |0, 5 sur

1
o <2> ,+oo[ en vertu du théoréme de la bijection.

1 1 1
De plus 0 €]y 5 , ool car ¢ (2) < 0. On en déduit donc qu’il existe un unique o € }0, 3 [ tel que

() = 0. De plus c’est 'unique solution de ’équation ¢(z) = 0 sur ]0, +oo[ par ce qui précéde.



Enfin, I’équation (FE) est équivalente & ’équation ¢(z) = 0 sur ]0, +o0].

1
On en déduit donc que I’équation (E) admet une unique solution « sur ]0,+oo[ et que « € ]0, 3 [

3. (a)

1
Par croissance comparée, lirrb 2?lnz = 0 d’ou lirrb flx) = T On peut donc prolonger f par continuité
xr—r xr—r

en 0 en posant | f(0) = — |

f(x)—i 1+2zlnz

x N 4
: , oo fl@)-g 1 : -

Encore par croissance comparée, on obtient hr% ——= = ——. Ainsi la fonction est dérivable en 0 avec

T— T
1
!
0)=—-.
70 =

La dérivabilité sur |0, 4+oo[ ne pose pas de probléme et f est donc bien dérivable sur [0, 4+o0].

-1
Vz €0, +oo[, f'(z) = T zln(x) — g
La fonction f’ est dérivable sur ]0,+oo[ et pour z > 0 : f"(x) = 7% — In(z) Ainsi f”(z) = 0 si et

3
2

seulement si 2 = e~ 2 €]0,1]. De plus f”(z) < 0 pour = € }e_
T E ]O, e 3 [

De plus, lin% f'(x) =0, donc f’ est continue en 0.
xr—

,1} et f(z) > 0 si et seulement si

. . . _3 . . L, _3
Ainsi f’ est strictement croissante sur [O,e 2} puis strictement décroissante sur {e 2,1]

1
La fonction f’ admet donc un maximum en z = e”? et ce maximum est égal a e 3 — 1 Ce nombre
1
est négatif car 3 > 4In(2). On a donc f'(z) < 0 pour tout = € [0,1]. De plus, comme f'(0) = ~1 et

)= —Z, on en déduit que :

vz e [0,1] |f'(x)] <

=~ w

1
Comme f’ < 0 sur [0,1], f y est strictement décroissante et comme f(0) = 1 tandis que f(1) =0, on en

déduit que :

vz e 0,1 f(z) €[0,1]]

On commence par montrer par récurrence sur n que u, est bien défini avec u,, € [0, 1] pour tout n.
Pour n = 0 le résultat est évident.

Soit n > 0 tel que w,, est bien défini avec u,, € [0,1]. Alors u,+1 = f(u,) est bien défini car f est définie
sur [0, 1], et d’aprés la question 2.c), up+1 = f(uyn) € [0,1]. Cela prouve le résultat au rang n + 1.

On en déduit donc le résultat annoncé par récurrence. En particulier : ‘Vn eN u,€l0,]] ‘

3 . . . .
Alors d’aprés la question 2.c), Vo € [0,1] |f/(z)] < 7 donc par 'inégalité des accroissements finis :

VneN [f(un) — F(@) < %un —af

soit

3
VYneN  |upr1 —al < Zlu" —qf

On montrer par récurrence, que, pour n € N :

3 n
_al< 2

Le résultat est trivial pour n = 0 car ug et a sont dans [0, 1].



On suppose qu’il est vrai au rang n > 0. Alors, par la question précédente :

lu —oz|<§|u —04|<§ \'_ (3 "
n+1 \4 n \4 4 - 4

en utilisant I’hypothése de récurrence.
On en déduit donc par récurrence :

YneN |u, —af

N

()

3 . :
Alors, comme 0 < 1 < 1, par théoréme de comparaison, (u,) est convergente et 111}3 Uy = Qs
n—-+oo

3 n
VYneN |u, —al < (4)

Comme :

n

3
il suffit de trouver n tel que <4) < 107° pour obtenir une valeur approchée de a & 107> prés. Cela
In(10)
n(3)

Une possibilité est le code suivant, qui en plus de calculer la valeur approchée de « renvoie également la
valeur de I’indice n du terme u,, étant ’approximation recherchée :

revient & choisir n tel que n > —5 . Pour une telle valeur de n, u,, est une valeur approchée de o &

107> prés.

u=1/5

n=0

geo=1

while geo>107(-5)
u=(1-u-2%u"2*log(u))/4
geo=geo*3/4
n=n+1

end

disp(n,u)



Exercice sans préparation S19

Un joueur lance simultanément N dés équilibrés. Puis, il effectue un deuxiéme lancer en ne relancant que les dés
qui n’ont pas donné 6. Il continue ainsi, en ne relangant a chaque tirage que les dés n’ayant jamais donné 6.
On note, pour n € N*, S, le nombre de 6 obtenus lors des n premiers lancers.

1. Déterminer la loi de Sy puis celle S5.

2. Quelle est la loi de S, 7 son espérance ?

—+o00
3. Montrer que P( U [S. =N])=1
n=1
Solution :
1 5.,
1. 51 — B(N, 6), SQ — B(N,l — (6) )

2. |S, < B(N,1— (2)")

3. Théoréme de limite monotone p21 ECS1
([Sn = N])nen est une suite croissante d’événements donc

+oo 5
P 15, = ¥ = tim P18, = ¥) = 1w (- ((3)=D)

n—-+oo n—-+oo

Interprétation : avec une infinité de lancers, presque sirement tous les dés donneront un 6.



SUJET S20

Exercice principal S20

1. Question de cours : Théoréme de d’Alembert-Gauss.

2. Soit n > 1 et soient ag,ay,...,a,_1 des réels positifs non tous nuls.

n—1
On considére le polynéme P € R,,[X] défini par : P(X) = X" — Z ap X"
k=0

P(x)

(a) Montrer que la fonction f: x + ———
X

est strictement décroissante sur ]0, +oo].
(b) En déduire que le polynéme P admet exactement une racine dans R .

On note « cette racine par la suite.
(¢) Soit z une racine complexe de P.

i. Si z # 0, déterminer le signe de f(|z|).

ii. En déduire que : |z| < a.

Soit n > 1, soient by, by, ...,b,_1 des réels non tous nuls et soit b, un réel non nul.

On considére maintenant le polynome @ € R,,[X] défini par : Q(X) = Z b X*.
k=0

n—1
3. (a) Montrer que ’équation Z |bg|2* = |b,|2"™ admet une unique solution réelle strictement positive.
k=0
On note cette solution .
(b) Soit z une racine complexe de Q.
Montrer que |z| < . Notons maintenant 21, 29, ..., 2, les n racines complexes (distinctes ou non) de @
avec :
lz1] < fe2| < +-- < zn| < B

n n—=k
e

4. (a) On admet que pour tout entier k € [0,n], on a : b—k
mn

n—1
En déduire que : 8" < Z (Z) BE|zn | F.

k=0
(b) Montrer finalement que : (V2 —1)8 < |2n].
5. On va prouver la formule admise
(a) On note pour k € [0,n], Ex 'ensemble des parties a k éléments de [0, n].
b
Factoriser @, et en déduire que Vk € [0,n], b—k = Z Ziy Zig - Ziy _x
" {1, sin—k}EEn &

(b) Prouver alors la formule admise.

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 7
n—1

2. (a) Pour tout x >0, f(x) = -1+ Zakxk_".
k=0

La fonction f est donc la somme de fonctions décroissantes sur |0, +o0o[, dont au moins une (les ay, sont
non tous nuls) est strictement décroissante.

‘La fonction f est donc strictement décroissante sur ]0, +oo]. ‘




(b)

La fonction f est continue et strictement décroissante sur |0, +o00[, donc réalise une bijection de |0, +o0[
vers f(]0, +o0[=] Em 1, lim fI=]— 1,400 car il existe k € [0,n—1] tel que f(zx) ~ arz®" avec ap > 0.
oo 0 rT—

La fonction f s’annule donc une et une seule fois sur ]0,+oo|, et donc P aussi (car pour z > 0, on a

léquivalence f(x) =0 <= P(x) =0). P admet donc ’ une unique racine réelle strictement positive. ‘

Soit z une racine complexe de P.

n—1 n—1
i. Supposons z # 0. On a alors : P(|z]) = |2|" — Z ax|z|®. Or P(z) =0, donc : 2" = Zakzk.
k=0 k=0

n—1 n—1
z arz®| < Z ak\zk\.

k=0 k=0

Donc par inégalité triangulaire, on a |z|" = [2"| =

Ainsi, on a P(|2]) < 0 et donc | f(|z]) > 0= f(a).|

ii. Si z # 0, d’aprés la question précédente, on a f(|z]) = f(a), donc comme f décroissante, on a

Et si z = 0, c’est bien vrai puisque 0 < a.

n—1 n—1 n—1
_ n __ bi’ k . k n bi k__
On note Py(X) = X kz_o‘bn X". Comme b, # 0 : kz:%\bﬂx b |2" <= kZ:O . x 2" =
P, vérifie les conditions de la question 2, donc P, admet une unique racine réelle strictement positive.
n—1
L’équation Z |br|2* = |bn|z™ admet donc une unique solution réelle strictement positive notée f.
k=0
n—1
En notant z une racine complexe de @, alors |b,2"| < Z |br||z|* et donc Py(|z]) < 0.
k=1
Or mkg—loo Py(z) = +oo donc par le théoréme des valeurs intermédiaires 8 € [|z|, +o00o[ et donc
2[< 5

On admet que pour tout entier k& € [0,n], on a :

k n _
pel< (i)
En multipliant par ¥, puis en sommant, il vient :

n—1 n—1
Zﬂk < kz_: (Z) Bz F

k=0 0

be
b

n

n—1 n—1
o s _ n _
Or par définition de 3, on a ,;) |bk\/6’k = |b,|B", dou : | B < kz_o (k) Bk|zn|" k.

On en déduit que 8" < (B + |z.))" — 8" <= 28" < (B + |zn])™

On conclut par croissance de la fonction z — /z sur Ry que : | (V2 —1)8 < |z, |

Les relations coefficients/racines ne sont pas au programme.
n
On factorise : Q(X) = by, H(X —zj)
j=1

On développe ce produit, on a somme de produit de "X" et de z;. Pour k € [0,n], on aura un terme de
degré k quand le facteur ” X" sera pris k fois et le facteur z; n — k fois.

b
Ainsi b X" = b, Z Ziy Zige--Zi, _, €6 | VE € [0,n], b—k = Z Ziy Zig-Zip s

{i1,yin—k}EEn_& {i1,yin—k}EEn_&

Soit k € [0,n]. Par inégalité triangulaire

b _
*lg Z |21y 2ig - Zin | < Z 2| "

bn
{i1,sin—r}EER 1 {i1,yin—k}EEn i

Or,ily a (n ﬁ k) = (Z) éléments dans F,,_j, donc (Z) termes dans la somme.

b
Vk € [0,7], b—’“

)

n




Exercice sans préparation S20

On considére un circuit électronique avec 3 composants Cy, Cs et Cs.

Ce circuit ne fonctionne qui si C'; fonctionne ainsi que Cs ou Cls.

Sachant que les durées de vie de chaque composant, supposées mutuellement indépendantes, suivent une loi expo-
nentielle de paramétre A > 0, déterminer la loi de la durée de vie du circuit complet.

Proposer un programme Scilab permettant de vérifier le résultat obtenu.

Solution :
En notant V; les durées de vie de chaque composant, on doit ainsi calculer la loi de
V =min(V3,V})
avec V' = max(Vz, V3). On a ainsi
P(V] <t) =P(Va < t)P(Vs < t) = (1 — exp(—At))*

uis
g P(V > t) =P(Vi > t)P(V] > t) = exp(=At)(1 — (1 — exp(=At))?) = exp(—2At)(2 — exp(—At))

et enfin (la fonction de répartition est bien continue sur R est de classe C* sur R*)

‘ f(t) = 4\ exp(—2Xt) — 3 exp(—3At) = Aexp(—2At)(4 — 3exp(—At)) ‘

On peut écrire le programme Scilab suivant pour vérifier ce résultat :

Ntest=100000;val=[];lambda=2;

for i=1:10000;
T=grand(3,1,’exp’,1/lambda) ;
val=[val,min(T(1) ,max(T(2),T(3)))];

end

clf ()

histplot(100,val)

x=0:0.01: (3*x1/1ambda)

y=lambda*exp (-2*lambda*x) .* (4-3*exp(-lambda*x)) ;

plot2d(x,y)
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SUJET S21

Exercice principal S21

Soit m un entier supérieur ou égal a 2. On note :

n

A= M=(mi;) € My(R) / Vi€ [L,n], [min—ip1] > Y [|mi
=1
A1

)

2

. my;
B=(M=(m;) € Mp(R) /Vie[l,n]:m;; #0et Z 52 <1
(i)eftn]®
i#j
1. Question de cours : Formule du produit matriciel.
2. Est-ce que A CB? Est-ce que BC A?
1
3. On munit M, ;(R) de sa norme euclidienne canonique : si X = | : [ € M, 1(R), on note || X|| =
Tn

Soit une matrice M de M, (R).

(a) Montrer que

VX € M, 1(R), [[MX|?<Tr(M'M)|X|>

(b) En déduire que si Tr(M*M) < 1 alors I,, + M est inversible.

(c) Soit B = (b; j)1<i,j<n une matrice de B.
On note D la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont égaux a ceux de B.
Déterminer une matrice C € M, (R) telle que B = DC.

(d) En déduire que B C GL,(R).

4. (a) Soient k,l € [1,n] et Ej,; le vecteur de la base canonique de M, (R) dont tous les coefficients sont nuls,
sauf celui situé sur la k-iéme ligne et la l-iéme colonne qui vaut 1.

Vérifier que Va € [0,1] I,, + aEy; € B.
(b) Caractériser le sous-espace vectoriel F' engendré par ’ensemble des matrices de B.

Solution :

1. Programme officiel ECS1 page 8.
1
2. M = est dans A (le coefficient "antidiagonal" domine la ligne ¢) mais pas dans B (les coeffi-

1
cients diagonaux sont nuls).



2
ms .
I,, est dans B (les coefficients diagonaux sont non nuls et E ;’] =0 < 1) mais pas dans A.
1<i<n M
1Z5<n
i#]

‘Onn’aniACEniBCA

3.(a) On a par la formule du produit matriciel :

n n
La i-iéme coordonnée de M X vaut E m; ;T et MtM = ( E m@kmi?j)l@,jgn.
j=1 k=1

Ainsi Tr(M'™M) =" m7; et |[M.X[]* = (> mijz;)*

(i,4) =1 j=1
n n n n
Or, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz : (Z m; jai)? < mej Zx? = (Z mfj) X%
j=1 j=1 j=1 j=1

n

X2 <Y | Qomiy) X ) =D mi X |P = Tr(M*M).|X|*, d'ou:
=1

Jj=1 i=1 j=1

1M.X | < Tr(' M) X |2

(b) On suppose que Tr(M"M)< 1. Montrons par ’absurde que I,, + M inversible.
Sinon, il existe X €M, 1(R))—{0} , tel que (I+M).X =0, c’est-a-dire tel que : —X=M.X.
Mais alors || X|| =||M.X| d’on, d’aprés a), || X||? < (Tr(M!M)).| X|?
Comme || X|| # 0, on obtient 1 < Tr(M"'M) : ce qui contredit Tr(M'M)<1.

Donc ‘ la matrice I + M est inversible. ‘

bii  bia bi,1
(¢) Ona: B=DCou|C= bra  bay ba.2
bn,l bn,2 bn,n
bn,n bn,n bn,n

(d) Montrons que B est le produit de deux matrices inversibles.

La matrice D est inversible car ses coefficients non non nuls
b2 .
On note T = C — I,,. On calcule Tr(T'T) = Z b;’J < 1, puisque B est dans B.

1<i<n bt
1<j<n
i#£]

Donc I,, + T = C est inversible
\Donc la matrice B est inversible.

2
M5
2

4.(a) si k=I[, la matrice aEy;+ I, est diagonale et Z =0<1 est vérifie.
m2 .
i#j )
si k#1, la matrice E,; + I, a des 1 sur la diagonale et un seul terme non nul hors de la diagonale,
valant a. Alors :

‘Dans tous les cas aFy; + I, € B ‘

(b) Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par B.
D’aprés (a), il contient I,, + aE}); pour a €]0,1].
Mais il contient aussi I,, € B, donc, il contient tous les vecteurs de la base canonique.
Ainsi, Pensemble F contient tous les vecteurs de la base canonique, et donc I’espace M, (R) tout entier.



Exercice sans préparation S21

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* admettant une espérance.

1 1 .
Montrer que X admet une espérance puis montrer que E(X)E <X> > 1. Etudier le cas d’égalité.

Solution :

) 1
Etudions la nature de la série Z —P(X =n). Pour tout n € N*; 0 <
neN*

P(X =n) < nP(X =n)

3=

La variable X admet donc une espérance | en vertu du théoréme de comparaison de séries & termes positifs.

1
On peut aussi dire que la variable X est bornée.

2

2
1 t 1
Soit ¢t € R. Considérons la variable aléatoire Y; = (1&\/Y + VX ) =% + 2t + X. Puisque X et X admettent

une espérance, Y; admet une espérance par linéarité. On en déduit que :

1
vt € R, E(X) 2 +2t +E(X) > 0.

1
Puisque E (X> > 0 (X € N* presque-siirement), on a trinome du second degré de signe constant. Son discriminant

1 1
est donc négatif ou nul, i.e. 4 — 4E(X)E (X)’ ie. |E(X)E <X> > 1.

D’aprés le raisonnement précédent,

E(X)E <1) =13 eR, E <)1(> t2 + 2tg + E(X)

X
1 2
t+\/X> =0
<°¢X ]
1
St eR, tg—=+ VX =0 p.s.
0 0\/)—( p

& | X est constante presque-sirement. ‘

< dtg e R, E




SUJET S22

Exercice principal S22

Soit n € N. On pose E = R, [X] et, pour P et Q dans F, on pose :

@)= [ POQWDY T

1. Question de cours : que peut-on dire des sous-espaces propres d’un endomorphisme symétrique d’un
espace euclidien ?

2. Justifier que lintégrale ci-dessus est bien définie puis prouver que (P, Q) — (P; Q) est un produit scalaire
sur F.
3. Soit ¢ définie sur E par p(P) = (X? —1)P" + (2X +1)P".
Justifier que ¢ est un endomorphisme de F.
On admet pour l'instant qu’en outre, ¢ est un endomorphisme symétrigue de E. Ce point sera prouvé & la
derniére question de ’exercice.
4. (a) Déterminer les valeurs propres de ¢.
(b) On note Ag, A1, ..., A, les valeurs propres de ¢ ordonnées par ordre croissant. Soit P, un vecteur propre
associé & i, pour k € [0, n].
Montrer que la famille (Py)o<k<rn €st orthogonale et déterminer le degré de Py, pour tout k € [0, n].
5. Soit k> 1

(a) Montrer que Pj, posséde au moins une racine d’ordre impair dans | — 1,1[.

ks
(b) On note ay,...,a, les racines d’ordre impair de Py sur | — 1, 1] et soit S = H(X —a;). En considérant
i=1
la quantité (S; Pj), montrer que Py a k racines distinctes dans | — 1, 1].
6. On prouve dans cette question que ’endomorphisme ¢ est symétrique.
Soient P et ) dans F. Montrer, en intégrant par parties, que :

/11(1t)3/2(1+t)1/2P“(t)Q(t)dt/11(2t+1 Pt ,/L‘rtdp/ HY2(1+ )2P (1)Q/ (1) dt

et en déduire le résultat demandé.

Solution :

1. Question de cours : programme ECS2 2013 p. 17.

2. Le seul probléme pour la définition de I'intégrale est en —1, or :

P -t ~ PR s

qui est intégrable par comparaison a une intégrale de Riemann convergente (1/2 < 1).
L’application (P, Q) — (P; Q) est clairement symétrique et bilinéaire par bilinéarité du produit et linéarité

de l'intégrale.
(P; P) /1 P(t)%/ﬁdwo
) - . 1+t =

Pour Pe F :



par positivité de l'intégrale et :

1
1—t [1—t
/ P’/ ——dt=0 = Vte]-1,1] P(t)? e 0 par continuité et positivité

— Vte]-1,1] P({t)=0

= P =0 car P a une infinité de racines

L’application‘ (P,Q) — (P; Q) est donc bien un produit scalaire. ‘

3. Lalinéarité de ¢ est immédiate par linéarité de la dérivation et de la multiplication. De plus, ¢ est clairement
A valeurs dans R[X] et si P € E, deg(X? — 1)P” = deg(2X + 1)P’ = deg P donc deg ¢(P) < deg P et donc
¢(P) € E.

Ainsi, ‘ ¢ est un endomorphisme de F. ‘

4. (a)

On remarque que (1) =0, p(X)=2X+1et pour 2< k< n:
O(XP) = k(k + 1)X* + kXF — k(k—1)XF2

La matrice de ¢ dans la base canonique est donc triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux

sont les n + 1 nombres ‘ k(k+1) avec 0 < k < n. ‘ Ce sont donc les valeurs propres de .

Avec les notations de I’énoncé on a donc Ay, = k(k+1) pour 0 < k < n. Comme ¢ a n+ 1 valeurs propres
distinctes, (Py,..., P,) est une base de E. De plus comme ¢ est symétrique, les sous-espaces propres de

FE sont orthogonaux deux a deux et ‘la famille (P, ..., P,) est donc orthogonale. ‘

Montrons que pour tout k € [0, n], deg P, = k.

On le prouve par récurrence sur n. On sait déja que le résultat est vrai pour n = 0 car ¢(a) = 0 pour a
un polynoéme constant.

On suppose le résultat vrai au rang n—1 pour n > 1. Comme la matrice R,,_1[X] est triangulaire, R,,_ [X]
est stable par ¢ et la restriction de ¢ & R,,_1[X] induit un endomorphisme de R,,_1[X] qui admet pour
valeurs propres Ag, ..., A,_1 comme on le voit en écrivant les matrices de ¢ et de sa restriction dans la
base canonique — c’est le calcul effectué a la question précédente. En fait, en considérant la restriction de
» a R,,_1[X] on se retrouve dans la méme situation une dimension en dessous. Autrement dit, en notant
¢ = pp pour E =Ry [X], pnr,_,(x] = Pn-1.

Ainsi (Py,...,P,—1) est une famille de vecteurs propres associée aux valeurs propres (Ag,...,A\,—1) et
par 'hypothése de récurrence deg P, = k pour 0 < k < n — 1.

Comme (P, ..., P,) est une base de F, on a nécessairement | deg P,, = n | ce qui achéve la récurrence.

Si Py n’a que des racines d’ordre pair sur | — 1, 1], il ne change jamais de signe lorsqu’il s’annule sur cet
intervalle et donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il est de signe constant. Quitte & remplacer
Py, par — P, on peut supposer Py, > 0 sur | — 1, 1[. Alors, par continuité et positivité de I'intégrale :

<yp>—/dpuhﬂ_tw>o
’k_,lk ].+t

Mais 1 est dans le sous-espace propre associé & Ao = 0 d’ou (1; P;) = 0. Contradiction.

Par le méme raisonnement, on suppose que le nombre r de racines d’ordre impair de P, vérifie r < k.
Alors S € Ry _1[X] = Vect(Py, ..., Py—1) et donc (S; Py) =0.

Mais dans le méme temps SPj, n’a que des racines d’ordre pair dans | — 1, 1[ donc ne change pas de signe
sur | — 1,1 par le méme raisonnement que précédemment et, quitte a remplacer P, par — Py, on peut
supposer que SP; > 0 sur | — 1, 1[ d’ott comme avant (S; Pg) > 0.

C’est une contradiction donc r = k et donc ‘Pk admet k racines distinctes‘ dans ] — 1, 1[. Ces racines
sont alors toutes simples.

6. On pose f(t) = (1 —t)32(1 4+ t)}/2Q(t). Cette fonction est C! sur ]0,1[ et pour tout ¢ €]0,1] :

PO = 202040 72QM) + 5 (- 0204 07Q) + (- (10 Q ()
= 200U T + 5 (- QU T+ (1 0¥+ 02Q ()
= —(2t+1)Q(t) 17t+(1—0”%1+tﬂ“@%@

1+t



En intégrant par parties — valide car P’ est également de classe C' — on obtient alors :

/1(1—t)3/2(1+t)1/2P”(t)Q(t)dt = /1 F@OP"(t)dt

-1

- / 11 PP (8 dt
1/1+ dt — / 3214+ 0)Y2P'(1)Q' (t) dt

On trouve bien le résultat annoncé. En faisant passer la premiére intégrale du second membre dans le premier
membre, 1’égalité obtenue nous dit alors exactement que :

|
—
=
~—
~
=

Il
\
\h
“Q

[
i~
S
+
=
“Q

(p(P); Q) = /1 (1= 0)*2(L+6) 2P ()Q'(t) dt

-1

L’expression dans le membre de droite est symétrique en P et @ donc on a automatiquement
‘ (p(P); Q) =(P; ¢(Q)) et ¢ est bien symétrique. ‘




function Y=smull(n,p)
X=grand(1,n, ’geom’,p);
disp(X)
Z=max (X)
T=zeros(1,Z)
for k=1:n
if T(X(k))==0 then
T(X(k))=1
end
end
Y=sum(T)

endfunction

function m=smul2(n,p)
X=grand (10000,n, ’geom’ ,p) ;
Y=zeros(10000,1)
for j=1:10000
Z=max (X(j,:))
T=zeros(1,Z)
for k=1:n
if T(X(j,k))==0 then
T(X(,k))=1
end
end
Y(j)=sum(T)
end
m=mean (Y)
endfunction

1. Commenter la fonction smull. Quelles sont les valeurs possibles de sortie ? Donner laloi de la VA smul1(2,0.75)

Exercice sans préparation S22

2. Le résultat de smul2(2,0.75) est 1.3971. Commentez ce résultat.

Solution :

1. sumll simule la VA Y, qui est égale au nombre de valeurs distinctes prises par n variables (X;)i<i<n
indépendantes suivant des lois géométriques de paramétre p. Y, () = [1,n]

Y2(9) = {1,2}

+oo
P(Yo=1) = P(X; =X3) =Y _p*((1-p)*)F ' =
k=1

2. smul2 donne la moyenne empirique d’un échantillon de 10000 variables de méme loi que Y,,

P(Y,

Elle approche donc 'espérance de Y,,.

3
pourpziona

= . Le résultat de smul2 est bien cohérent

9)=1- P(Ys

E(Yz) =

2

1-(1-p?> |2-p
:1):M72
2—p 5

4—3p
2-p




Rapport et sujets, oral HEC, Mathématiques (E)

Juin-juillet 2021

Le bilan de la session 2021 de 'oral de mathématique en filiere ECE est satisfaisant.

Le niveau des candidats est trés hétérogéne : les notes se sont étalées entre 3 et 20. La moyenne s’établit & 11,47
et I’écart-type a 4,42.

Les candidats les plus faibles ont montré d’importantes lacunes de cours, de grosses faiblesses en calcul, et une
absence totale de réactivité aux indications du jury. A contrario, le jury a pu apprécier des prestations tout a fait
remarquables de candidats réfléchis, précis et efficaces.

Le jury aimerait insister sur les points suivants auprés des futur.e.s candidat.e.s et de leurs enseignant.e.s.

— Les raisonnements graphiques et les tracés de courbes sont des compétences que nous souhaiterions fortement
valoriser & ’avenir. Nous avons été surpris de voir de nombreux candidats esquiver les questions de tracé de
graphes issus d’études de fonction ne présentant pas de difficulté technique. Malgré 'aide du jury, certains
candidats ont insisté pour sauter ces questions et passer & autre chose. C’est tout & fait contre-productif.
Que les futurs candidats aient bien conscience que l’an prochain, ces questions seront incontournables.

— Le programme est a connaitre dans son intégralité. Par exemple, la loi faible des grands nombres (telle
qu’elle est énoncée dans le programme officiel) n’est pas connue de certains candidats. De la méme maniére,
lorsque les candidats ont eu comme question de cours le théoréme de la bijection, il a souvent été difficile
de savoir ce que signifiait le mot "bijection" pour les candidats.

— L’usage des quantificateurs est parfois difficile pour les candidats : par exemple la définition précise d’'une
valeur propre est souvent compliquée a obtenir.

— Les questions informatiques ne doivent pas étre négligées par les candidats. Elles ont permis a certains
candidats d’améliorer significativement leur note.

— L’oral n’est pas un deuxiéme écrit : lors de la présentation de I’exercice préparé, certains candidats recopient
leur brouillon dans leur intégralité, méme sur des questions routiniéres. D’autres, au contraire lisent leurs
notes sans laisser de trace écrite : une juste équilibre doit étre trouvé pour permettre au jury de suivre
précisément ce qu’a fait le candidat sans perdre de temps inutilement.

— Tout n’est pas joué & l'issue de la préparation : au cours de la présentation de l’exercice préparé, le jury
pose des questions pour aiguiller le candidat vers la solution. Il convient d’y étre attentif. Il est souvent utile
d’écrire au tableau ce qui est proposé par le jury. Par ailleurs, une prestation peut étre jugée excellente sans
que le candidats ne traite beaucoup de questions, alors qu’un candidat traitant de maniére approximative
un grand nombre de questions en déformant au passage les théorémes de son cours risque d’étre dégu par
sa note finale.

— La question sans préparation est aussi trés importante. La encore, pour la plupart d’entre elles, le candidat
peut tout & fait faire bonne impression sans aller au bout de la question. L’important est de réfléchir et
d’écouter les indications du jury. Le candidat n’est pas obligé de parler instantanément en découvrant
I’énoncé. Le jury a pu constater que certains candidats, qui avaient complétement raté I’exercice préparé
ont redressé la barre sur I’exercice sans préparation, et parfois dans les toutes derniéres minutes.

Voici quelques sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur le fait que ces

corrigés sont indicatifs, ont été écrits a 'intention des membres de jury et ne correspondent pas toujours exactement
A ce que l'on peut attendre des éléves.



SUJET E1

Exercice principal E1

Soient a et b deux réels tels que a > 0 et la fonction

R — R
—b

HLQ sib—a<z<b

a
fap: T —z+a+b

— sib<z<b+a
a
0 sinon

1. Question de cours : Définition d’une densité de probabilité.

2. Tracer la représentation graphique de f,, pour a = 2 et b = 1. Montrer que f,; est une densité de
probabilité.

3. Soient a € Ri et b € R. Soit X, ; une variable aléatoire de densité f, ; et X, une variable aléatoire admettant
fa,0 comme densité.
(a) Montrer que X, — b et X, ont la méme loi.
(b) Quelle est ’espérance de X, ;7
(c) Quelle est la variance de X, ?

4. On suppose dans cette question que I’on observe une suite (Z,),en de variables aléatoires indépendantes
admettant f,; comme densité, ot a et b sont inconnus.

Proposer une suite d’estimateurs sans biais de b. Est-elle convergente ?

5. On suppose dans cette question que ’on observe une suite (Y, ),en+ de variables aléatoires indépendantes
admettant f, o comme densité, oul a est inconnu et on veut estimer a & partir de (Y,),en-
Oun pose pour tout n € N* T, = max(Yy, ..., Yy).

(a) Déterminer la fonction de répartition de T,.

(b) Montrer que lespérance de T,, est :

E(T,) = a — m —/O (F(x))"dx

ou F est la fonction de répartition de Y.

(¢) T, est-il un estimateur sans biais de a ?
a

(d) On admet que lim (F(m))ndx = 0. Que peut-on en déduire?

n—0o0 0

Solution :

1. Programme ECE1 page 20
f est densité de probabilité ssi f est continue sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points, f est

oo
positive et / f(t)dt converge et vaut 1.

oo

1 1
2. Poura=2,b=1,a—b=1,a+b=1 et le maximum de la fonction vaut — = 2
a



fa,b est continue, positive sur R

1
et la surface entre la courbe de f,; et 'axe des x est un triangle d’aire 5 Xx2ax —=1
a

“+00 b+a
donc / fa,b = / fa,b =1
—00 b—a

Conclusion

fa,b est une densité de probabilité. ‘

3. (a) On peut remarquer que f,(x) = fo,0(x —b) pour tout x € R
Ainsi si 'on note Fz la fonction de répartition de X, — b, pour tout z € R

b+z b+z
Fz(z)=P(Xa’b—b<z)=]P’(Xa’b<b+z):/ fan(z )dx:/ fao(z —b)dz.

Avec un changement de variable y = 2 — b, on a Fz(z / fa,0(x)dz.

‘Xa’b —bet X, ont la méme loi. ‘

(b) fap est nulle hors de [b — a,b+ a] donc X, ;, admet des moments de tous ordres.

fa est paire donc E(X,) =0et | E(Xyp) = 0.

a ) a1 a2
(c) /0 xfa(x)dx:/o a2( 23+ ax?)dz = Edonc

a® a?

E(Xg) = 6 et V(Xa,b) = V(Xa) = E

4. Comme E(X,;) = b, un estimateur sans biais de b est la moyenne empirique.

Soit (Zy,)nen+« une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X, 3, qui admet une espérance
et une variance.

donc ‘ D’aprés la loi faible des grands nombres, Z,, est un estimateur convergent de b.

5. (a) T, est & valeurs dans [—a,al.

Siz€[—a,0] fu(z)= a—12(x+a) et

2
F(z) = P(Y; < z) = aire du triangle sur [—a,z] = %M
a
1
Size[0,a] fu(z)=1- aﬁ(a — ) et
Lla—2)*

F(z) = P(Y7 < z) = 1— aire du triangle sur [z,a] =1 — 3 5
a

VeeR P(T, <x) <ﬂ [V < :c) = (P(Y; < 2))" (indépendance des Yy).

Donc :
0 si r < —a
(x_|_a)2n .
e <z<0
VreR F(z)= gz, 0 OST
- 2ax — 2% + a? .
By E— si 0<z<a
1 si T =a
(b) Soit fr, une densité de Ty,.
. 2n(z +a)?"!
Sizée|[—a,0 vt
ivel-0,0] (o) = T
0 0 2n+1 2n+1
2n 2n a a —a
dr = 2n 2n—1 dr = o _
/,a o, (@)dr = 5 /,a (@t a)™ —a@+a)™ ) de = o \ 5007~ ~2n 9n(2n + 1)
. a—x n—1
Size[0,a] fr (x)= 5 (F(x)) .

a



En intégrant par parties :

/ zfr, (z)de = [zFr(z)]; — /
0 0

D’ou

E(T,) = a— % - /0 (F(z))" da

a

Fr(z)de =a— /OG(F(z))”dx

(c) Comme m >0 et /0 (F(x))ndx >0, E(T,) < a donc ‘ T,, n’est pas sans biais.

(d) lim E(7,) =0 donc ‘ (T),) est asymptotiquement sans biais. ‘

n—oo




Exercice sans préparation E1

Soit a € R. On note

2 0 4 2+a 0 4 2 -4 -4
A= 3 -4 12 |, A,= 3 —44+a 12 et P=11 0 3
1 -2 5 1 -2 S+a 0 1 2

1. Calculer AP.
2. A est-elle diagonalisable ? Est-elle inversible 7 Donner une matrice semblable & A.

3. Pour quelle(s) valeur(s) de a, A, est-elle diagonalisable ? Pour quelle(s) valeur(s) de a, A, est-elle inversible ?

Solution :
4 —4 0
1. |AP = 2 0 0
0 1 0

2. En notant C} la k-iéme colonne de P, on a :
AO1 = 201, ACQ = 01 et AC3 = 003
Comme C; # 0,C5 # 0 et C3 # 0, A admet trois valeurs propres distinctes donc | A est diagonalisable |.

0 est valeur propre donc A n’est

(C1,C4, C3) est une base de vecteurs propres donc P est inversible.

2 0 0
Une matrice semblable & A est | D = 01 0 et A= PDpP!
0 0 O

3. Question supplémentaire : pour quelle(s) valeur(s) de a, A, est-elle diagonalisable ? pour quelle(s) valeur(s)
de a, A, est-elle inversible ?

Pour tout @ € R, | A, = A+ al est diagonalisable ‘ dans la méme base de vecteur propre que A.

ses valeurs propres sont 2 +a, 1 + a et a, et donc ‘ A, est inversible ssi a & {0; —1; —2} ‘




SUJET E2

Exercice principal E2

On désigne par I, J et A les matrices carrées d’ordre 3 suivantes :

100 111 -3 1 1
I=(o 1 of, J=(11 1], A=[1 -3 1
00 1 111 1 1 -3

1. Question de cours : Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme de R? soit
diagonalisable.

2. Exprimer les matrices A et A? en fonction des matrices I et J. En déduire que A est inversible et donner
une expression de A~! comme combinaison linéaire de A et de I.

3. Soit h un endomorphisme de R3. Montrer que si z est un vecteur propre de h associé & une valeur propre
non nulle, alors € Im (h).

4. On note f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R? est .J.
(a) Déterminer des bases de Im (f) et Ker (f).
(b) La matrice J est-elle diagonalisable ? La matrice J est-elle inversible ?

(c) Déterminer Ker (f)N Im (f).
5. Montrer que A est diagonalisable dans la méme base de vecteurs propres que J et donner ses valeurs propres.

6. Soit n € N* et g un endomorphisme de R".

(a) On suppose dans cette question que g est diagonalisable. On construit alors €], .., €/, une base de vecteurs
propres de g et un entier r € [|0;n|] tels que si k < r, e}, est associé & une valeur propre non nulle et si
k > r, e est associé a la valeur propre 0.
Déterminer une base de Im (g) et montrer que Ker (¢) N Im (g) = {Og~}

(b) Peut-on dire que si Ker (g) N Im (g) = {Ogr~} alors g est diagonalisable ?

Solution :

1. Programme ECE2 page 8. Un endomorphisme de R? est diagonalisable si et seulement si

‘la somme des dimensions de ses sous-espaces propres vaut 3.
2. A=—-AI+J
A? = J* —8J + 161 or J? = 3J donc :
| A% = =57 + 161 = —5A — 41 |
) 1 5

1
On en déduit que A (—4A — 4[) = I donc A est inversible et | A7 = _EA — ZI

1
3. Si x est un vecteur propre associé¢ & A # 0, h(x) = Az et donc z = Xh(x) € Im (h)

Si z est un vecteur propre associé & A # 0, x € Im (h) ‘




4.(a) Tm (f) =vect((f(e1), f(e2), f(es))
‘ Im (f)) = Vect (u1) ot uy = (1,1,1) et (u1) est une base de Im f‘

Soit x = (x1, 9, 23) € R3

xekerfo fla)=0 21 +x2+23=0

D’apres le théoréme du rang, dimker f = 2.

Une base de ker (f) est donc ’ (ug,us) avec ug = (—1,1,0) et ug = (—1,0,1) ‘

(b) dim (ker (f)) = 2 donc 0 est valeur propre de f et la dimension du sous-espace propre associé est 2.

Le vecteur uy vérifie f(u1) = 3uy et est donc un vecteur propre de f associé a la valeur propre 3. La
famille (u1,uz,us) est donc libre (concaténation de bases de sous-espaces propres)

La somme des dimensions des sous-espaces propres de f vaut 3 donc f est diagonalisable, ‘ donc J est diagonalisable.

‘ Ker (f) # {0}, donc J n’est pas inversible. ‘

(c) Comme dim( Im (f)) = 1, alors dim(( Im (f) N Ker (f)) € {0;1}
Or, si dim(( Im (f) N Ker (f)) =1 alors Im (f) N Ker (f) = Im (f) et donc f(u;) = 0. Ce n’est pas
le cas.
[(Im () N Ker (f)) = {0ps }|
5. Soit X un vecteur propre de J, il existe un réel A € {0;3} tel que JX = AX.
Or A= -4l +Jdonc AX = (-4l + )X = —4X + )X = (—4+ )X
Comme X est non nul ’ X est bien un vecteur propre de A. ‘

J est diagonalisable donc il existe une base de M3 1(R) formée de vecteurs propres de J, qui sont aussi

vecteurs propres de A. ‘Donc A est diagonalisable. ‘
Ses valeurs propres sont —4+3 = —1et —4+ 0 = —4.

6.(a) Im (g) = Vect (g(€}),...g(e},)) = Vect (A€}, -+, A\rel., 0,..0)) = Vect (e}, ,el.)
Mais alors si € Im (g) N Ker (g), il existe x1, ..z, € R tels que :

T = Zxk.e; et g(z) = Zxkf(e;) = Z Arxpe), = 0.
k=1 k=1 k=1

Ainsi pour tout k € [|1,7]], Agzr = 0 et comme N\, # 0, 25 = 0.

‘Si g est diagonalisable, alors Ker (¢) N Im (g) = {Or~} ‘

(b) , il suffit de prendre un endomorphisme non diagonalisable tel que Ker (g) = {Ogr~}, par exemple

I’endomorphisme induit par (é })



Exercice sans préparation E2

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur I’espace probabilisé (92, .7, P).

1. On suppose dans cette question que
— VneNX,(Q)CN
— Vn € N, X,, admet une espérance et limE(X,,) = 0.
La suite de variables aléatoires (X,,) converge-t-elle en loi?

2. On suppose maintenant

— Vn € N, X,, admet une espérance et imE(X,,) =0

La suite de variables aléatoires (X,,) converge-t-elle en loi?
3. On suppose dans cette question que

— VneN X,(Q) c R

— Vn € N, X,, admet une espérance et limE(X,,) = 0.

La suite de variables aléatoires (X,,) converge-t-elle en loi ?

Solution :

1
1. D’apreés I'inégalité de Markov P (Xn > 2) < 2E(X,).

1
Donc par encadrement lim P (Xn > ) =0.
n—-+oo 2

1
En considérant ’événement contraire, lim P (Xn < ) =1.
n—-+00 2

1
Or X, ne prend que des valeurs entiéres. Donc P (Xn > 2) =P(X, =0).
Donc lim P(X, =0)=1.
n—-+oo

Ainsi ‘ X, converge en loi vers la variable aléatoire certaine égale & 0. ‘

2. Pour tout entier n, on note X,, la variable aléatoire telle que :
Xn(Q)={-n;n} et P(X,, =—n)=P(X,, =n) = %
Alors X,, admet une espérance et E(X,,) = 0.
Mais Vx € R, Ing € N, ¥n > ng, —n < & < n. Donc P(X,, < z) =P(X,, = —n) = %

Or la fonction constante égale & 1/2 n’est pas une fonction de répartition.

‘Donc (X,) ne converge pas nécessairement en loi. ‘

3. Soit z un réel strictement positif.

E(X,
D’aprés I'inégalité de Markov, P(X,, > x) < ( )

E(Xn)

x
Or P(X,, > z) < P(X, > z). Donc P(X,, > z) < .

Par encadrement lim P(X, > z)=0.

n—-+oo
En passant a I’événement contraire, lim P(X,, < z)=1.
n—-+oo

Soit = un réel strictement négatif.
0 siz<O

1 siz>0
Or cette derniére fonction est la fonction de répartition d’une variable aléatoire certaine égale a 0.

Pour tout entier n, comme X, est & valeurs dans R, P(X,, < z) = 0. Ainsi lir+n Fx, (z) =
n—-+0oo

Nécessairement, (X,,) converge en loi




SUJET E3

Exercice principal E3

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, .7, P), mutuellement
indépendantes suivant toutes une loi de Bernoulli de paramétre p ou p €]0, 1[. On pose pour tout entier n non nul,
Y, = Xn_1 X, et Zn = YoYui1.

1.
2.
3.

Question de cours : Enoncer 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Montrer que pour tout entier n non nul, Y,, suit une loi de Bernoulli de paramétre & déterminer.

Pour tout entier n supérieur ou égal & 3, les variables aléatoires Y7, ...,Y,, sont-elles deux & deux indépen-
dantes, mutuellement indépendantes ?

Pour tout entier n non nul, déterminer la loi de Z,,.
n

. Pour tout entier naturel n non nul, on pose T;, = — Z Y.
n

k=1
Ecrire une fonction Scilab d’entrée (n,p) et donnant en sortie une simulation de la variable aléatoire T),.

6. (a) Montrer que pour tout entier n non nul, 7,, admet une espérance et la déterminer.

(b) Montrer par récurrence que pour tout entier n supérieur ou égal & 2,

E (Z Yk> = E(Y?)+2 i E(Zy) + (n—1)(n — 2)p*.
k=1 k=1 k=1

(c) En déduire que T, admet une variance et la déterminer.

7. Montrer que T}, est un estimateur convergent de 2.
Solution :
1. Programme officiel ECE2 p17.
Soit X une variable aléatoire admettant une espérance et une variance.
V(X
Alors |Ve >0, P(|X —E(X)| > ¢) < (2 )
€
2. Soit n un entier naturel non nul.
Alors Y,,(Q) ={0,1}. Et P(Y,, =1) = P((Xn_l =1)n(X, = 1).
Or X,, et X,,_1 sont indépendantes. Donc P(Y,, = 1) = P(X,,_; = 1)P(X,, = 1) = p*.
Ainsi ‘ Y,, suit une loi de Bernoulli de paramétre p?. ‘
3. Soit k et ¢ deux entiers distincts tels que k < /.
Si k< ¥—1, alors comme X;_ 1, X5, Xy_1 et Xy sont des variables aléatoires deux & deux indépendantes.
Donc Y}, et Yy sont indépendantes.
Sik=(—1,alors P((Yy = 1)N(Y; = 1)) = P((Xp—1 = )N(Xy = DN(Xp41 = 1)) = p® car p* —p® = p*(1-p)
et p €]0,1] .
Or P(Yy = D)P(Y, = 1) = p*. ’Donc Y}, et Y, ne sont pas indépendantes. ‘
Donc les variables aléatoires Y7, Ys, - -+, Y, ne sont pas mutuellement indépendantes.
4. Soit n un entier naturel non nul.
Alors Z,(Q) = {0,1}. Et P(Z,, = 1) = P((Yo1 = 1) N (Y = 1)) = p° | Z,, = B(®) |
5. function Tn=T(n,p)

X=grand(n+1,1,"bin",1,p)
Tn=0



for i=1:n
Tn=Tn+X(i,1)*X(i+1,1)
end;
Tn=Tn/n;
endfunction

6. (a) Les variables aléatoires Y7, Ya, - - -, Y, ont méme loi et admettent une espérance p®. Donc T}, admet une
espérance.

1 n
Et |E(T,) = ﬁsz =p?
k=1

(b) Initialisation Sin = 2, alors

(Z Yk> = E(Y?+Y5 +21Y3)
k=1
= E(Y?) +E(Y}) +2E(Z)
2 2—1
= Y E(Yi)+2> E(Z)+(@2-1)(2-2)p
k=1 k=1

Hérédité Soit n un entier supérieur ou égal & 2.

n 2 n n—1
Supposons que E (Z Yk> = ZE(Y,?) +2 Z E(Zy) + (n —1)(n — 2)p*
k=1 k=1 k=1

n+1 2 n 2
Alors E (Z Yk> = E <Z Yk> F Y2 4 2V Z Y,
k=1

k=1 k=1

=

= E (zn: )2 +E(V2, +2E<n+1ZYk>

k=1

3

= E (Zm) +E(Y, 1) +2E<nHZYk>

k=1

n

= Z E(Y?) +2 Z E(Zk) + (n—1)(n— 2)p* + E(Y,2,1) +2)  E(Yni1Yi)

k=1
n+1
= ZEYk +2ZIEZk +2ZIE (Yni1Yi) 4+ (n— 1) (n — 2)p*
n+1
= ) E(YP) +2ZIEZk +2(n —1)p* + (n—1)(n — 2)p*
k=1 k=1
n+1
= D E(YD) +2ZIEZk +n(n—1)p*
k=1 k=1

n n n—1
Ainsi pour tout entier n supérieur ou égal 4 2, | E < Yk> = Z E(Y?) +2 Z E(Z) + (n —1)(n — 2)p*
k=1 = =




(c) Comme T;, prend un nombre fini de valeurs, 7;, admet une variance.

V(T,) = E(T}) - (B(Tn))’

2
1 " A
= SE (Zm) —p

k=1

n n—1
1
= n( E(Y,3>+2ZE<Zk>+<n—1><n—2>p4> -t
k=1 k=1
n n—1
1
= n2(Zp2+22p3+(n—1)(n—2)p4>—p4
k=1 k=1
2 2(n—=1 n—1)(n —2) —n?
P Al (o= o
n n n
2 2(n—1 2-3
p (n ) 3 2”p4
n

V(T»)

7. D’aprés l'inégalité de Bienaymé Tchebychev appliqué a T, P (|1, — E(T},)| > ¢) < 2 Or d’aprés la

question précédente lim V(T,) = 0. Donc par encadrement lim P (|7, — p*| > ¢) = 0.
n—+4o0o n—-+4oo

Ainsi | T}, est un estimateur convergent de p.




Exercice sans préparation E3

Soit n un entier naturel non nul et £ = M, (R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels.
Soit B et C' deux éléments de E tels que B> = C? =T ou I est la matrice identité.
On pose A = BC.

1. Montrer que la matrice A est inversible. Quelle est son inverse ?
2. Montrer que A est semblable & A~ 1.

3. Soit X € M,, 1(R) une matrice colonne. Montrer que si X est vecteur propre de A, il I'est aussi de AL

Solution :

1. B2 =C? = I donc B et C sont inversibles et B~ = Bet C ' =C.
Donc BC est inversible et A~ = C~'B~' = CB. ‘

2. A= BC = CCBC = CA™'C' = C~'A~C donc | A et A~! sont semblables. |
3. Si X est vecteur propre, X # 0 et 3\ € R tel que AX = AX donc X = \A~!X

1
Et comme A est inversible, A # 0 donc A™'X = XX’ et comme X # 0

‘ X est un vecteur propre de A~} ‘

4. Question supplémentaire éventuelle : Montrer que BX est aussi vecteur propre de A.

ABX = BCBX = B(CB)X = BA™'X = B(%X) = %BX
(A #0). De plus BX# 0 car B est inversible

‘BX est aussi vecteur propre de A. ‘




SUJET E4

Exercice principal E4

1. Question de cours : énoncés des inégalités des accroissements finis.

Soit f une fonction continue sur R;. On définit la fonction
R — R \
: 1 [*
g z s - / F(6) dt
T Jz2

2. Pour quelles valeurs du réel z a-t-on 22 < zt?
3. (a) Montrer que g est continue sur R . Que vaut g(1)?
(b) Montrer qu’il existe M € Ry tel que Vz €]0;1], |g(z)| < M |2° — z|.

(c) Montrer que g est prolongeable par continuité en 0. On appelle encore g la fonction prolongée. Préciser
la valeur de ¢(0).

4. Montrer que g est dérivable sur RY, donner ¢'(x) pour tout = de R.
On admet provisoirement que g est dérivable en 0 et que g'(0) = —£(0).
5. Applications :

(a) Soit f telle que Vx € Ry f(xz) = 1. Vérifier les résultats obtenus ci-dessus et tracer la courbe représen-
tative de g.

(b) Soit f une densité de probabilité, nulle sur R* | continue et strictement positive sur R..
i. Etudier le signe de g et lim g(z).
T—+00

ii. On admet de plus que ¢’ s’annule seulement en deux valeurs « et 3 sur R%
Tracer ’allure de la courbe représentative de g.

T
6. On va maintenant prouver que g est dérivable en 0. On note F(x) = / f(t)dt pour x € Ry.
0

(a) Ecrire la formule de Taylor-Young & I’ordre 1 pour F en 0.

(b) En déduire des équivalents quand z tend vers 0 de F(z*) et de F(z?) et conclure.

Solution :

1. Programme officiel ECE1, page 14.
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
SiVe €I, m < f'(x) < M alors, pour a,b € I vérifiant a < b, m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)
Siva eI, |f'(z)| < k alors, pour a,b e I, | f(b) — f(a)| < k|b—al
2. 2t —2? =2%(2? - 1) =2%(x - D)(z +1)
D’ou le tableau de signe

x —00 -1 0 1 +00
xt—x + 0 — 0 — 0 +

F @) - ()

3. (a) Soit F une primitive de fsurR,. F est de classe C*. Alors g(z) =
x

Donc ’g est continue sur R’

pas.)
De plus g(1) =0

(quotient de fonctions continues sur R, le dénominateur ne s’annulant




(b) Siz €]0,1], 2*, 2% € [0;1]

F/

= f et f est continue sur [0, 1], qui est un intervalle fermé borné. Donc |f| est bornée sur [0,1].

Ainsi IM > 0 tel que :  Vz € [0,1] |f(x)|< M
Donc avec 'inégalité des accroissements finis
vz €]0,1] |F(a*) - F(2*)| < M |2* — 2°].

Et comme z > 0 : | |g(z)] < M |2® — 2|

(c) Et par encadrement : lir% g(x) =0.
z—

4. F est dérivable (c’est une primitive) donc g est dérivable sur R et Vo € R

5.(a) glx) =2 —x; ¢(0)=-1=-f(0); g(1)

g (z) = 32% — 1, on a un minimum en z¢ =

(b)

‘ Conclusion : g est prolongeable par continuité en 0. Et g(0) = 0. ‘

-1

g (z) = ?g(x) + % (4x3f (m4) —2zf (zz))

0; ¢ (1)=2 et gestconvexesur R,

)= L L _ 2
T3V 33

1

ﬁ,g

i

ii.

Soit F' la fonction de répartition d’une variable aléatoire de densité f. F' est une primitive de f sur
Ry

o) = = (F (")~ F (7))

F est strictement croissante sur Ry d’ot g(z) < 0siz € [0,1] et g(z)>0siz>1 EmF =1
(o)

donc| lim g¢(z)=0

Tr——400

9(0)=0; ¢'(0)=—f(0)<0; g(1)=0; ¢'(1)=2f(1)>0

Comme g est dérivable sur Ry et g admet un seul minimum local et un seul maximum local sur R’}
Nécessairement on doit avoir « €]0; 1 et 8 €]1; +00]

Preuve rigoureuse (si ils ont I'intuition, commencer par leur laisser tracer la courbe)

-> le minimum de g sur [0;1] est strictement négatif car ¢’(0) < 0 et g(0) = 0, il est donc dans ]0; 1]
et il vaut «

-> On doit avoir 8 > 1, car sinon, ¢’ étant continue, on aurait ¢’ de signe constant sur ]1;+oo[ et g
serait strictement croissante sur |1; +oo[ ce qui est incompatible avec les valeurs trouvées.

D’ou lallure de la courbe.

6. (a) D’aprés la formule de Taylor-Young appliqué & F au voisinage de 0 (F est bien C' sur R,) :
F(z) = F(0) 4+ f(0)x + o(z) quand z tend vers 0.
(b) Donc F(z) ~ f(0)z (car f(0) # 0) et F(mQ)é\; f(0)z? et F(x?) ~ f(0M)z?

op 9@ —9(0) _ F(') -~ F(a?) _ F(z') F(2?)

~
0+

z—0 2 2 2

Le premier terme tend vers 0, le deuxiéme vers —f(0)

‘g est dérivable en 0 et g(0) = —f(0) ‘




Exercice sans préparation E4

R —- R
] 91n(3) .
g: PN { = site[2;400]
0 sinon

On admet que g est une densité de probabilité.
On note Y une variable aléatoire admettant g comme densité.

1. On note Z la variable aléatoire égale a la partie entiére de Y. On rappelle que la partie entiére d’'un nombre
réel z est le plus grand entier inférieur ou égal a z.
Déterminer la loi de probabilité de Z.

2. On note U la variable définie par Y — Z. Déterminer sa fonction de répartition.

Solution :
1. Comme P (Y >2) =1 alors Z (2) = N*\ {1}
Pour tout entier k >2: (Z=k)= (k<Y <k+1)

E+1
DoncP(Z:k):P(k§Y<k‘+1)=/ g (t)dt
k

k+1 1 k+1
P(Z=k) = / 9In(3) e """®dt = 91n (3) [m (3)(3“’“(3)]
k k

— 9 [767(k+1)1n(3) 4 eszln(?))i|

11 1 1
= 9(3,k_31~cﬂ):3k_2<1—3)

2. Commesi (Z=k) (k<Y <k+1) on a toujours Y — Z € [0;1]
Donc si on note Fyy la fonction de répartition de U, Fy(u) =0si u < 0et Fy(u) =1siu > 1.
Pour u €]0; 1] on utilise la formule des probabilités totales

P(U < u) = JiOIP’((Z:k)O(Ugu))
k=2

Or, (Z:kﬂiUgu) ssi(Z=k)NY -Z<uwssi(Z=kNY —-k<u)ssi(Z=kNY <k+u)ssi
(k<Y <k+u)

-1 i) . (k+u) In(3) kIn(3) 1 1\
< < = —tin = |—e u)in —kin = - —
Or, Pk <Y <k+u)=9In(3) [111(3)6 L { e +e } 9<1 3u> X <3>
1\ X /1 1 1
insi < = - — — | = R
Ainsi P(U € u) =9 <1 3u> kgzz <3k) 9 (1 3u) X 51 =1/3)
1

Vu €]0; 1], Fy(u) = g (1 - 3u>

On peut remarquer que cette variable est bien & densité



SUJET E5

Exercice principal E5

1. Question de cours : Théoréme de la bijection

2. Déterminer 'ensemble D des réels z tels que e* —e™% > 0.

On définit la fonction

f:{D - R

z +— In (ew - e_w)

On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 7, 7).

3. (a) Sans chercher a le calculer, prouver ’existence d’un unique réel « vérifiant f(a) = 0 et montrer que
a < 1.
(b) Compléter le programme SCILAB suivant permettant d’avoir une valeur approchée par défaut de a a
0.01 pres.
a= 0;
b= 1;
while
if
then b=(a+b)/2;
else a=(atb)/2;
end;
end;
disp(a)

(c) Calculer la valeur explicite de .

4. (a) Donner la position relative de la droite (A) d’équation y = z par rapport a (C).

(b) Calculer Er}rl (f(z) — ) et tracer sur un méme graphe la courbe (C) et la droite (A)

5. Soit A un réel, on note g, la fonction définie par :

R — R

0 six <«
T A

e2r —1

ax
sir > a

(a) On pose h : z — f(x) — z. Aprés avoir calculé h'(z), déterminer \ en fonction de o pour que gy soit
une densité de probabilité d’une certaine variable aléatoire X.

(b) Donner la fonction de répartition G de X.

6. Montrer qu’au voisinage de 0, f(z) est équivalent & In(x).

Solution :

1. Programme officiel ECE1 page 12. Toute fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I défi

nit une bijection de I sur 'intervalle f(I).

2. ex—e_x>0<:)62x—1>0<:>62‘”>1<:>1:>0.D0nc



3. (a)

4. (a)

(b)

(b)

dérivabl —— o gy o e
[ est dérivable sur R’ et : Vz € R’ , f (CU)—W
*

f’ est strictement positive sur R* donc f est strictement croissante sur R’ .

lim In (em — e*I) =—occet lim In (e"” — e*‘”) = +400.
z—0 T—+o00
f étant continue, d’aprés le théoréme de la bijection, I’équation f(x) = 0 admet une unique solution «
sur R* .
+

De plus f(1) =In(e —e ') > 0 (en effet e > 2, e~ < 1, donc e —e™! > 1 et donc f(1) > 0. Comme f

est strictement croissante,

On reconnait une dichotomie.
a=0;
b=1;
while b-a>0.01
if log(exp((atb)/2)-exp(-(at+b)/2))>0
then b=(a+b)/2;
else a=(at+b)/2;
end;
end;
disp(a)

fla)=0&h(e"—e @) =0 —e "=l —1l=c"ce—ec"-1=0

Soit X = e”. L’équation X? — X —1 = 0 du second degré a pour discriminant 5 et pour racines :

1-5 145 :ln<1+¢5)

5 <0et 5 > 0. Donc 'unique solution est | « 5

f@)—z=n(e"(1-e™)) —In(e”) =In(1-e7) <0

‘la courbe de f est en dessous de la droite (A). ‘

f@)—z=In(1-e"?) =0

Le mot asymptote n’est pas dans le programme

. , _e“”—&—e_“c _ 2e7% _ 2 2
h est dérivable sur D et b’ (z) = P 1= el Fous Xg,\(x)

Pour A > 0 on a g > 0 et continue sur R — {a}

+oo
/ gx(z) dz est impropre en —oo et en +00 :

— En —o00: Oégz a():
— En 400 g/\(t)dt:[2h(x)] :§(h(M)—h(a))

Orh(a)=f(a)—a=—-aet f(M)— M — 0 quand M — 400
M
Donc/ g(t)dt—)%

Feo Ao
— Donc / g converge et vaut >

—

‘Donc gx est une densité si et seulement si A =2/« ‘

OnaGA(t):OsitgaetG)\(t):l(h(t)—i—a) sit>a.
a

6. On fait un DL a 'ordre 2, ¢ — e™* = 2z + o(x) est équivalent a 2z

Donc f(z) =1n (1: X ezxex> =1In(z) + In (e””xez>

Le premier terme tend vers U'infini, le deuxiéme vers In(2), le premier est prépondérant.

‘ f(z) est équivalent & In(z) quand = tend vers 0 ‘




Exercice sans préparation E5

Soit A un réel strictement positif.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A, définie sur un espace probabilisé
(Q, A P).

On note V = max(X,1 — X) le maximum de X et de 1 — X, et I’on admet que V est bien une variable aléatoire
sur (22, A,P).

1. Déterminer V(€2), ’ensemble des valeurs possibles pour la variable aléatoire V.

2. Déterminer la fonction de répartition de V. V est-elle une variable aléatoire & densité ?

Solution :

1
1.Siz>(1—x) ssix}i.
1 1
Si X(w) > 2 alors V(w) = X (w), donc [2; +oo[ cV(Q)
. 1 . . 1 1
Si X (w) < 2 alors V(w) =1 — X (w). Or, si 'on note g :  — 1 — z, I'image de ]0; 5] par g vaut ] 5 1[

1 1 1
e i 1 el
2. Attention, les variables X et 1 — X ne sont pas indépendantes.

1 1
Sivg5,FV(v):O,etsiv>5,]P’(ng):P(Xévﬂl—ng):]P’(ngﬂX>1—1))

Ainsi Fy (v) =P(1 —v < X < v) (en effet, comme v > %, on a bien 1 —v < v)
Ainsi Fy (v) = Fx(v) — Fx(1 — v). Et il faut faire attention. A-t-on 1 —v > 07
Sive [%, 1], Fy(v) = exp(A(1 —v)) — exp(—Av).

Mais si v > 1, Fy(v) = 1 — exp(—Av).

1 1
Fy est bien continue sur R (en particulier en 3 et en 1, et C! sur R privé de 3 et de 1.)

V est une variable & densité‘




SUJET E6

Exercice principal E6

Le jeu de mémory est composé de n (n étant un entier naturel non nul) paires d’images deux & deux distinctes,
sur une seule des n paires sont représentés des chatons. Ces images sont réparties en deux tas : chaque paire aura
une de ses images dans chaque tas. Les images sont posées face cachée. A chaque étape, une carte de chaque tas
est retournée. Si les deux cartes retournées forment la paire de chatons, alors le jeu s’arréte, sinon les cartes sont
retournées et les tas & nouveau mélangés.

Deux joueurs A et B jouent en paralléle. Ils possédent chacun leur propre jeu de mémory et jouent indépendam-
ment, mais réalisent leurs étapes en méme temps. Soit X (respectivement Y') le nombre d’étapes de jeu effectuées
par le joueur A (respectivement B) lorsqu’il trouve la paire de chatons. Soit M = max(X,Y"). On admet que M
est une variable aléatoire.

1. Question de cours : Enoncer la définition de I’espérance d’une variable aléatoire discréte.

2. Donner la loi de X, son espérance et sa variance

3. Pour tout entier naturel k, déterminer P(M < k).

4. Montrer que la série Z P(M > k) converge.

k>0

K K-1

5. Montrer que pour tout entier naturel X non nul, Z EP(M =k)=—-KP(M > K) + P(M > k).
k=1 k=0

6. En déduire que M admet une espérance.
7. Montrer que la suite (K P(M > K))

8. Déterminer E(M).

K0 Converge vers 0.

Solution :

1. Programme officiel ECE1 page 19.
On dit que la variable aléatoire discréte X telle que X (§2) = {x,,n € N} admet une espérance quand la

série E z,P(X = x,,) converge absolument.
n=0

En cas de convergence, on appelle espérance de X le réel E(X Z o P(X = xp).

1
2. | X suit une loi géométrique de parameétre — . E(X) = n? et V(X,,) = n%(n® —1).
n

3. Soit k un entier naturel.
Remarquons que (M < k) = (X <k)n (Y <k).
Par indépendance des variables aléatoires, ]P’(M <k)=
Or X et Y ont méme loi. Donc IP’(M <k) =1 < k)2
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4. D’aprés la question précédente pour tout entier naturel k, P(M > k) = 2 (1 — ) — (1 — ) .
n

Or (1—7112> €1[0,1[ et (1—;2>2 € [0,1]

k 2k
- PN 1 1
Donc les séries géométriques ,§>0 (1 — n?> et k2>0 (1 — n?) convergent.

Ainsi par combinaison linéaire, la série E P(M > k) converge.
k>0

5. Soit K un entier naturel non nul.
Rappelons que pour tout entier naturel k¥ non nul, P(M = k) =P(M >k —1) —P(M > k).
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k=1

=~
Il
_

I
Dgw

(]P’(M Sk—1) =S kP(M > k))

I
M T
7 11

EP(M>k—1)—S kP(M > k)

S
Il
—

=~

=1

=
L

K
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6. Pour tout entier naturel K non nul, K P(M > K) > 0.

K K-1
Donc VK € N*, Y "k P(M =k) < > P(M > k).
k=1 k=0
Or la série Z P(M > k) est une série convergente a termes positifs.
k>0
K—-1 “+oc0
Donc VK € N*, Y P(M > k) <Y P(M > k).
k=0 k=0
K “+o00
Donc VK € N*, Y "k P(M =k) < > P(M > k).
k=1 k=0
Ainsi la suite des sommes partielles de la série & termes positifs Z k P(M = k) est majorée. Donc la série
k>1
Z k P(M = k) converge absolument (car les termes sont positifs.).
k=1

Ainsi ‘ M admet une espérance. ‘

7. Soit K un entiizr naturel non nul.
oo

P(M>K)= Y P(M=k).
k=K
OrVk e Nk > K, KP(M = k) < kP(M = k).

Comme X admet une espérance, la série ZIP’(M = k) converge.
k>0

+oo +o00o
Donc 0< K > P(X =k) < Y kP(M = k).
k=K k=K

+oo
Comme reste d’une série convergente, lim Z EP(M =k) =0.
K—+o00 K

Donc par encadrement | lim KP(M > K) = 0.
K—+oo




8. D’aprés les questions précédentes

E(M)

k=0 k=0
2 - 1
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|
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Exercice sans préparation E6

Soit m un entier naturel supérieur ou égal & 2. Soit A une matrice de M,,(R).
On note 'A la transposée de A et O,, la matrice nulle de M,,(R).

On suppose ‘AA = A'A et qu’il existe un entier p € N* tel que A = O,,.
1. Montrer que ‘AA = O,,.

2. Que peut-on en déduire concernant la matrice A7

Solution :

1. La matrice "AA est symétrique. En tant que matrice symétrique réelle, "AA est diagonalisable (programme
officiel de ECE2, page 8). Ainsi, il existe une matrice inversible P telle que

fAA = Pdiag(\i,...,\,)P L
Comme A et sa transposée commutent, (*AA)? = (*A)? AP = O,,. Ainsi,
O, = (YAA)? = Pdiag(\},...,\2)P~ 1.

On en déduit que chaque A; est nul, puis que

2. On note a;; le coeflicient générique de A et b;; le coefficient générique de B = tAA. Par la formule du produit
matriciel, pour tout i € [1,n],
n
0= b“ = Z a?k
k=1

11 suit que pour tout couple (i, k) € [1,n]?, ai = 0. \La matrice A est donc la matrice nulle.

Question supplémentaire éventuelle. Déterminer 1’ensemble des matrices A € M,,(R) telles que
AYAA'AA = T,,.

Réponse. On commence par remarquer que A est inversible avec A~! = AA'AA.
Donc A~! est symétrique réelle, et par suite A Iest aussi. Ainsi, A est diagonalisable et vérifie A% = I,,. On trouve

alors que la seule matrice solution est



SUJET E7

Exercice principal E7

Dans tout l’exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (2,4, P).

Soient m un réel et
R —- R

—xz+m
fm €
2
(14 e—z+m)
1. Question de cours : convergence en loi d’une suite de variables aléatoires.

2. On pose f = fy. Vérifier que f est paire et tracer sa courbe représentative.
Comment en déduire la courbe représentative de f,,, pour m réel ?

3. Vérifier que f,, est une densité de probabilité.

4. On note, pour m € R, X, une variable aléatoire de densité f,,.
(a) Soit m € R, quelle est la fonction de répartition de X, 7
(b) La suite (X, )nen converge-t-elle en loi?

5. Soit m € R fixé. Montrer que X, admet une espérance et donner sa valeur.
On note maintenant, pour m € R, Y, =In (1 + eXm) .

6. (a) Quelle est la loi de la variable aléatoire Yy ?

(b) La suite (Y1 ),en converge-t-elle en loi?

Solution :

1. Programme officiel ECE2 page 17.
Une suite (X,,)nen+ de variables aléatoires converge en loi vers X si liar_l Fx, (x) = Fx(z) en tout réel x
n—-+0oo
ou F'x est continue.

f est densité de probabilité ssi f est continue sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points, f est

+oo
positive et / f(t)dt converge et vaut 1.

T —2x ,x
2. f est continue, dérivable sur R. Vx e R f(—z) = ¢ 5 = € ¢ 5 = f(z) donc f est paire.
(1+4e7) e27 (1 +e?)
1—
La dérivée de u +— v est wrs — o
(u+1)2 (14 u)?
_p— T 1 _ —T
DoncVzx e R f'(x) = e(l(jg’) donc f est strictement décroissante sur R, .
+e "
1
li =0 t 0)=-
lim f et f(0)=

Comme Vz € R f, ()
mi

f(xz —m), la courbe de f,, se déduit de celle de f par la translation de vecteur

1




3. Vuque Vx € R f,(z) = f(x —m), il suffit de vérifier que f est une densité de probabilité. f est continue,

positive sur R.
A -1 1" 1 1
vA € +/0 f(w)de L—Fe—m}o 2 14+e4
A 1 +oo “+o00
Alir-? / f(z)dx = 2 donc/ f(z)dz converge et / flz)de =1 ‘ f est donc bien une densité de probabilité.
—+o0 Jo — 0 —o0

1
4. (a) Soit Fy, la fonction de répartition de X,,. Ve € R | F},,(z) = Troatm’
e r-Tm

(b) Pour z fixé, lim F,(x)=0.
r——+0o0
Mais la fonction nulle n’est pas la fonction de répartition d’une variable aléatoire

‘La suite (X,,) ne converge pas en loi.

5. On remarque X,, = Xg + m. On étudie 'espérance de Xj.

x + xf(x) est continue sur R, positive sur Ry lim 2%f(z) = 0 donc zf(z) = o

1
<2 en +0o et comme
r——+o0 €T

“+o0 dz +oo
/ —5 converge, / zf(x) dz converge
1 € 1

“+oo
xf(x)dx converge et E (Xy) = 0. ‘D’Ofl : E(Xp)=m. ‘

Comme f est paire, /

6. (a) Yy prend ses valeurs dans R . Soit Fy, la fonction de répartition de Yj.
Vy<0 FYo(y):O
Vy>0 Fy(y)=P(n(1+e¥) <y)=P(e* <e’—1) =P (Xp < In(e¥ — 1))
1 1
— — —1_eY
T lte me1 1y 1 =l-e

e¥y—1

Yy >0 Fyo(y)

‘ Yy suit la loi exponentielle de paramétre 1. ‘

(b) De méme : Fy, (y) =0siy <0

1 eV —1
Siy>0,F =P(X1 <In(eY —1)) = == —
1y Y% (y) ( % 1’1(6 )) 1 o= ln(ey—l)-‘r% ez ey — 1

Donc pour y < 0, ngrfoo F,(y) =0, pour y > 0, nggloo Fy% (y)=1—e"Y = Fy,(y)

La suite (Y1) converge en loi vers Yj




Exercice sans préparation E7

nd +6n% —5n—2
n! )

On définit la suite (u,) pour tout entier naturel n par w, =

1. Montrer que la série de terme général u,, converge et calculer sa somme.
(On pourra remarquer que (X(X —1)(X —2),X(X — 1), X,1) est une base de R3[X].)

2. Montrer que hr—? Uy = 0 et écrire un programme SCILAB qui pour un réel € > 0 donné par 'utilisateur
n—-—+0oo

propose une valeur de n tel que |u,| < &

Solution :
1. OnaVn € N, n® +6n* —5m —2=n(n—1)(n—2)+9n(n —1) +2n — 2

D’apres la décomposition précédente, pour tout entier naturel N > 3 :

al al n(n—1)(n—2) al In(n —1) Toon oL -2
B D AP Phs e By TR D)
N g N N N
N—31 N—21 N—l1 N 1
—n:Oa+9n§erzg)a—QT;)a

+oo
On reconnait une somme de séries exponentielles, donc la série converge et g U, = 10e
n=0

2. Comme la série de terme général u,, converge, on a bien | lim wu, =0
n—-+oo

On propose le script

eps=input ("Choisir la valeur de epsilon");
n=0;
=_2;
fac=1;
while abs(u)>=eps
n=n+1;
fac=fac*n;
u=(n*n*n+6*n*n*x-5*n-2) /fac;
end;
disp(n)



SUJET ES8

Exercice principal E8

Pour tout n € N*, on pose :

+oo
1 1/3
An:/o mdx et v, =In(n / Ay).

1. Question de cours : Donner le développement limité de In (1 4 z) & Pordre 2 au voisinage de 0.
2. Montrer que les suites (4,) et (v,) sont bien définies.
3. Soit n € N*
+o0 3
(a) Justifier que An = An+1 + /0 W dz.

(b) A l'aide d’une intégration par parties, exprimer A, en fonction de A,,.

b c
4. (a) Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que lorsque n tend vers 400 : 11 — v, =a+ — + — +o (2>
n o n n

(b) Etudier la convergence de la suite (v,,).

“+oo
5. La série Z A, converge-t-elle ?
n=1
Ap
6. O b = —.
n pose by 1

Ecrire un programme SCILAB qui pour une valeur de A réelle donnée par 1'utilisateur renvoie une valeur
de N pour laquelle on a :

Vn=N, Y b > A
k=1

Solution :

2

1. Programme officiel ECE2 page 9. |In(1 +z) =x — % + o(x?)

1
2. La fonction x — m est continue sur Ry. En +o00, comparaison avec une intégrale de Riemann :
x

1 oo
*
Vo € R+, m § ﬁ et /1 ﬁ dx converge.

De plus, par positivité de l'intégrale, Vn € N*, A,, > 0

‘Donc A, et v, sont bien définis pour tout n € N*.

& 1 © 1443
. * A, = —  dx= -
3.(a) Vn € N*, /0 (1+x3)ndx /0 ST x

> 1 > T
Ap=[ —— d S,
e atead e Tt

73

A, =A, ——d
+1 +/0 (1 +$3)n+1 x




*©  rxa?
A, =A _
(b) Ay n+1 +/o (15 29yt dz

Par intégration par parties :

-1 1 oo poo 1
A":A"“%“Sn (Lt a?)it L ) waer
Ap = A1 + %An. Ainsi | Ay i1 = 3”3; La,
4.(a) Vn = 1Lopg —vp =In((n+1)Y34,1) —In (n'/3A,)

Upt1 — Up = In

n+1 /3 An+1
) +1n< An)

1 1
vn+1—vn—3ln< >+ln<1—3n)
1/1 1 1 n 1
Vpp1 —Un =5 | = — 53 — - o =5 ) Vns1 —vn
+ 3\n 2n2 3n  18n2 n2 +
a=0,b=0,c= —5 conviennent.

série est téléscopique :
n
Or, en posant pour n € N*, S,
k=1

dx

Par comparaison (les termes sont de signe constant), la série de terme général v, 1 — v, converge. Cette

= Z(ka — vg), on a pour tout n € N*/ S, = v,401 — 03

Comme (S,,) converge vers une limite ¢, (v,41) converge vers ¢ + vy, et donc ‘ La suite (vy,) converge‘

5. Comme pour tout n € N* v, = In (nl/?’An). Si on note L la limite de la suite (v,) en +oo, alors
L
lim n'/3A, =e’. Donc A, ~ £
n——+oo nl/S
400 1 +0o0
Or Z i/ diverge car 3 < 1 et les séries sont & termes positifs, donc Z A, diverge.
n=1 n=1
Agr1 3k — 1 3k —1
6. O = d bpr1 = ——0b
n pose 1, % A1 one by+1 = ——bx
N
On cherche donc & trouver N tel que Z b > N
k=1

(comme les by, sont positifs, I'inégalité sera vraie pour n > N)

A=input("Donnez la valeur de A");
b=1;
k=1;
S=1;
while S<A
b=(3%k-1)/(3*k) *b;
k=k+1;
S=S+b;
end;
disp(k);



Exercice sans préparation E8

On considére une variable aléatoire Y admettant une densité f, nulle sur | — oo; 0], continue sur [0;+oo] et
strictement positive sur [0; +o00[. On note alors F' la fonction de répartition de Y.
Soit
R — R
9y » o —f(z)In(1 — F(x)) s¥x>0
0 six <0

Etablir que g définit bien une densité de probabilité d’une variable aléatoire Z.

Solution :

* Comme f est nulle sur R_ alors F' (x / f=0surR_et1—F(zx)>0surR_.

D’autre part, F' est dérivable 13 ou la densité f est continue. F' est dérivable sur Ry et F' = f > 0.
F est donc strictement croissante sur R, . De plus 1+imF =1lalors FF < 1sur Ry d’oul—F(x)>0sur Ry.
o0

Ainsi, pour tout réel 2,1 — F () > 0 et g est bien définie
* ¢ est nulle, donc positive sur R* .
Sur Ry : 0<1— F(z) <1 (car F(x) est une probabilité donc inférieure ou égale a 1)
Doncln(1—F(x))<0etg(z)=—f(z)In(1 - F(x)) >0
Ainsi, g est positive ou nulle sur R.
* F est continue sur R et 1 — F'(z) > 0 donc © — In (1 — F (x)) est continue sur R.
f est continue sur |—o0, 0[ et sur [0, 00|
Donc g est continue sur sur |—oo, 0[ et sur [0, +o00[ comme produit de fonctions continues.
* Pour tout réel M >0 :

M M
/Og(x)da::/o CF@)In(1— F(2)) do

Soit v () = —f(z) :u(z)=1—-F(z):v(z)=In(1-F () : v (z) =
Cl'sur Ry (1 —F(z)>0) donc

(
1—F(x)
M u M _
| swar = -r@ma-reR - [ 0-re) e
M
- (lfF(M))ln(lfF(M))f(1—F(0))ln(17F(0))+/0 f(2) dz

0
Or, F (0 )—/ 0dz = 0 donc In (1 — F (0)) = 0
F (M) — 1 quand M — 400 et comme zIn (z) — 0 quand x — 0 alors (1 — F (M))In(1 - F (M)) — 0

+oo “+ o0
Enfin, / f(z)de — / dz =1 donc / g () dz converge et vaut 1.
0

’ g définit bien une densité de probablhte‘
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Exercice principal E9

n
—1)* 1 1
Pour tout entier n non nul, on pose S,, = Z ! etv, =——1In (1 + )
— k n n
1. Question de cours : Enoncer les critéres de comparaison des séries.
1
2. (a) Montrer que v, Wl 52
1
(b) En déduire que la série Z v, converge, puis que la suite ( 7 ln(n)> converge. On notera vy sa
n=1 k=1 n=1

=

limite.
3. (a) Montrer que la suite (S2,)n>1 est décroissante et que la suite (S2p+1)n>0 est croissante.

(=D

b) En dédui I séri _
(b) En déduire que la série Z —— converge
n>1
2n 1
4. (a) Montrer que pour tout entier n non nul, Z —=In2)+In(n)+y+ o (1).
k:lk n—-4o0o
2n (_1)k 2n 1 n 1
(b) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, Z P Z Z + 2 Z %
k=1 k=1 k=1
s (=D
En déduire la valeur d .
(c) En déduire la valeur de Z -
n=1
Solution :
1. Programme officiel ECE2 page 8.
Soient Z Uy, et Z vy, deux séries & termes positifs.
n>=0 n=0
SivneN, 0 < u, <v, et que Z v, converge, alors Z Uy, COnVErge.
n=0 n=0
Siu, = oo (vn) et que Z v, converge, alors Z U, converge.
n>=0 n>0
Si u, W Uy, alors Z v, et Z u, sont de méme nature.

n=0 n>=0

1 1 1 1
2. (a) Rappelons que In (1 + n) =——53 + Lo <n2)

1
Donc v, =—=+ o — |.
" 2n2  no4oo \ n2
Ainsi 1
insi |v ~  —=
" n—-+oo 2n2

1
(b) La série de Riemann Z — converge (car 2 > 1). Donc par critére d’équivalence, Z v, COnverge.
n

n>1 n=1
n

Par définition de la convergence d’une série, la suite < E vk> converge.
k=1 n>1

Or Vn € N, évk — g‘: (i I (1+ ;)) — k: <]1€ —(In(k+1) ln(k))) . %—ln(n+1).



"1 "1 1 1
Or, ——Ilnn= ——In(n+1)+1In nt et lim In nt =0
k k‘ n n—-4o0o n
k=1 k=1
Donc | la suite En 1 —1Inn converge
k=1 k >1 *

3. (a) ¢ Pour tout entier naturel n non nul,

So(n+1) — Son = Z T 3

Ainsi 52(n+1) — SQn § 0

Donc la suite (S2,,)n>1 est décroissante. ‘

o Pour tout entier naturel n,

52(n+1)+1 - S2n+1 — A L

Ainsi Sy(n41)41 — S2ny1 = 0.

Donc‘ la suite (S25,41)n>0 est croissante.

1
n+1

(b) e Remarquons que Vn € N*, Sy, .1 — So, = —
Al lim S — S, = 0.
ors n_lgf_loo 2n+1 2n
o Les suites (S25,)n>1 €t (S2n+1)n>0 sont monotones et de monotonies différentes

Donc les suites (S2p)n>1 €t (S2n+1)n>0 sont adjacentes.
Donc les suites (S2p)n>1 €t (S2n+1)n>0 convergent vers une méme limite

Alors la suite (Sy,)n>1 converge. Donc par définition | la série Z converge.
n=1
2n 1
4. (a) D’apreés la question 2(b), la suite (Z 7~ ln(2n)> converge vers .

k=1 n>1

Donc Z n(2n) + v+ quoo(l).

ou encore il 2)+In(n)+v+ o (1).

k n—-+oo

(b) Soit n un entier naturel non nul.

I G A

k=1 k k=1 k k=1 k
k pair k impair
n n—1
1 -1
= 2 % 2 2k + 1
k=1 k=0
n n n—1
1 1 1
= 2 N -
Z 2k 2k 2k+1
k=1 k=1 k=0
_ n 1 2n 1
N 2k k



n 2n
1 1
P tout enti 1, 2 - .-
(c) Pour tout entier n non nul, ];:1 % E E: A ;;:1 .
2n (—l)k
(n) +~v—1In(2) —In(n) — vy + WO (1). Donc g,l = In(2) + oo (1).

= (=" o (<1
Ainsi, puisque cette série converge z:l — = ngrfoo ; g In 2.
n= =



Exercice sans préparation E9

Soient p €]0, 1 et la fonction SCILAB X suivante

function x=X(p)
k=1;
y=0;
a=rand() ;
while a>p
y=y+1;
k=k+1;
a=rand() ;
end;
while a<=p
k=k+1;
a=rand()
end;
x=k-1-y;
endfunction

En s’aidant d’un lancer d’une piéce dont la probabilité d’obtenir "face" est p.

1. Interpreter ce que simule la fonction X7

2. Soit X la variable aléatoire simulée par la fonction ci-dessus.
— Quelle est la loi de X 7
— Quelle est I'espérance de X si elle existe ?

Solution :

1. La fonction détermine | la longueur de la premiére séquence de "face".

y est le nombre de "pile" précédant la premiére séquence de "face".
2. Soitg=1—p
Posons X = 0 si "face" n’apparait jamais. X(Q2) = N

Soit k£ € N*
+oo

X =k = J (Byn4ys1)  (union disjointe).
y=0

ou By est I’ événement : " y piles sont apparus avant la premiére séquence de faces "

Ay41k est 'événement : " face est apparu aux rangs y + 1,...,y + k et pile au rang y + k + 1."
+oo

P(X =k= Z ¢!pFq  les jets de piéces étant supposés indépendants.
y=0
qp" k—1
]P X == I{/’ = = -
( )=1- .

‘X suit donc la loi géométrique de paramétre g

Ce résultat était prévisible : X et le rang du premier "pile" & partir de I’obtention du premier "face" et la
loi géométrique est "sans mémoire"

1
Donc |E(X) = -
q




SUJET E10

Exercice principal E10

Soient n un entier naturel supérieur ou égal & 2 et k£ un entier naturel inférieur ou égal a n.
Sur le segment [0, 1], on place au hasard n points, on les ordonne dans 'ordre croissant et, pour n fixé, on appelle
X, la variable aléatoire égale & ’abscisse du k-iéme point.

On définit pour z €]0,1[, Y, le nombre de points qui ont été placés dans le segment [0; z

1. Question de cours : L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Déterminer la loi de Y, pour z €]0;1].

1
3. Soit (p,q) € N%. On pose Ipg = / 2P(1 — x)?dx. Montrer que :
0

* p
Vp eN , Vq S N, Ip,q = ﬁlp_l)q_;’_l

En déduire I’expression de I, 4.
4. Soit k € [|]1;n|] fixé.
(a) Déterminer la fonction de répartition de X (on pourra laisser ’expression sous la forme d’une somme.)

(b) Montrer que X} est une variable & densité dont une densité f est donnée par :

n k=171 _ . \n—k :
VreR f(z) = k<k>x (1—-ux) si O<z<l1
0 sinon

5. Calculer 'espérance E (X}) de Xp.
On admet que la variance de X}, est donnée par
E(n+1—k)

e N O )

6. (a) k étant toujours un entier naturel non nul fixé, on définit pour tout n entier vérifiant n > k, la variable
aléatoire Z,, par Z,, = Xj. Montrer 'inclusion d’événements suivante :

Ve >0, [|Zal>¢] C[(1Z0 —E(Zn)| + [E(Z0)]) > €]
Soit € > 0 fixé.
On admet que, comme lim E(Z,) = 0, pour n assez grand |E(Z,)| < g et donc ¢ — |[E(Z,)| > %

n— oo
4V (Zy)
g2

(b) Montrer que pour n assez grand, P (|Z,| > ¢) <

Solution :

1. programme officiel ECE2 page 17.

Si X est une variable aléatoire admettant une espérance et une variance :

Ve>0, P(X—E(X)|>¢)< @

2. | Y, une binomiale de paramétres n et x ‘




3. On obtient I'égalité I, , = %Ip_mﬂ a l’aide d’une intégration par parties.
q
Par itérations :

plp—1)...1 plg! /1
I,,= Iy = — 1—x)Ptide
P g+ 1)(q+2) . (g+p) P (p+ o) 0( )
1
Iq=

(p+q+1)<p;q )

4. (a) Sil’on note F}, la fonction de répartition
Fp(x)=0siz <0et Fi(zr)=1siz>1.
Pour z €]0; 1], Fi(z) =P(X; < z) =P(Y; > k)

Ve €01, Fy(x) =3 (1) e ay

i=k

(b) Fj est continue sur R et est de classe C' sur R\{0,1} donc X}, est & densité et une densité est donnée
par : * fr(z) =0siz<Oouxz >1

*si0<z<letk<n:

n

frl@) =Y < :L ) (i Y1 —2)" " = (n—d)a’ (1 — 2)" 1Y)

i=k

—k < . > (1 -z +:LZZ < i ) (i + Dai(1 —2)" =1 — nz: < ! > (n— i)z’ (1 — )"

0r(i+1)<iﬁ1>:(n—i)<?>

donc fu(x) = k ( " ) 51 (1= )

n

L xkfl(l o x)nfk

si k=n, F,(z) = 2" donc f,(z) =na""'et fp(z) = k(

Donc, dans tous les cas :

fe(x) =k ( Z > 2b=1(1 — z)nk

5. E(X}) existe car X}, est bornée

E(Xy) = k( Z ) /01 " (1—a)" Fde =k ( Z ) /01 2 (1 — )= g = (k+l;((k23:i )

k
n+1
6. (a) Par inégalité triangulaire. |Z,| < |Z, —E(Z,)| + |E(Z,)]

Donc, si |Z,| > ¢, alors |Z,, — E(Z,)| + |E (Z,)| > ¢

On a bien Vinclusion demandée | [|Z,| > £] C [|Z, — E (Zy)| + |E (Z0)] > ] |
(b) On obtient donc

P(1Zn] > &) SP(|Zn = E(Zn)| > € — |E(Z0)])

Mais pour n assez grand |[E(Z,)| < g et donc € — |E (Z,)] > =

Ainsi | E(Xy) =

2
9 3
< - ~2)< - =
P(|Zal > €) <P (120 —E(Z0)] > E(Za) = ) <P (120 —E(Za)| > 5)
AV (Z,,
Or d’aprés Bienaymé-Tchébytchev P (|Zn -E(Z,)| > g) < 6(2 )

Ains i|P(|Z,] > ¢) < 4V€(2Z”)




Exercice sans préparation E10

Soit E un R espace vectoriel de dimension 3.
On note Idg et O (g les applications identité de ' dans E, et constante nulle de F dans E.
On considére un endomorphisme f de E tel que :

f#O0cm), [P+1dg#Ogm) et fo(f*+1dg)=Orp

ot f? désigne fo f.
1. Déterminer sp(f). L’application f est-elle diagonalisable ?
2. L’application f2? + Idg est-elle bijective ?

Solution :

1. Le polynoéme X (X? + 1) est un polynome annulateur de f et son unique racine est 0. 0 est donc la seule
valeur propre possible de f.
f2+Idg # O, (k) donc il existe un vecteur o € E tel que (f2 + IdE) (z9) # 0.
fo(f+1Idg) = Ogp donc f((f*+ Idg)(zo)) = 0. Le vecteur (f*> 4 Idg)(zo) est donc un vecteur non
nul du noyau de f
Ainsi, | Sp(f) = {0}.
Par Pabsurde, si f était diagonalisable, elle serait représentée dans une base de vecteurs propres par la
matrice nulle, donc f serait nulle, ce qui n’est pas le cas.

‘ Donc f n’est pas diagonalisable. ‘

2. Si f2+Idg était bijective, on pourrait composer a droite par son inverse dans la relation fo(f?+Idg) = O (k)
et obtenir que f = Of(g), ce qui est absurde.

‘ f? 4+ Idg n’est pas bijectif. ‘




SUJET E11

Exercice principal E11

Soit S le R-espace vectoriel des suites réelles.
Soit C I’ensemble des suites réelles (a,)nen telles que la série Z a, converge.
1. Question de cours.
Rappeler les conditions de convergence des séries géométriques, géométriques dérivées et des séries exponen-
tielles. En cas de convergence, rappeler la valeur de la somme de ses séries.

1
2. (a) La suite 4; = <') appartient-elle & C?
n!
(b) La suite As = ((—1)") appartient-elle & C?

(c) Montrer que C est un sous-espace vectoriel de S.

Pour toute suite A = (a,,) € S, on dit que la suite A = (a,,) vérifie la propriété P si

i) pour tout xz €] — 1, 1[, la série a,z" converge.
@ p - 1,1, g

+oo
(i) f:x— Z anx™ admet une limite finie lorsque x se rapproche de 1 par valeurs inférieures

n=0
On note alors

—+oo

A)= 1 " R.
L(A) Jim (2%@”3: ) €
n—

1
3. (a) La suite A; = (m) vérifie-t-elle la propriété P 7 Si oui, déterminer ¢(A;).

(b) La suite Ay = ((—1)") vérifie-t-elle la propriété P 7 Si oui, déterminer ¢(As).
(c) Soit Az = (n?) vérifie-t-elle la propriété P ? Si oui, déterminer ¢(A3).
4. Soit A = (ay,,) une suite de S. On suppose que pour tout n € N, a,, > 0 et que la suite vérifie la propriété P

(a) Montrer que Vn € N, Zak < L(A).
k=0

(b) En déduire que la suite A appartient a C.
5. Soit A = (an)nen une suite de réels telle que
Vn eN, Opt3 = Q-

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit dans C.
(b) Montrer que la suite A vérifie la propriété P si et seulement si ag + a3 + a2 = 0.

Solution :

1. Programme officiel ECE1, page 16.

Les séries Zq", an"‘l et Zn(n — 1)¢" 2 convergent ssi |¢| < 1 et dans ce cas :
2

+oo
nz:%q" 7an = 1—q etz (n—1)q 7(1_Q)
+Ooa:"

. x"
Pour tout = € R, la série E — converge et E - = e’
n! n!
n=0




2. (a)

1
Comme la série Z — converge (en tant que série exponentielle), on conclut que :
n!

. 1 . R
la suite — | appartient a C.
n!

La série Z(—l)” ‘diverge grossiérement ‘, donc :

la suite ((—1)") n’appartient pas a C.
On note que C C S. L’ensemble C est non vide car il contient la suite nulle et ’ensemble C est stable par
combinaisons linéaires.

On conclut ainsi que ‘C est un sous-espace vectoriel de S. ‘

" +oo
x
Pour tout x €] — 1, 1], la série E ] converge et a pour somme e”. Par suite, lim ( E '> =e' € R
r—1- n:
n=0

1
Donc, la suite A; = (') vérifie la propriété P, avec | £(A1) = e.
n!

La série géométrique Z(—w)" converge si et seulement si | — x| < 1, donc si et seulement si z €] — 1, 1].

+oo
1 1
De plus, pour tout = €] — 1, 1], E (—x)" = 172 qui a pour limite 3 quand z tend vers 17. On conclut
n=0

1
que la suite Ay = ((—1)") vérifie la propriété P avec | £(As) = —.

Pour tout x €] — 1, 1[ et pour tout n € N, on écrit n?z™ = 2% n(n — 1)z" 2 + xna" ', La série an n

converge comme combinaison linéaire de deux séries géométriques dérivées convergentes et

= n _ 2 2 o ? r x(z41)
;naz =z nz::zn(n— —|—xZna: BRCEE +(1—:r)2_(1—:r)3'

Cette quantité n’a pas de limite finie quand x tend vers 1~

On conclut que la suite ‘ Ajz ne vérifie pas la propriété P. ‘

Pour tout n € N, on pose S,, = Z ay, somme partielle de rang n de la série Z ar. Par positivité de la
k=0
suite (ay), la suite (Sp)nen est croissante. Montrons qu’elle est majorée. Pour tout n € N et pour tout
+oo

[0,1] Z apx® Z arx®. Comme la suite A vérifie la propriété P, on peut fair tendre x vers 1~

dans cette 1negahte et 'on obtient :
e Z ax < L(A)
k=0

La suite (S,,) est croissante et majorée, donc elle converge. Ainsi, la série E ayp converge, ce qui prouve
que :

‘ la suite A appartient a C. ‘

Supposons que A soit un élément de C. Alors, la série Zan converge et, par suite, lim (a,)=0. En
n—+4oo

tant que suite extraite de (a,), pour tout ¢ € N, liIJIrl (asn+i) = 0. Or, pour tout i € {0, 1,2} et tout
n—-+oo

n e N, a3n+443 = Qj.

La suite ‘ A est donc la suite nulle. ‘

Réciproquement, la suite nulle est bien élément de C et vérifie I’hypothése.

e La suite (|a,|) est bornée par le réel M = max{]ao|, |a1],|az|}. Ainsi, pour tout n € N et pour tout
€] - 1,1], lana™| < M|z|". Par critére de comparaison des séries & termes positifs, la série Z anx"”

converge absolument, donc converge.

e Pour tout x €] — 1, 1], pour tout N € N*,

3N—-1

N-1
_ n _ 3i 3i+1 342
= E anx" = E (asﬂ + asit1x + azi+2% )
n=0 =0



N-1 N-1

Sn(z) = Z (aoz‘% + a3t 4 agx?’”?) = (ap + a1 + a2x2) Z (:c?’)z .
i=0 =0

lim (SN(m)) _ ap + a1 + asx? _ ap + a1 + asx? .
N—+4oo 1—a3 1-—z)(1+4+z+2?)
“+oo
Il suit que = +— Z anx™ admet une limite finie quand z tend vers 1~ si et seulement si 1 est racine de
n=0

ag + a1 + a2x2, donc ‘ si et seulement si ag + a1 + ag = 0. ‘




Exercice sans préparation E11

Soit C un réel, A un réel strictement positif et f la fonction définie par :

Ce™ s z>1
vreR f(z)= { 0 sinon

1. Exprimer C en fonction de A pour que f soit une densité de probabilité.
Soit alors, pour cette valeur de C, une variable aléatoire X admettant f pour densité.
2. Exprimer X simplement & ’aide d’une variable aléatoire suivant une loi usuelle.
3. On a obtenu les moyennes de 5 expériences de 10° réalisations indépendantes de X :
1.5016443 1.501896 1.4995983 1.5003972 1.4982147
Que pensez-vous de la valeur de \ 7

Ecrire des lignes de code Scilab qui demande \ a P'utilisateur, 5 expériences de 10° réalisations indépendantes
de X, affiche leurs 5 moyennes, puis propose une estimation de A.

Solution :

+oo
1. f est continue sur R\{1},f >0=C >0 et / f=1 é

2. Pour z > 1, f(z) = Xe*.e ™ = XNexp(—(A(xz — 1)) = g(z — 1) ou g est la densité d’une variable aléatoire Y

suivant une loi exponentielle de parameétre A. Ce résultat reste vrai si x < 1
x—1

Ainsi]P’(Xga:):/x f(t)dt:/ g(t—l)dt:/ gt)dt=PY <2—-1)=P(Y +1< ).

x
— 00 — 00

On peut écrire ‘ X =Y +1ou Y suit une loi exponentielle de paramétre A. ‘

3. Chaque moyenne obtenue est la moyenne empirique des 10° réalisations : une valeur de I'espérance de X est
environ 1.5 (on peut invoquer la loi des grands nombres)

1 . .
Or, E(X)=1+ 5% donc | A est voisin de 151

On propose

lambda= input (’lambda=’);

A=grand(5,100000,"exp",1/lambda) ;

A=1+A;

V=mean(A,’c’);

disp(V?);

disp(1/(mean(V)-1));

Explications :

grand(5,100000, "exp",1/lambda) génére 5 x 100000 réalisations indépendantes d’une variable de loi ex-
ponentielle de paramétre .

A=1+A ajoute 1 & chaque élément de A.

V=mean(A,’c’) : V est une matrice colonne dont le i-éme élément est la moyenne des éléments de la iéme
ligne de A.

V? transpose V.



Rapport et sujets, oral HEC, Mathématiques (T)

Juin-juillet 2021

Le bilan de la session 2021 de mathématiques voie T est satisfaisant

Le niveau des candidats est trés hétérogéne : les notes se sont étalées entre 4 et 19. La moyenne s’établit & 10,74
et I’écart-type & 4,59.

On peut noter chez la plupart des candidats des lacunes en calculs. Mais fort heureusement, nombre d’entre
eux les ont compensées par des raisonnements astucieux, un exposé clair et rigoureux et ont été récompensés par
de bonnes, voire d’excellentes notes.

Le jury aimerait insister sur les points suivants auprés des futur.e.s candidat.e.s et de leurs enseignant.e.s.

— Les raisonnements graphiques et les tracés de courbes sont des compétences que nous souhaiterions fortement
valoriser & 1’avenir. Nous insistons sur le fait qu’aprés avoir tracé un tableau de variation, les candidats
doivent étre capable d’esquisser I'allure d’une courbe.

— Nous avons noté pas mal de lacunes en calcul, en particulier sur les calculs avec des puissances ou sur le
calcul de dérivées.

— les théorémes du cours doivent étre connus précisément, avec leurs hypothéses précises et leurs conclusions.

— Nous avons aussi noté chez certains candidats quelques difficultés avec la formule des probabilités totales.

— Les questions informatiques ne doivent pas étre négligées par les candidats. Elles ont permis & certains
candidats d’améliorer significativement leur note.

— Tout n’est pas joué a l'issue de la préparation : au cours de la présentation de I’exercice préparé, le jury
pose des questions pour aiguiller le candidat vers la solution. Il convient d’y étre attentif. Il est souvent utile
d’écrire au tableau ce qui est proposé par le jury. Par ailleurs, une prestation peut étre jugée excellente sans
que le candidats ne traite beaucoup de questions, alors qu’un candidat traitant de maniére approximative
un grand nombre de questions en déformant au passage les théorémes de son cours risque d’étre décu par
sa note finale.

— La question sans préparation est aussi trés importante. La encore, pour la plupart d’entre elles, le candidat
peut tout & fait faire bonne impression sans aller au bout de la question. L’important est de réfléchir et
d’écouter les indications du jury. Le candidat n’est pas obligé de parler instantanément en découvrant
I’énoncé. Le jury a pu constater que certains candidats, qui avaient complétement raté ’exercice préparé
ont redressé la barre sur I'exercice sans préparation, et parfois dans les toutes derniéres minutes.

Voici quelques sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur le fait que ces

corrigés sont indicatifs, ont été écrits a I'intention des membres du jury et ne correspondent pas toujours exactement
A ce que 'on peut attendre des éléves.



SUJET T1

Exercice principal T1

Une urne contient une boule blanche et deux boules noires. On effectue une succession de tirages avec remise de
cette urne, jusqu’a ce que ’on ait obtenu au moins une fois une boule blanche et une boule noire. On note X le
nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule blanche. On note 7' la variable aléatoire désignant le nombre
de tirages effectués. (On rappelle que les tirages s’arrétent dés que l’on a obtenu une boule blanche et une boule
noire) On notera aussi, pour j € N*, N; I'’événement "le j-iéme tirage donne une boule noire."

1. Question de cours : Loi géométrique de paramétre p €]0; 1] : protocole, loi, espérance et variance.
2. Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
3. (a) Déterminer T'(Q2) et calculer P([T" = 2]).
(b) A l'aide du systéme complet [Ny, N] calculer P([T' = k]) pour k € T(Q).
4. La variable ¢X admet-elle une espérance ?

On note U la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de boules blanches au moment ot I’on s’arréte.

Par exemple, si les tirages ont donné successivement : une boule noire, une boule noire,une boule noire et
une boule blanche, alors T'=4et U = 1.

5. (a) Déterminer U(92).
(b) Calculer P([U = 1]). Les variables U et T sont-elles indépendantes ?

Solution :

1. Protocole ("premier succés" d’expériences identiques et indépendantes), Yk € N*, P([X = k]| = (1 —p)*~!p,
1
E(X)=-et V(X) =
p

P (programme ECT2 page 5.)

p2

2. Les tirages sont identiques et indépendants. (avec remise)

X<g (;) E(X) = 3, V(X) = 6.

3. (a) Il faut au minimum deux tirages pour avoir une boule blanche et une boule noire.
T(Q2) = N\ {1}
[T = 2] = (Bl ﬁNQ) U (Nl ﬂBg)
Ces événements sont incompatibles : P([T = 2]) = P(B; N N3) + P(N; N Bs)
1 2 2

1
Par indépendance : P([T = 2]) = P(B;)P(N2) + P(N1)P(B3) = 3%3 + 3%3= 3

(b) Avec la formule des probabilités totales, pour k > 2 :
P(T =k])=P(T =k|NNy)+P([T =k N By)

k—1
Sik > 2,P([T =klNN;) =P(NiN---NNi_1NBy) et par indépendance : P([T = k|NN;) = (> X =

On fait la méme chose pour P([T" = k] N By).

B(T = K]) =

W =
N
[SCIR )
~__
ol
L
+
Wl N
7 N
W
~__
T
-

4. On utilise le théoréme du transfert.

00 400 k—1
1 2
Si cette série converge absolument, E(e™) = ,;,1 P([X = k])e* = E 3 X (3> x ek



N-1 k
1 2

La somme partielle donne pour N > 0, Sy = = X e X E (e)
3 Pt 3

2
Or, Ee > 1 donc la série diverge

Ainsi ‘ eX n’admet pas d’espérance. ‘

5. (a) On s’arréte lorsque aprés au moins une boule blanche.
U(Q2) € N*. Et pour tout k € N*, [U = k] est possible.

U(Q) = N*.

(b) Avec la formule des probabilités totales et le systéme complet [Ny, By] :
P(U=1)]=P(U =1]NN1)+P([U =1]nBy)

1A By) = P(By N Ny) = >

P(U =1 =
P([U =1] N Ny) = P(Ny) (si Pon a Ny, nécessairement U = 1)
Ainsi | P([U = 1]) = g + % _ g

* Le plus simple est de voir que si T = 2, nécessairement, U = 1, donc :
P(U=1]|[T =2]) =1 #P([U =1])

‘Les variables ne sont donc pas indépendantes.




Exercice sans préparation T1

1

Tracer le graphe de la fonction x — ————
In(3 — [x|)

Solution :

1. On commence par le domaine de définition. Il y a deux conditions : 3 — |z| > 0 et In(3 — |z|) # 0

ssi |z] < 3 et 3—|z| #1ssi|z| €[0;3]\ {2}

[Dy =] = 3:-2[0] - 2;2[U]2; 3|
2. On peut noter que
3. Siz>0z|==

Donc pour z €]0;2[U]2; 3], f(x) =

1 ¢ f() -1 " -1 1 50
—. e )= =
In(3 — ) 3—z W?’B-2) @B-z)*B-z)
4. On trace alors le tableau de variation que 'on compléte avec les limites (pas de forme indéterminée) et qui
permet de tracer la courbe

x [ -3 —2 0 2 3
0 I +oo +oo || 0

fG@) |l pN I N | / | / |
I —oo | n(3) | —o0 |

Note : le prolongement par continuité n’est pas au programme

5. Question supplémentaire soit n € N, déterminer le nombre de solution de ’équation f(x) = n.
On énonce le théoréme de la bijection

1 1
L’équation admet deux solutions si y € R* U]——; +o0[ et une seule si y = ——
In(3) In(3)
Sauf qu’on nous précise qu’ici, n est un entier naturel.
1
C 3>e,In(3) >1 =1letd —— €|0;1
omme e, In(3) > In(e) et donc () 10; 1]

Si n € N*, I’équation f(z) = n admet deux solutions, I’équation f(z) = 0 n’admet pas de solution




SUJET T2

Exercice principal T2

1. Question de cours : fonction continue en un point.
Soit n € N. On définit la fonction

fn z(In(z))”  six e [1;2]
v { 0 sinon

On donne 'approximation numeérique suivante In(2) = 0.7.

2. Tracer allure de la courbe de fi. Est-elle continue en tout point de R?

2
3. On note maintenant, pour n € N, I, = / z.(In(x))" dz.
1

(a) Calculer I.
(b) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.

(c) Montrer que ngrfoo I, =0.

n+1_n+1
2

4. (a) Montrer que VYn € N, I,,11 = 2(In(2)) I,.

(b) Compléter le programme SCILAB de maniére & afficher un entier N tel que :

. 1
VneN,sin > N, alors [, < 1000
n=0;
I=
P=

WHILE (I>0.001)
P=P*log(2);
I=

end;
disp( );

5. Montrer qu’il existe un réel C,, € R tel que la fonction C, f,, soit une densité de probabilité.

Solution :

1. f est continue en un point a de son domaine de définition ssi lim f(z) = f(a). (programme ECT1 page 7.)
r—a

2. On note que f; est dérivable sur |1;2].
1
Vz €]1;2[, fi(z) =1+1In(z) > 1. f{'(x) == >0
X
La fonction est convexe et croissante sur [1;2],
A1) =0, fi(1) =1, 1(2) = 2W(2) ~ 1,4, "(2) = 1 +1n(2) ~ 1,7
On peut placer les demi-tangentes
f est continue en tout point de R sauf en 2.



3 (a) I = d:m}:
()o/lxx[21 5

(b) Soit n € N*
Vo € [1;2], 0 < In(z) < In(2) < 1, donc (In(z))" ™ < (In(x))"

donc z(In(z))" ™ < z(In(z))™ et par positivité de lintégrale, I,,,1 < I,, ‘La suite (I,,) est décroissante.

(c) vz €[1;2], 0 < z(In(z))" < 2(In(2))"

3(In(2))"
2

Comme [In(2)| < 1, HETOO(IH(Z))" = 0 et donc par encadrement :

2
Par positivité de I'intégrale : 0 < I,, < (111(2))”/ rdr =
1

lim I, =0

n—-+oo

4. (a) On va faire une intégration par partie :

2
In+1:/ z(In(z))"* da.
1

SC2 n
On pose u/(x) = 2, u(@) = = v(z) = (@)™, v/(2) = "7 (n(a)”
Ainsi I,,11 = { M ]2 - /2 z*(n+ ;l(ln(x))n “
n+l n+1

Donc | I,+1 = 2(In2)

I7L

1
(b) Comme la suite (I,,) est décroissante, il suffit de trouver N tel que Iy < 1000"

WHILE (I>0.001)
P=P*log(2);
I=2%P-(n+1)*I/2;
n=n+1;

end;
disp(n)

5. La fonction C,, f,, est bien continue sauf en 2 (et admet des limites finies & gauche et & droite en ce point)

Elle est bien positive si I’on choisit C,, > 0.
—+o00 2

De plus Cpfn(z)de = Cn/ z(In(z))" da = C, I,.
o] 1

1
Comme l'intégrale est strictement positive, on pose alors C), = = et ’on a bien
n

‘ C., frn est une densité de probabilité. ‘




Exercice sans préparation T2

Soient p un réel de |0;1[, X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé

(Q, A, P).
k+1
On suppose que X() =Y(Q)=Net Vk e N, P([X = k) =P([Y =k]) = ( )
X(w ) -3
On considére la matrice définie aléatoirement par Yw € , M (w) = X (w (@) —2)°
. X Y-3
Autrement dit M = X 3x_2)

Calculer la probabilité que cette matrice soit inversible.

Solution :

1. La matrice est non inversible ssi X (3X —2)— X (Y —3) =0ssi X(3X —-Y +1)=0ssi X =0ouY =3X+1.
Or, P([X =0]U[Y =3X +1]) = ([ =0)+P([Y =3X+1) —P([Y =3X+1N[X =0])

P(X =0]U[Y =3X +1)) :7+Z]P’ Y =3k+1]) —P([Y =3]N[X =0]).
P(X =0JU[Y =3X +1]) 7+Z]P’ Y =3k +1]).
1 k+1 1\3k+2 4 1\* 1

OrP([X =k|U[Y =3k +1]) = (2> X (2> =g X (16) et 6 €]0; 1], la série converge.

+oo
Dans le programme officiel, ils n’ont pas la formule Z ¢"

k=ko

1 1 1 16 1 1
Z = 3k+1]) 8X<1—116 ) 8X<15 ) 8x15 120
1 1 59

Final P([M est inversible]) =1 — - — —— = —__
inalement | P([M est inversible]) 5120 _ 120

2. Question supplémentaire : On suppose que X = 1 et Y = 3. Calculer alors M".

M = <1 (1)> Par récurrence ou binéme de Newton, | M = <i (1)>




SUJET T3

Exercice principal T3

Soient A € RY et (X,),en une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi exponentielle de
paramétre ), définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
1. Question de cours : loi exponentielle : densité, fonction de répartition, espérance et variance.
2. On suppose, dans cette question seulement que A = 1. Tracer sur un méme graphe une densité et la fonction
de répartition de X;.
On note Y = exp(Xy)
3. Sur quel intervalle Y prend-elle ses valeurs 7 Déterminer la fonction de répartition de Y.

X e+ X, noX
4. On note pour n € N*, M, = =2 R = Lk=1 k.
n n

(a) Déterminer E(M,,).

1
(b) Montrer que V(M,,) = R

(c) En utilisant l'inégalité de Bienaymé Tchébytchev, montrer que ¥n € N* et pour tout a > 0 :

p([rocanbed)s1o A

5. Soit « €]0;1].

1 1
>1-

— 21—
n(a\)? na? = “

(a) Choisir a > 0 tel que VA > 1,1 —

On admet que l'on sait que A > 1.

/1 /1
(b) Déduire de 4.c et de 5.a que l'intervalle ]Mn —A/— My +1/ — [ est un intervalle de confiance pour
no no

1 . .
X au niveau de risque a.

Solution :

1. Une variable X suit une loi exponentielle de paramétre A ssi sa fonction de répartition vérifie F'(z) = 0 si
r<0et F(z)=1—exp(—Az)siz >0
1 1
Densité, E(X) = % V(X) = 2 (programme ECT?2 page 9.)
2. Vx e Ry, f(z) = exp(—z) et F(x) =1 — exp(—x)

F(0) =1, F;(0) = f(0) =1, f3(0) = —1, on peut placer les tangentes.

3. Comme X prend ses valeurs dans R, ‘ Y prend ses valeurs dans [1; —i—oo[‘

la notation X () n’est pas dans le programme officiel
Siz <1, Fy(z) =P([Y < z]) =0, car I’événement [Y < z] est impossible.

Siz>1, Fy(z) =P([Y < z]) =P(exp(X1) < ) =P(X; < In(x)) (la fonction In est strictement croissante)
1

Ainsi | Fy (z) = Fx(In(z)) =1 —exp(—Aln(z)) = 1 — o




4. (a) Par linéarité de I’espérance : E(M,

(b)

V(M) = V(3 X
k=1

Comme les variables sont indépendantes :

M) = 5 SV =
k=1

On applique l'inégalité & la variable M,,, qui admet une espérance et une variance, et & a > 0

2

ZnE X)) =

> =

Z)\Q = nz/\z

1
nA2

V(M)
1 1
e : V(M)
On passe & I’événement contraire : P(|M,, — E(M,)| <a) <1— 5
a
Or, |M,, —E(M,)| < a ssi —a < M, 1<a On retrouve bien |P | —a < M, 1<a >1 L
n - n - n - N . v - n- N = -
’ A A ni2a?
Pour A > 1, on a déja la premiére inégalité car n(a))? > na? donc ! < 1 et 1— ! >1- 1
Jatap & n(a\)? ~ na? n(Aa)2 = na?
1 1
Pour la deuxiéme inégalité R >1—assina®a>1ssia> \/ﬁ
1
11 suffit de prendre |a = \/ﬁ
1
En utilisant 4.c et 5.a avec a = \/ﬁ
1 1 1 1
Y Mn - N T = =
P ({ Vna < < Vna ] nA2a? “
1 1 1
. - _ Mn l n i .
Il suffit de traduire ’événement [ Jra < \ < Jra ] en [M, € I] avec I un intervalle
! LS ssi L M, < ! < =
Vvno Vno " A

= <M, - <

Vno
1

1
i —+ M, >~ >—
8s1 na+ h

1
\/7

1
+ M, 551/\E]M

Via

1 1
—\/;Mn+\/[.
no nao

/1 /1 1
]Mn -\ —; M, ++/ — l est un intervalle de confiance pour — au niveau de risque .
nao no A




Exercice sans préparation T3

n

q

Soit ¢ € R fixé. On définit une suite (u,) par : Vn € N, u,, = -
n!

Donner la valeur de lim wu,, et prouvez le résultat proposé.
n—-+4o0o

Solution :

* Une réponse utilisant la convergence de la série exponentielle est bien stir possible.

u
*x ntl j_ T donc (u, > 0) la suite est décroissante a partir du rang N = |¢|
U, n

La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0, elle converge donc. Et si elle converge vers ¢ # 0,par unicité de

la limite - =0
C’est absurde
Question supplémentaire : faire la preuve avec une autre méthode.

* On peut aussi remarquer que pour n = N, t,11 < Nrl Un,

n—N

, . L 1. q q

Par récurrence immeédiate, u,, < u et comme €]0; 1[, on peut conclure par encadrement.
" N(N+1) N+1 1051, on p P

10



Rapport et sujets, oral HEC, Mathématiques (BL)

Juin-juillet 2021

Dans leur grande majorité, les candidats montrent de grandes qualités d’expression et de logique. Bien sir, il y
a une large diversité entre eux, les notes s’étalant de 2 a 19.
Les candidats les plus faibles ont montré de grosses faiblesses en calcul.
A contrario, les meilleurs candidats étaient brillants dans leurs intuitions et la finesse de leurs raisonnements. La
moyenne est de 11,44 et ’écart-type est de 4, 22.
Le jury aimerait insister sur certaines fautes récurentes :
— L’usage des quantificateurs est parfois difficile pour les candidats : par exemple la définition précise d’'une
valeur propre est souvent compliquée a obtenir.
— Le jury insiste sur le role du tableau : il doit étre utilisé comme un support et doit permettre a 1’étudiant
de commenter son travail mais il n’est pas nécessaire d’y voir tous les calculs. Un juste équilibre doit étre
trouvé, certains candidats veulent recopier I'intégralité de leur brouillon, d’autre ne rien écrire.

— Les étudiants pensent souvent, a tort, qu’une limite existe toujours et utilise le symbole lim a mauvais
escient.
— Il est utile de connaitre les lettres grecques. 1l est parfois difficile de suivre les étudiants lorsqu’ils confondent
deux lettres de leur énoncé.
— 1l est important qu’un étudiant sache étudier une fonction et en dessiner le graphe.
— 1l est inutile de demander au jury de sauter une question graphique, il ne le fera pas.
Nous félicitons ceux, nombreux, qui se sont accrochés jusqu’au bout, essayant diverses méthodes, proposant des
idées.
L’exercice sans préparation a trés bien rempli son réle et permet de sauver des oraux mal commencés, ou de confir-
mer une prestation remarquable.

Voici quelques sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur le fait que ces
corrigés sont indicatifs, qu’ils ont été écrits & 'intention des membres de jury et ne correspondent pas toujours
exactement a ce que 'on peut attendre des éléves.



SUJET BL2

Exercice principal BL2

Soient I un intervalle non trivial de R et f une fonction définie sur I.
On dit que la fonction f vérifie la propriété £ sur I s’il existe un réel k € RT tel que

V(z,y) e I?,  |f(x)— f(y)l < klz —yl.

1. Question de cours.
Rappeler ’égalité et 'inégalité des accroissements finis.
2. (a) Montrer que les fonctions sinus et valeur absolue vérifient la propriété £; sur R.

(b) Montrer que l’on ne peut pas trouver de réel k € R* tel que la fonction racine carrée vérifie la propriété
Ly, sur [0,1].

(c) Montrer que s’il existe un réel k € R tel que f vérifie la propriété £, sur I, alors f est continue sur I.

3. Soient un réel k €]0, 1], f une fonction définie sur R et vérifiant la propriété L sur R et (u,,) la suite définie
par la donnée de ug € R et par la relation

VneN, Upt1 = fup).

(a) Montrer que
Vn €N, [Unt1 — un| < E"ur — ugl.

(b) En déduire que la suite (u,) converge vers une limite notée ¢ et vérifiant f(¢) = /.

4. Soient un réel k €]0, 1, f une fonction définie sur R et vérifiant la propriété L sur R et (T),)nen une suite
de variables aléatoires a densité définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et telles que

VneN, Tri1 = f(Th).

Soit ¢ la limite trouvée & la question 3.

(a) Soit € > 0. Pour tout n € N, on pose A,, = [k"|Ty — ¢| > €]. Montrer que

ngrfw P(A,) =0.
(b) Montrer que
Ve >0, EIJIFI P(|T, —£] =€) = 0.

(c) Pour tout n € N, on note Fr, la fonction de répartition de la variable T;,.
Montrer que
Vo eR-—{{}, lim Fr, (z) = F(x)

n—-+00

ou F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X dont on reconnaitra la loi.

Solution :

1. Question de cours.
Egalité et inégalité des accroissements finis. Voir le programme officiel, page 11.



2. (a)

Soit f : & + sin(z) la fonction sinus. Soit y € R un réel fixé. Si z €] — 00, y[, en appliquant I’'inégalité
des accroissements finis sur |z, y[, on trouve

[f(z) = f(y)l < max |cos(t)] |z —y| < |z —yl.
telz,y
L’inégalité se démontre de méme si z €|y, +00].
Si x = y, la formule reste vérifiée.

On conclut que la fonction sin vérifie la propriété £; sur R.
Soit f : x — |z| la fonction valeur absolue. Alors, par un corollaire de I'inégalité triangulaire,

V(z,y) €eR?|f(2) — f(y)l = lz] = lyl| < |z —y].

Ainsi, la fonction f vérifie la propriété £ sur R.
Remarque : dans le programme officiel, apparait la mention "inégalité triangulaire" sans plus de précision.
La seconde forme de I'inégalité triangulaire pourra donc étre ici redémontrée.

Soit f : x — /x la fonction racine carrée. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe un réel
k € R™™ tel que f vérifie la propriété Ly sur [0,1]. Alors,

V(z,y) € [07”23 |\/57\/§| <k|$*y|

1 1
Commek>0,ilexisteunentiern>2te1que0<nggl.Onposex:Wetyzo.
Il suit que

Val = — < kla] = —
z| = — T = —
nk n2k

ce qui est une contradiction, du fait que k > 0 et n > 2.

Soit f une fonction vérifiant la propriété £, sur I, avec k € RT*. Soit a € I un réel fixé. Alors,

Va eR, |f(z) = f(a)] < K|z —al.
En faisant tendre x vers a et en utilisant la continuité de la valeur absolue et le théoréme d’encadrement,
on conclut que ilg{ll f(z) = f(a). Ceci prouve que f est continue au point a.
On prouve la propriété par récurrence sur n.
Comme k €]0, 1], la série géométrique Zk" converge. Par critére de comparaison des séries & termes
positifs, la série Z |ttnt1 — uyn| converge absolument, donc converge. On montre classiquement que la

convergence de la série télescopique E (n+1 — up) implique la convergence de la suite (u,) vers une

limite finie. On note ¢ cette limite. On passe a la limite dans la relation w,4+1 = f(u,). Par continuité de
la fonction f (question 2(d)), on obtient £ = f(¥).

Soit € > 0. Soit Fr, la fonction de répartition de la variable Tj. Pour tout entier n € N,
€ €
P(A,) = P(k"|Ty — €| > e) =1 — P(—e < k"(To — ) <&) =1 — Fr, (e+ /.Tn) o (z— k*n) .

Comme k €]0, 1], alors
. €
Jm () =+
Ainsi,
. £ . €
Jdim Pr (042 ) =1 et lm Pr (- o) =0,
Par suite,
lim P(A,)=1-1+0=0.

n—-+oo

Pour tout w € 2 et pour tout n € N,
Tos1(w) =€ = [f(To)(w) = f(O] < k[To(w) —£].
Par récurrence sur n, on montre que

VneN,  [Th(w)—f] < k"|To(w) — .



On en déduit que pour tout € > 0,
VneN,  [Tn—€ > C kT~ €] > el = A

Par croissance de la probabilité, 0 < P(|T,, — £] > €) < P(A4,).
Par théoréme d’encadrement,

Ve >0, lim P(|T,, — ¢ >¢)=0.

n—-+oo

Remarque : on en déduit au passage que

Ve >0, lim P(|T,—¢>¢)=0
n—-+oo
du fait que [|T, — ¢| > ¢] C [|T, — 4| > €].
On dit que la suite de variables (T;,) converge en probabilité vers la variable certaine égale a ¢, mais cette
notion n’est pas au programme de la BL.
e Six>/{ onposee=x—F¢>0desorte que x = { + €.
Alors,
12 Fr () =P(T,<z)=P(T,<l+e)=P(T, — £ <e) 2 P(T, — ¢| < e).

Par passage au complémentaire dans la question précédente (cf. remarque), on obtient

lim P(|T,—¢ <e)=1.

n—-+oo

Par théoréme d’encadrement, on conclut que

lim Fr (z)=1.

n—-+oo

e Six <! onposee=~—x>0desorte que x = — €.
Alors,
0K Fr,(z2) =P(T,<2)=P(T, —L< —)=PUl-T, 2¢) <Pl —T,| = ¢)

Par théoréme d’encadrement et en utilisant le résultat de la question précédente, on trouve

lim Fr (z) =0.

n—-+o0o

On conclut que

lim Fr (z)=F(z)=

n—-+oo

1 six >/
0 six </

On reconnait en F' la fonction de répartition de la variable certaine égale a /.
On dit que la suite de variables (T,,) converge en loi vers la variable certaine égale a ¢, mais cette notion
n’est pas au programme de la BL.



Exercice sans préparation BL2

Soit n > 2 un entier. On dit que deux matrices M; et My de M, (R) sont semblables s’il existe une matrice
inversible @ € M, (R) telle que

My = QMQ™".
1 0 ... 0 0 0 0
0 0 0 L0 0
On considére les deux matrices de M, (R) : A= | . . . leeB=|0 0 0
0 0 0 0 0 0

1. Les matrices A et B sont-elles semblables ?
2. (a) Existe-t-il un polynéme P € R[X] tel que P(A) = B?
(b) Existe-t-il un polynome P € R[X] tel que P(A) soit semblable & B?

Solution :
La notion de "matrices semblables"” n’apparait pas au programme de la voie BL.

1. Raisonnons par ’absurde et supposons que A et B sont semblables. Ainsi, il existe une matrice inversible
Q € M,(R) telle que A = QBQ™". Alors, Sp(A) = Sp(B). En effet, soit A € C,

AESP(A) & IFXEM, 1(C)-{0}, AX=XX & 3IXeM,;(C)-{0}, QBQ'X =)\X
Donc,
AESp(A) & 3XeM, 1 (C)—{0}, BQ'X=XQ'X <& 3IJY=Q 'XeM,:1(C)-{0}, BY =)\Y
On conclut que pour tout A € C,
A € Sp(A) & A € Sp(B).

Or, les matrices A et B étant triangulaires supérieures, leur spectre se lit sur la diagonale. Donc Sp(4) =

{0,1} # Sp(B) = {0}. On conclut que A et B ne sont pas semblables.

Variante : on pouvait aussi remarquer que A est diagonalisable (puisque déja diagonale), alors que B ne

Pest pas. En effet, comme Sp(B) = {0}, si B était diagonalisable, ce serait la matrice nulle. Les matrices A

et B ne sont donc pas semblables.

2. (a) Comme la matrice A est diagonale, pour tout entier k € N, A¥ est aussi diagonale. Pour tout polynome
P € R[X], P(A), qui est une combinaison linéaire de matrices diagonales, est diagonale. Comme B n’est
pas diagonale, il n’existe pas de polynoéme P € R[X] tel que P(A) = B.

(b) Comme mentionné ci-avant, pour tout polynéme P € R[X], P(A) est une matrice diagonale.
Raisonnons par I’absurde. Supposons qu’il existe un polynoéme P € R[X] tel que P(A) et B sont sem-
blables : il existe alors une matrice R inversible telle que B = RP(A)R™'. Ainsi, la matrice B est
diagonalisable, ce qui est une contradiction. On conclut qu’il n’existe pas de polynéme P € R[X] tel que
P(A) et B sont semblables.

Question supplémentaire éventuelle.

1 0 ... 0 0 ... 0
1 2 0 0 1 0 ... 0
Recommencer 'exercice avec les matrices A = L1 3 Olete=|1 1 0 0
11 ... 1 n 1 1 ... 1 0

C’est le méme principe que ce qui précéde et, par suite, les mémes réponses.
En effet, A est diagonalisable puisque A a n valeurs propres deux & deux distinctes alors que B ne lest pas puisque
Sp(B) = {0} et B # O,,.
On note que, pour tout P € R[X], P(A) reste diagonalisable. En effet, s’il existe une matrice inversible @ et
une matrice diagonale D = diag(\1,...,\,) telles que A = QDQ™!, alors P(A) = QP(D)Q™!, ou P(D) =
diag(P(A1), ..., P(A,)) est diagonale.
Ainsi, il n’existe aucun polynome P € R[X] tel que P(A) et B soient identiques ou semblables.



SUJET BL3

Exercice principal BL3

On considére une suite de polynomes (Py)ren définie par

X(X — k)F!

P(X)=1 P(X)=X et Vk>2 P(X)= o

1. Question de cours : rappeler la définition d’une base d’un R-espace vectoriel de dimension finie.
2. Soit n € N*. Montrer que la famille B = (Py, Py, ..., P,) est une base de R, [X].

3. (a) Montrer que pour tout entier n € N*,
PL(X)=Pu_1(X —1).
(b) Montrer que pour tout entier k € N* et tout entier n > k,
PR(X) = P,_p(X — k).
On rappelle que P,(Lk) désigne la dérivée k-iéme du polyndéme P,.
(c) Soit Q € R, [X]. Montrer que Q(X) = Xn:Q(’“)(k;)Pk(X).
4. Soit n € N*. Soit ¢ Papplication telle que,kpzoour tout @ € R, [X],
P(Q)(X) =QX) - Q'(X +1).

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X] et écrire sa matrice représentative dans la base B.
L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

(b) Montrer que 'endomorphisme ¢ est bijectif et pour tout k € [0,n], écrire la décomposition de ¢~ (Py,)
dans la base B.

5. Soit n € N*. On cherche & déterminer tous les polynémes @ € R[X] vérifiant

n

Q) - QX+ =21 ()

(a) Montrer que si @ est un polynome solution du probléme, son degré vaut n.

(b) Montrer que le probléme admet un unique polynoéme solution @ dont on écrira la décomposition dans la
base B.

Solution :

1. Définition d’une base d’un R-espace vectoriel.
Voir le programme officiel page 14.

2. Chaque polynome Py, est de degré k. En tant que famille de polynomes a degré échelonné, (Py, Py, ..., P,)
est une famille libre de R,,[X]. Comme cette propriété n’apparait pas dans le programme officiel, le candidat
pourra faire un test de liberté. Comme cette famille contient (n+1) polynomes, c’est une base de R,,[X].

X —n)"t —1)X(X —n)"2
3. (a) Onnote que P|(X) =1= Py(X—1). Pour tout n > 2, P (X) = (« n)" 4 (- DX( n)""?) -

n!
(X —n)""2(nX —n) _ (X-1)(X-1—(n—-1)"2 -
n! B (n—1)! = Poa(X =),




(b)

On procéde par récurrence sur k. Pour tout & € N*, on pose p(k) : " pour tout entier n > k, P,Sk)(X) =
P,_;(X — k)." La propriété p(1) est vraie d’aprés la question 3(a). Supposons la propriété vraie & un
rang k € N*. Alors, pour tout n > k + 1, P*)(X) = P,_1(X — k). En dérivant et en utilisant 2(a), on
obtient PF+1(X) = P/ (X — k) = P,_j_1(X — k — 1), ce qui prouve la propriété au rang k + 1 et
achéve la récurrence.

n

Par la question 2, pour tout Q € R,[X], il existe (ao,...,a,) € R™" uniques tels que Q = ZaiPi.
i=0

Soit (i, k) € N%. On note que si i > k, Pi(k)(k:) =P,_(0)=0,sii=kF, P,Ek)(k:) =Py(0)=1etsii<k,

Pi(k) = 0 car P; est de degré 4. Ainsi, pour tout & € [0,n], Q¥ (k) = Zaipi(k)(k) = ay. On en déduit
i=0

que Q = ZQ(k)(k)Pk.
k=0
e L’application ¢ est linéaire par linéarité de la dérivation. De plus, pour tout @ € R,[X], Q" (X + 1) €
R, [X], dou ¢(Q) € R, [X]. Ainsi, ¢ est un endomorphisme de R,,[X].
e Comme p(Py) = Py et comme pour tout k € [1,n], p(Pr)(X) = Pp(X)—PU(X+1) = P(X)—Pr_1(X),

1 -1 ... 0
. ) . r 0o 1 . 0
la matrice représentative de ¢ dans la base B s’écrit M =
: . -o—1
0o ... O 1

e La matrice M étant triangulaire supérieure, on lit directement que Sp(¢) = {1}. Comme ¢ n’est pas
Papplication identité (M n’est pas la matrice identité car n > 1), endomorphisme n’est pas diagonali-
sable.

Comme 0 ¢ Sp(M), M est inversible, donc ¢ est bijectif. On écrit M = I,41 — N, ou N € M,,;1(R) est
la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf les coefficients au-dessus de la diagonale tous égaux a
1. La matrice N est nilpotente d’ordre n + 1. Ainsi,

(In-l-l_N)(In+1+N+N2+"'+Nn): n+1_Nn+1: n+1-

11 ... 1
o 1 ...

Nsuit que M ' =1, +N+---+N"=| ) s Comme M~ est la matrice représentative
0 ... 0 1

k
de ¢! dans la base B, on lit que pour tout k € [0,n], ¢~ (Py) = ij'
=0

On remarque tout d’abord que le polynéme nul n’est pas solution du probléme. Posons alors d = deg(Q) €
XTL

N. Comme deg (Q'(X + 1)) < d, alors deg (Q(X) — Q' (X +1)) = d. Comme deg ('> = n, légalité
n!

des degrés dans (x) donne d = n.

n X'I’L
e On note que @ est solution du probléme si et seulement si p(Q) = — Comme @ et — sont deux
n! n!

polynomes de R, [X] et comme ¢ est un automorphisme de R, [X],

W= = o= (3f).

n!

Le probléme posé admet donc une seule et unique solution.
n

e Posons T(X) = X". Par la question 3(c), T = ZT(k)(k)Pk.
k=0

|
Or, pour tout &k € [0,n], T (X) = o i'k)'X"_k.

Ainsi, par linéarité de ¢ *,

L P R (k) o kR
Q=—o (1) =~ ' [ Y TV H) P =2 mie (@)



En utilisant le résultat de la question 4(b) et par permutation de deux sommes finies, on obtient

n R k n no o pn—k
= ((n—kﬂ ZOP) 2 (Z <”—k)’> "

k=0 =0 \k=1i



Exercice sans préparation BL3

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur ’espace probabilisé (2, .4,P). On suppose que X suit la loi expo-
nentielle de paramétre A > 0. Soit f une densité de X.
Pour tout réel = tel que l'intégrale est définie, on pose

Glz) = / "B < ) () dt.

— 00
1. Déterminer le domaine de définition de la fonction G.
2. Montrer que G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité dont on donnera une densité.

Solution :

1. On rappelle que X (Q) = R™. Ainsi, f(t) = 0 pour tout ¢ < 0.
Ainsi,
+oo +oo
G(x) :/ P(X < at)f(t)dt = / Fx(xt)f(t)dt
0 0
en notant F'x la fonction de répartition de la variable X.
Pour tout réel z, la fonction t — Fx (zt) f(t) est continue et positive sur RT*. Comme th%l+ Fx(xt)f(t) =0,
—

I'intégrale est faussement impropre en 0.
De plus, pour tout = € R et pour tout t € R,

0 < Fx(xt)f(t) < f(t)

+00 +oo
Comme / f(t)dt, on conclut que / P(X < xt)f(t) dt converge.
— 0
Ainsi, le door;aine de définition de G est R.

2. eSiz <O,
+oo
G(z) = / P(X < xt)he M dt.
0

Or, pour x <0 et t >0, 2t <0, donc P(X < xt) = 0. Ainsi, G(x) = 0.
eSiz>0ett>0,P(X <at)=1—e " Ainsi,

+oo +o0 +o00 1
G(r) = / e M(1 —e Mh)dt = / e Mdt —/ Ne MEtDEQp = -~
0 0 0

xr+1
0 six <0
G(z) = x siz>0

T

On conclut que

e (G admet pour limite 0 en —o0 et 1 en +o0.
e On note que la fonction G est continue sur R™*, sur R™ et que

xlirgli G(z) =G0)=0= xlir{)h G(z).

La fonction G est donc continue sur R.
e La fonction G est de classe C' sur R* avec
1

(1+z)%

e On remarque que G est croissante sur R™* et sur R**. Comme G est continue en 0, G est croissante sur
R.

On conclut que G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité Y dont une densité est
donnée par

Ve<0, G(x)=0 e Vz>0, G'(z) =

0 siz <0
g(x) = ! ~
m siz>0



Sujet BL4

Exercice principal BL4

Soient n > 2 un entier naturel et M, (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n, & coefficients

dans R.
On note I,, la matrice identité d’ordre n et O,, la matrice nulle d’ordre n.
On dit qu’une matrice A € M,,(R) est nilpotente s’il existe un entier p € N* tel que A? = O,,.

1. Question de cours : rappeler la définition d’une matrice inversible.
2. Une matrice nilpotente peut-elle étre inversible ? Justifier.

3. On suppose dans cette question seulement n = 2 et, on pose

MQ(R) — R
d: <a b) — ad — bc.
c d

(a) L’application d est-elle linéaire ? Est-elle injective ? Est-elle surjective ?

(b) Montrer que pour tout couple (4, B) € (M2(R))?, d(AB) = d(A)d(B).

(¢) Soit A € Ms(R). Trouver deux constantes (a, ) € R? telles que A% = oA + BI,.
(d) En déduire que pour tout A € M3(R), A est inversible si et seulement si d(A) # 0.

4. On revient au cas d’un entier n > 2 quelconque et I'on considére ¢ : M, (R) — R une application non
constante telle que

V(4,B) € (Mu(R))*,  @(AB) = p(A)p(B).
On admet la propriété suivante. Si M et N sont deux matrices de M,,(R) ayant le méme rang r, il existe
deux matrices inversibles de M,,(R) P et Q telles que

M = PNQ.

(a) Montrer que ¢(I,) =1 et que ¢(O,,) = 0.
(b) Soit A € M,,(R) une matrice nilpotente. Calculer p(A).
(c) Soit A € M,,(R) une matrice de rang r € [1,n — 1]. Montrer

(e, N;-) € R x M, (R) tels que N, soit nilpotente de rang r et ¢(A) = ap(N,).

(d) En déduire que pour tout A € M, (R)

A est inversible si et seulement si p(A) # 0.

Solution :

1. Pour la définition d’une matrice inversible, voir programme officiel page 9.

2. Supposons qu’il existe p € N* tel que A? = O,,. On raisonne par I’absurde en supposant que la matrice A
est inversible. Alors en multipliant I'égalité précédente AP = O,, par A~! p fois, on obtient I,, = O, ce qui
est absurde. On conclut qu’une matrice nilpotente n’est pas inversible.

3. (a) e L’application d n’est pas linéaire. En effet, = d(215) = 4 # 2 = 2d(I3).

e Comme d n’est pas linéaire, on ne peut pas considérer son noyau. Pour prouver que d n’est pas injective,

. 1 1 1 0 11 1 0
il suffit de remarquer que d ((O 1)) =d <<O 1)) avec (0 1) #* <O 1).

e [’application d est surjective. En effet, pour tout a € R, il existe une matrice A = (3 1

) € My(R)

telle que o = d(A).



(b)

(a1 ao (b1 b _ (a1by + azbs  aiba + azbs
Posons A = <a3 a4) € Ma(R)et B= (b3 b4) € M3(R). Alors, AB = <a3b1 4 abs asby + a4b4> .

Apres calculs,
d(A)d(B) = ((11(14 — a2a3)(b1b4 — bgbg) = a1a4b1b4 + a2a3b2b3 — a2a3b1b4 — b2b3a1a4 = d(AB)
b a®>+bc ab+bd

d ac+cd be+d*);

En écrivant A?> = oA + B1, on trouve un syst’eme de quatre équations dont les inconnues sont « et 3 :
a’>+bc=aa+p
(a+d)b=abd
(a+d)c=ac
be+d>=ad+ 8

Posons A = <i > € My(R). Alors, A? = (

En pensant a traiter a part le cas b = ¢ = 0, on trouve que la solution de ce systéme est « = a+d = tr(A)
et 8 =bc—ad=—d(A).

Remarque : on ne demandait pas ici de prouver 'unicité de la solution, mais seulement de trouver des
valeurs de « et 8 qui conviennent.

e Si d(A) # 0, alors A> — aA = S, avec 3 non nul. Donc, A (;(A — a12)> = I, ce qui prouve que A

1
est inversible avec A~ = B(A —aly).

e Réciproquement, supposons A inversible. Raisonnons par ’absurde et supposons que d(A) = 0. Alors,
on déduit de la question précédente que A% = aA. En multipliant par A™', on trouve A = al,. Comme
d(A) = 0, on doit avoir @ = 0. Mais alors A = O3 et n’est pas inversible : contradiction. Ainsi, d(A) # 0.

e L’application ¢ n’est pas une application constante. Ce n’est donc pas I'application identiquement
nulle.

Il existe donc une matrice Ag € M, (R) tel que p(Ag) # 0.

Par propriété de l'application ¢,

¢(Ao) = ©(Aoln) = p(Ao)e(In).

Comme ¢(Ag) # 0, on conclut que p(I,,) = 1.
e Si p(0,,) # 0, alors pour toute matrice A € M,,(R),

©(O0n) = 9(AOy) = p(A)p(0,)  dou  1=¢p(A).
L’application ¢ serait ’application constante égale & 1. Ceci est exclu par hypothése.
Donc ¢(0,) = 0.
Soit p € N* tel que A? = O,,. Alors, par propriété de I'application ¢,

0=0(On) = (A7) = p(A)".
D’ou p(A4) = 0.
Soit B = (eq,...,e,) la base canonique de R"™. Soit u ’endomorphisme de R™ défini par
Vke[l,n—r], u(er) =0 et Vke[n—r+1,n], u(er) = ex—_1.

Soit N, la matrice représentative de v dans la base 5. La matrice N, est de rang r car ses n—r premiéres
colonnes sont nulles et les r suivantes forment une famille libre.

De plus, on peut remarquer que N, = O, ce qui prouve que N, est nilpotente.

Comme A et N, ont le méme rang, la propriété donnée dans ’énoncé dit qu’il existe deux matrices P et
Q inversibles telles que

A=PN,Q dou  ¢(A)=p(P)p(N)p(Q).

On pose alors a = ¢(P)e(Q) € R.
e Si A est une matrice inversible,

1=¢(l,) = p(AA™") = p(A)p(A7).

Ainsi, o(A) # 0 et Pon note que p(A™") = (p(A)) 7.

e Supposons a présent que A ne soit pas inversible. On a donc r = rg(4) < n — 1. Si r = 0, alors
A = O, et par suite, p(A) = ¢(0,) = 0 comme vu en 3(a). Si r # 0, alors r € [1,n — 1]. Par la
question précédente, il existe un réel a et une matrice N, € M, (R) nilpotente et de rang r tels que
w(A) = ap(N,). Comme N, est nilpotente, la question 3(b) montre que ¢(N,.) = 0, par suite, p(A) = 0.
Par contraposée, si ¢(A) # 0, alors A est inversible.



Exercice sans préparation BL4

Soit  un réel, on note |z] I'unique entier n € Z tel que n < x < n+ 1.

L’entier |z| est appelé la partie entiére de x.

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur ’espace probabilisé (2,.4,P) suivant la loi uniforme sur l'intervalle
10, 1[.

On définit deux variables Dy et D5 par :

D1 = LlOXJ et D2 = LlOOX — 10D1J

On admet que Dy et D, ainsi définies sont des variables aléatoires sur (€2, A, P).
1. Déterminer les lois des variables aléatoires D; et Ds.

2. Les variables Dy et Dy sont-elles indépendantes 7

Solution :
On pourra remarquer que D7 représente la premiére décimale de X et Dy sa deuxiéme décimale.

1. e X(Q) =]0,1[, donc (10X)(R2) =]0,10[, d’ott D1(Q) = [0, 9].
e Comme D; < 10X < Dy + 1, alors 10D < 100X < 10D; + 10, d’ot1 0 < 100X — 10D, < 10.
Ainsi, D2(92) = [0,9].
e Notons fx une densité de X. Pour tout k € [0, 9],

k k41 (k+1)/10 1
P(Dy=k)=Pk<10X <k+1)=P|—<X<——= :/ fx(t)dt = —.
10 10 k/10 10

e Pour tout & € [0, 9], on trouve, en utilisant le systéme complet d’événements ([D1 = j]);c[0,9]

9
k o1
Do — k] = [k <100X — 10D, < k+1] = | | ([D1 = j1n S oex Ll L
(D2 =k = <kt jLZJO([l a0 <1o+100 <10+100+100>)

Or, pour tout (k,7) € ([0,9])?,
ik k 1 J j+1 .
[10 + 300 <X <35+ 100 + 100} < [10 < | T P=dl
D’ou,
J Pk ik 1 1 1
P(Dy =k) = P — LX< =4+ —+4+—]= —= .
(Dy=k)=) <10+100 <10+100+100> ;10 10
Ainsi, Dy et D, suivent la loi uniforme discréte sur [0, 9].
2. Pour tout (j, k) € [0, 9],

j 1 Pk Pk 1
[Dlij2k}{j<X<j+1O]ﬂ[]+ <X<‘7++]

10 ° 10 10 '~ 100 10 100 ' 100
Comme ) L L ) ) ) )
j J j J
— <X <= — 4+ — L <X <=
Lo 100 10 100 " 00} < Lo <10" 10]
il suit que
P(Dy=jNDy=k)=P L <X <2+ oy Ly = P(D; = j)P(Ds = k)
1= =0 = 10 100 ° 10 100 " 100) 100 T 2=

Les variables Dy et D5 sont donc indépendantes.
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